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不完備情報マルコフ過程におけるペイズ学習について

中 井 達

1.序

部分観測可能なマルコフ過程における決定モデルで，状態に関する情報が多変量確率変数によって

得られる場合のベイズ学習を考える。とくに状態についての情報が一般の確率分布で与えられる場合

を中心に考察する。そのために，未知の状態に関する情報として状態空間上の確率測度を考える。こ

れらの状態は，全順序が定義されている完備な可分距離空間に含まれ，情報全体に順序を定義する。

そのために， MT凡性 (multivariatetotally positivity of order two)または FKG不等式として知られる

尤度比を用いた性質を拡張し，一般化した FKG不等式を定義する。さらに，この一般化した FKG

不等式の性質を求め，それらの結果を部分観測可能なマルコフ過程に応用する。また，このモデルで

はベイズ理論を用いた学習プロセスを仮定し，とくに事前情報のもとでの期待値が順序を保存する性

質を求める。確率変数の間に，このような尤度比をもとにした順序を導入する場合についての研究は

多くあるが，ほとんどば情報などの絶対連続性を仮定している。それに対して，ここでは状態につい

ての情報を，一般的に確率測度とすることが異なっている。したがって，一般化された FKG不等式

を用いた仮定の下で，事前情報と事後情報の関係についても議論する。

はじめに第2章では，部分観測可能なマルコフ過程を定義し，未知の状態に関する情報が絶対連続

な確率変数から得られる場合について，準備のために基本的な結果をまとめる。まず，尤度比を用い

で情報の間に TP外生を持つ順序を導入する。 Brownand Solomon. [l], Nakai [5, 7, 8], Ohnishi, Kawai 

and Mine [9], Stoyan [12]などでもこの順序関係を用いて議論している。ここでは，この情報は多変

量確率変数から得られるとし， MT凡性を用いた仮定の下で議論を進める。さらに，事前情報と事後

情報の関係についても考える。

第3章では，部分観測可能なマルコフ過程における学習で，状態についての情報が一般の確率測度

で与えられる場合を考えるために，完備な可分距離空間上の確率測度の集合に順序を定義する。この

順序は， FKG不等式で知られる不等式の一般化であり，一般化した FKG不等式と呼ぶ。この場合に，

部分観測可能なマルコフ過程における学習プロセスを考える上で必要な性質を求める。第4章では，

状態に関する情報が，状態空間上の確率測度で表される場合を考え，一般的に絶対連続であることを

仮定しない。そのために確率測度の間に第3章で考えた順序関係を導入し，事前情報のもとでの非

減少関数の期待値に関する性質を考える。また，第2章で考えたような部分観測可能なマルコフ過程
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の学習プロセスにおいて，事前情報と事後情報の関係についてもあわせて考える。最後に例として，

逐次決定モデルのなかで，簡単な最適停止モデルに応用する。

2. 部分観測可能なマルコフ過程—―情報が絶対連続の場合一

状態を直接観測できない部分観測可能なマルコフ過程を考える。いま， eを全順序が定義されてい

る完備な可分距離空間とし，この確率過程の状態を表す。この空間で定義されている順序を Sで表す。

状態空間eに対して，恣をeのBorel集合族とする。さらに， P(・ I s) (s E <5)を推移規則とし，（e，恣）
での stochastickernelとする。すなわち，それぞれの sE<5に対して， P(・ ls)はeでの確率測度であ

り，それぞれの BEおに対して， P(B|•) は e 上の絶対連続な Borel 可測な関数であり，密度関数p(· ls) 

を持つ。この関数は， eから eへの推移を表す。ここで，任意の可測集合BEおに対して，

P(B I s) = L p (t Is) dt 
B 

であり， p:<5X<5→凡はPの可測な密度である。

また， この確率過程の任意の状態 sに対して，期待直が有限な非負の K次多変量確率変数 Xsを考

え，観測過程とする。任意の状態sE<5と可測集合 CCR門こ対して，この絶対連続な確率変数の確率

密度関数f(xls)が存在して，

Pr(X,EC)= fc f (xls)dx (xER¥ sES) (1) 

とする。この多変量確率変数から得られる標本を用いて，この確率過程の状態についての情報を得る。

ここでは，学習プロセスとしてベイズの定理を用いる。

次に，この確率過程の状態に関する情報は，状態空間 e上の絶対連続な確率測度μで表される。

このとき， P(<S)を状態空間e上の確率測度の集合とすれば，μの密度関数をJ1(s)とするとき

P(15)=1JL I /1 (s)<CO, f6/L(s)ds=l] 

となる。これらの確率測度の間に，尤度比を用いて順序を次のように定義する。

定義, J1,とVをe上の確率分布とする。もし， s<t,s,tE<Sのとき

1-1(t)v(s)~f.l(s)v(t) (2) 

であり， JJ.,(t)v(s) > JJ.,(s) v(t)が少なくとも 1つのsとtの組み合わせに対して成り立つならば，μ＞IV

とする。もし，任意の sE<5に対して， JJ.,(s)= v(s)のとき，μ＝lvとする。 μ=IVかつμ>IVならば，

μ>IVである。

定義 1で定義した順序が半順序になることは簡単にわかる。また， e上で定義された関数 u(/J,)に

対して， u(μ,)凶u(v)が任意のμと v(μこIV) に対して成り立つとき，この関数をμに関する非減少

関数と呼ぶことにする。
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任意の標本x=（x1,…， Xk) (ER:= (0, 00)りと事前情報μに対して，事後情報は存在しベイズの定

理に従って学習を行い，次のようなプロセスで学習を行う。事前情報がμのとき，まず始めにこの確

率過程は推移法則 P(・ I・）に従って状態が推移する。その後での状態に関する情報iiは，任意の可測

集合BE恣に対して

μ, (B) = f B ~ (t) d t' 
B 

(3) 

となり，その確率密度関数は

μ, (t) = f 6p (t I s) J1 (s) ds 
e 

(4) 

である。つぎに，標本 xを観測した後での情報はベイズの定理によって， fJ.,(x)と学習される。すな

わち，

μ(x)（B)＝｛：ff((XX|Itt:；-(（tt))： (5) 

がすべての可測集合BEQ3について成り立つ。ただし， xERkおよび11EP(S)である。また，絶対連

続な確率測度11(x)の密度関数は

凪訂(t)=
J(xlt)11(t) 

f5J(xlt)五（t)dt
(6) 

となる。次の 2つの仮定の下で，これらの事前情報と事後情報に関する性質を考える。

仮定 1 任意の状態s,t E (5に対して， x,yER~十のとき

f(x 八 yls 八 t)J(xVylsVt)~f(xls)J(ylt) (7) 

である。ここで， x八y=(min (x1, Y1),…,min(x如 Yk)）およびxVy= (max (xi, Y1),…,max(x如 Yk)）とする。

仮定 2 推移密度関数P(u Is)はT凡性を持つ(s,u E (5)。すなわち，任意の sとtに対して (s<t)

p(uls)p(vlt);;::p(vls)p(ult) 

がすべての u<vについて成立する (u,vE<S)。

注 1 状態空間eが一般的な半順序が定義されている空間であれば，仮定 2は，

p(u八vis八t)p(uVvlsVt);;::p(vls)p(ult) (8_) 

と表すことが出来る。ここで考えているように， eが全順序集合のときは(8)式は， s<t,u<vのとき

p (u Is) p (v It)召p(v Is) P (u It)と等しいことは簡単な計算からわかる。

仮定 1は， MT凡性 (multivariatetotally positivity of order two) と呼ばれ， T凡性の一般化である。

また，この確率過程の状態が経済の状態を表すとすれば，この状態は価格に反映することは明らかで

ある。すなわち，この状態を直接知ることは出来ないのが，状態についての何らかの情報を持ってい

ることは一般的である。仮定 1から， sの値が大きくなれば，この経済の状態はよくなることになる。

また，仮定2から sの値が大きくなればなるほど，大きな値の状態へ移りやすくなり， sの値が小さ
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くなればなるほど，小さい値の状態へ移りやすくなる。

まず始めに，（3）式と (5)式で定義された事後情報に関する性質を見る。その前に， K次元の標本空

間に簡単な順序を定義する。情報が多変量確率変数から得られ得ることから，この順序は Nakai[8] 

で用いられた順序とは異なる。

定義2 x = Cx1,…，叫と Y= (Y1,…， Yk)をK次元確率変数Xから得られた標本とする。もし， Xぷyt

(i = 1,2,…， K)のとき， xはyより小さいといい， X -< yと表す。

1次元の確率変数から情報が得られるとき， Nakai[5,7]でいろいろな性質が求められている。また，

Nakai[8]においても，複数の独立な確率変数から情報が得られる場合を考察している。事後惰報は次

のような性質（定理 lおよび2) を持ち， Nakai[5, 7, 8]で用いられた方法と同じようにして求めら

れる。

補題 1 任意の/J,,V EP(ei) に対して，µこIV ならばii~1v である。

証明．任意の S,t E (:)に対して， s>tのとき

11(s)v(t)~/1 （t) v (s) 

すなわち

11 (s) v (t) -/1 (t) v (s) ~〇

を示す。

-f 11(s)= I p(slu)/1（u)du, v (t)= f0p(t I u) v (u)du 

だから，

/1 （s)v(t)-11(t)v(s) 

J』~p(slu)/1 （u)p (t I v) v (v)dudv-』』p(tI u)/1 （u)p(slv) v(v)dudv 
=ff ((u,v) lu~vl (p(s I U)p(t Iv)-p(t [ u)p(s [ v)) 11(u) v (v)dudv ((u,v) lu叫

+ f f((u,v)lu<vl(p(s lu)p(t Iv)-p(t lu)p(s Iv)) 11(u) v(v)dudv ((u, v) lu<v} 

= f ff<u.v>lu>vl(p(s lu)p(t lv)-p(t lu)p(s Iv))(11(u) v(v)-11(v) v(u))dudv ((u, v) lu>vl 

~o 
となる。順序の定義（定義 1) と仮定2より最後の不等式が導かれ，この性質が求められる。ロ

定理 1 任意のμ ep(e)に対して， X -< yならば， /J,(x) S / /J, (y)である。

証明． eにおける順序の定義より，任意のs,t E (:)に対してs<tのとき不等式

/1 （y)(t)v(x)(s)こ:/1 （y) (s) v (x) (t) 

が成り立つことを示せばよい。始めに

/1 （y) (t) v (x)(s)-/1 （y)(s)v(x)(t)こ〇

を示す。分母を払って各項の被積分関数を整理すれば，
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μ(t)J(ylt)μ(s)f(xls)-μ(s)J(yls)五(t)J(xlt)

= μ―(t)五(s)(J(ylt)J(xIs)-/ (yls)J(x It)) z: 0 

となる。最後の不等式は，仮定 1から導かれる。ロ

定理2 任意の xER勺こ対して，もしμ2IVならばii(x) 2:1 v (x)である。

証明．任意のs,tE (Sに対して， s<tのとき不等式

/.1 (x) (t) v (x) (s) z: /.1 (x) (s) v (x) (t) 

を示す。

/1 (x) (t) v (x) (s)-/.1 (x) (s) v (x) (t) 

において，各項の被積分関数を整理すれば

μ(t)J(xlt) v(s)J(xls) —五 (s)J(xls)v (t)J(xl t) 

= f (x Is)J (x It)(μ (t) v (s) —五(s)v(t))zo

となる。補題 lと仮定 1から定理 1と同じように，この不等式が求まる。ロ

任意の標本xに対して，簡単な計算から事後情報に関する次の性質が得られる。

定理3 /.l EP(ei)のとき，五□はすべての状態sとtに対してs<tのとき
μ(xvy)(svt)μ(x/¥Y) (s/¥t) 2:/1（Y) (s)/1（x)(t) 

となる。

証明．任意のs,tESに対して， s<tのとき

μ(xvy)(svt)μ(x八y)(s/\t)~µ(y)(s)/1 (x)(t)z:O 

が示されればよい。この不等式の分母を払って被積分関数を整理すると，

μ(sVt)J(xvylsVt)五(s八t)J(x八yls八t)-μ(s)J(yls)五(t)J(xlt)

=μ(svt)J(xVylsVt)五(s八t)J(x 八 yls/\t) —五(s)J(x Vy Is Vt)μ, (t)J (x八yls/¥t)

+μ(s)f(xVylsVt)五(t)J(x/¥YIsゾ＼t)-μ,(s)J(yls)五(t)J(xlt)

=(u(svt)μ,(s八t)-μ,(s)五(t))j(xvylsVt)J(x八y|s/¥t) 

＋五(s)五(t)(J(xVylsVt)J(x八Yls/¥t)-f(y Is) f (XI t)) 

z:O 

となる。最後の不等式は仮定 1と補題 1より導かれる。ロ

これらの性質は事前情報と事後情報の関係を示すものであり，部分観測可能なマルコフ過程におけ

る決定問題を考える上で基本的なものである。

つぎに，炉上の関数を考える。

定義3 k変数関数 <p:Rk→Rが， x--<yとなる X'yに対して，がx)::;;cp(y)ゆ（x)~<p(Y) ）となると

き，この関数は xに関して非減少関数（非増加関数）という。
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事後情報のもとでの条件付き期待値に関して， Preston[10], Karlin and Rinott [ 3]等により，次の性

質を持つ。

命題 1 (Preston 1974) /.LとVをRk上の絶対連続な確率測度で，それらの確率密度/1(x)および 1)(y) 

が任意の X'yER勺こ対して

fl (xVy) v (x 八 y)~Jl(x)v(y)

とする。このとき，もし h:Rk→凡が有界で可測な非減少関数のとき

f Rk h(x)dμ, (x)~ f Rk h(x)dv (x) 

である。

系1 /.LとVを e上の絶対連続な確率測度で，それらの確率密度/l(S)およびv(s)が任意の s,tE (5, 

s ~t に対して

は (s)v(t)~Jl(t)v(s)

とする。このとき，もし<I>:e→凡が有界で可測な非減少関数のとき

f0 <I>(s)dµ,(s)~ f0 <I>(s)dv (s) 

である。

まずはじめに関数<I>:(5→Rを，

<I> (s)=E[<fJ（ぷ）］

とおく。もし，がx)がxの非減少関数であれば仮定 1と命題 1より， <I>(s)は sに関して非減少関

数である。このことと，系 1より次の性質が導かれる。

補題2 /.L~IV (/.L, V EP((5)）ならば

和田x)J=f0 {fが心）f(xis)｝如（s)ds=f0 <I>(s)J1(s)ds 
~ f0 <I> (s) v(s)ds= f 0 {fR心）iJ(xIs)dx} v (s)ds =E 11［バx)J

がxに関する非滅文少関数が・）に対して成り立つ。

3. 一般化された FKG不等式とその性質

全順序が定義された完備で可分な距離空間を e とし， e上の確率測度を考える。いま， e上の確

率測度をμで表し， P(G)を距離空間e上の確率測度の集合とすれば

P(G)={ JJ, lf6μ(ds)=l, μ(B)砂 (BE恣）｝

となる。ここでは，これらの確率測度JJ,(s)は必ずしも絶対連続である必要はない。これらの確率測

度の間に，前節と同様の順序を定義する。
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定義4 eに含まれる集合AとBに対し， asbがすべてのaEAとbEBについて成り立つとき，そ

のときに限り A-<Bとする。

定義5 μと vをe上の確率測度とする。互いに背反なBorel集合AとB (A，BE恣）でA-<Bのとき

/..l （A)v(B)sJJ,(B)v(A), i.e.,, 
疇） v(A)
尋） V（A)1こ0, （9) 

であり，少なくとも 1つの組 A とB に対してμ(B)V(A）＞μ(A）v(B)となるとき，μ ＞tvとする。

もし，任意のAEおに対して確率 1でμ(A）＝ V(A）ならばμ=yとする。 μ=IVでμ >IVのときμこtv

とする。

まず，状態空間eで定義されている距離をdとする。このとき， eの任意の部分集合Aに対して，
d(A）を

d(A)= sup d(a1, a2) 
a1, a2EA 

と定義する。この値は集合Aの大きさを測る尺度である。

つぎに，μと Vを全順序が定義された距離空間e上の確率測度で，互いに背反なBorel集合AとB

(A，BE恣）でA-<Bのとき

/.L (A) 11 (B) -/.L (B) 11 (A)~ 0 (10) 

とする。これら 2つの確率測度μと vに対し，任意の E>0について， eの部分集合ふを

S,={AEおI1.L(A)~ 11 (A), d(A)< E, Aは連結である｝

とする。この集合はμと vによって決まるものであるが，以下の議論では簡単のためにμと vを省く

ことにする。

補題3 A, BEふのときAnBESEである。また， 11-(AUB);,::v(AUB)である。

証明． A,BESEとすると AnBESEであることを示す。簡単のために， U=AnBc,V=AnB, W=Ac 

nBとおく （ここで，がは集合Aの補集合を表す）。このとき， A,BEふだから，集合 A,Bは連結

である。 Vキ0であれば一般性を失うことなく U-<V-<Wと仮定してもよい。

このとき仮定より，

11-(A) = J.L(U) + 11-(V)砂 (U)+ 11 (V) = 11 (A) 

11-(B) = 11-(V) + 11-(W);,:: 11 (V) + 11 (W) = 11 (B) 

であり， U-<V-<Wより

11-(U) 11(V)-J.L(V) 11(U)~o 

11-(V) 11 (W)-J.L (W) 11 (V)幻〇

となる。従って，簡単な計算によって11-(V)= J.L(AnB);,:: 11 (V) = 11 (A nB)を示すことが出来る。

最後に， μ(AUB);,::11(AUB)であることも，同じように， U-<V-<Wとしたときμ,(W);,::11 (W)とな

ることに注意すれば明らかである。ロ

つぎに，集合ふに対してuE=infsEsE sとおく。このUEに対し集合族且を

E,= {A I {u,}-<A, J.L (A)= v (A)=O, A E恣｝
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とし，瓦を瓦＝UAEEEAとする。このとき集合 GEを

G.= (u AES,A) u瓦

とおく。

補題4 集合GE=(UAESEA) u瓦は連結である。

証明．この集合GEが連結でないとする。すなわち， 1点集合{UE}に対して，｛UE}-<BであってBncE

=0であり，さらにA-<Bとなる AESEが存在すると仮定する。また，この Bはd(B)< Eとなるよう

に取ることが出来る。集合 GEの定義より，｛uE} -<Bであり， BnltE =0だからJJ,(B)= v (B) =0とは

ならない。

まず， A'-<Bだからμと Vが(10)式を満たすことから，

μ, (A) v (B) -μ, (B) v (A) s 0 

である。一方， AESEより JJ,(A）砂(A)である。したがって， JJ-(B)= v (B) =0ではないからJJ-(B) ~ v (B) 

となる。このことから， BESEとなり矛盾となる。従ってこの性質が成り立つ。ロ

つぎに，集合 Gを

G= n,>oG, 

とすると， Gは集合族{GEI E >0}の射影的極限となる。

補題5 AceとなるAEQ;に対し， μ,(A)2:::v (A)である。

(11) 

証明． ACGとなる AE恣でμ,(A)砂 (A)であるような Aが存在したとする。 A に含まれる点 aの

E近傍広(a)を考え，集合族{UE(a) nAlaEA}を考える。もし，すべてのい (a)nAに対して，

μ,(UE (a) nA)砂 (UE(a) nA)であれば，簡単な計算からμ(A）mv(A）となり仮定に反する。したがって，

μ,(UE (a) nA) < V (UE (a) nA)となるような点aとその近傍 UE(a)が存在する。ところが， d(UE(a) nA) 

<Eだから UE(a) nA茫sEとなる。したがって， uE (a) nc E =0となり，集合 Gの定義から Aceで
あることに矛盾する。従って，この性質が成り立つ。ロ

さらに，集合Hを

H='5nGc 

すなわち GUH='5とおく。また，集合 Gの定義より0<μ,(G),v(G)<lとなることは明らかである。

補題6 μと vを全順序が定義された距離空間 e上の確率測度で，互いに背反な Borel集合 AとB

(A, BEお）でA-<Bのとき

t1 (A) 11 (B) -t1 (B) 11 (A) s 0 

とする。このとき，（6X6,恣X恣）上の確率測度 6で

o (A X 6) = /.1 (A) A E恣

o (6XB)= 11 (B) BEお，

および

o ({ (s, t) I (s, t) E (S X (S, s ~ t}) = 1 

となるものが存在する。
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証明．（12)式を満たす2つの確率測度μと vに対し，上で考えた集合GとHを考える。直積空間 <SX<S

での直積測度を考えるので，確率測度6を矩形集合 AXBE恣 X恣で考えればよい。いま， (SX(S上

の確率測度0を

o (A X B) = v (G n (A n B)) + tt (L n (A n B)) + 
(/..l (G nA)-V (G nA)) (V (L n B)-/_1 (L n B)) 

/..l (L)-v (L) 

と定義する。このとき (13)式 (14)式と (15)式が成り立つことは簡単な計算からわかる。たとえば，

11 (G) -v (G) = 11 (L) -v (L)だから

o (<S X B) = v (G n B) + tt (L n B) + 
(/..l (G) -V (G)) (V (L n B) -/..l (L n B)) 

11 (L) -v (L) 
= V (G nB)+ V (L nB)= V (B) 

より (14)式が導かれる。また， AXBC{(s,t) ls<t}の場合に o(AXE) =0となることは， 0の定義よ

り明らかである。ロ

注 2 Preston [ I 0]では，確率測度μと Vが絶対連続で密度関数瓜s)とV(s)を持つ場合を議論してい

る。補題6で定義した確率測度6が Preston[10］で用いられた手法を，確率測度μと Vが絶対連続で

ない場合に拡張したものであることは容易に確認できる。

命題2 /J,とVを全順序が定義された可測距離空間e上の確率測度とし，互いに背反なBorel集合A

とB(A,BEお）でA-<Bのとき

tt (A) 11 (B) -tt (B) 11 (A)三〇

とする。いま， h:S→凡が有界で可測な非減少関数とするとき，

f e; h(s)dtt(s)~ f6h(s)d11(s) 
e; 

である。

(16) 

証明．いま h:S→凡を有界で可測な非減少関数とするとき E= { (s, t) I (s, t) E (S X (S, s ~ t}とおけば

(s, t) EEのときh(s)-h (t)砂だから

f 6h(s)d/.l（s)-f 6 h(t)dv (t)=ff 6x6(h(s)-h(t))do(s,t) 

=f  f)h(s)-h(t))do(s,t)~o 

となる。ロ

つぎに，補題6を状態空間が全順序空間の直積空間で，自然な半順序が定義されている場合に拡張

する。いま，
" 91 

611=Il6,恙＇’＝ IT恣
i=l i=l 

とし，ぎ＝6,ぉ呈もとおく。また，広と vnを（ぎ，翌）上の2つの確率測度とする。このとき補題

6と同様の性質を示す。まずP（ぎ）を（ぎ，翌）での確率測度の集合とすれば，
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Pぽ）＝にIf6. JL (ds")=l, JL "(B")~ O(B''疇'‘)}． (17) 

となる。ここでは，直積空間むでの直積測度を考え，守に含まれる矩形集合について議論を進める。

したがって，以下で得られる性質は一般の Borel集合Aに対しても成り立つ。

まず始めに， Borel集合守に含まれる矩形集合の間に半順序を定義し，さらに直積空間 e”上の測

度の間に定義 5を一般化した順序を定義する。

定義6 ぎに含まれる集合An=rr?=l AiとBn=rr?=l凡に対し(Ai,BiC(5, i= 1,…，n), AinBi•＝けで A1

<Biがすべての i=l,…，nについて成り立つとき，そのときに限り A”-<Bnとする。

定義7 ぎに含まれる集合An=ITにAiとBn=rr?=l Biを， Ai,BiC(5 で AinBi•＝りとする (i=l, …,n) 。

もし， Ai-<B心らばAiVBi=BiおよびAi/¥Bi=Aiとする。このとき， AnvBn= rr?=l Ai V Bi, An/¥Bn 

=ITにAi八Biとする。

定義8 /J,” と四を（ぎ，守）上の確率測度で，互いに背反な Borel集合 An=rr?=l Aiとが＝rr?=1Bi 

(A”,BnE⑧ ,Ai,BiC(5,AinBi=0, i=l,…，n)のとき，

/.L,,(A"V B") V,,(A" I¥B")-JJ,.(A") v,、 (B")~o (18) 

とする。このとき，μ”しまVnより大きいといい，止＞IVnとあらわす。

注 3 /J,とVが全順序が定義された距離空間 e上の確率測度で，互いに背反なBorel集合AとB(A,B

Eお）で A-<Bに対して(10)式を仮定する。もし，μと Vが絶対連続で密度関数11(s), v (s)を持つと

すれば，（10)式は，任意の s,t E (5に対して

11(sVt)v(s/\t)~11(s)v(t) 

となり， TP准と呼ばれ，（10)式は一般化された T凡性と言える。

また，（18)式によって（ぎ悶”）上の確率測度山と匹の間に順序を定義した。ここにおいても同じ

ように，絶対連続性を仮定すれば， FKG不等式 ([2],[4], [10]など）または， MTP2性と呼ばれるも

のである。従って，（18)式は FKG不等式を拡張したものであり，一般化された FKG不等式(generalized

FKG inequality)と呼ぶ。

この節以降の議論では， e上の関数の 2つの確率分布μと Vに関する積分の値を比較する。すなわ

ち， f(s)~oを e の非負関数で，µと V を e 上の確率測度とするとき， JAf (s) /J, (ds)とJAJ(s)v(ds)の

比較である(AE恣）。この場合，ルベーグ積分の定義から，これらの積分は単関数

t ajxA/s) 
の極限として定義されている（ただし， Aは有限個の集合の直和でxA]（s)は集合A]の定義関数とし， A

=Ao+A1+…＋An, ao=O< aj, j= 1, 2, … ,n とする）。いま，単関数 fn(s)~oの単調増加列で f(s) に近づ

く関数列{J(s)｝が存在して，

fAJ(s) J.l(ds)王 fAJ,,(s)μ,(ds) 

である。したがって，これらの単関数fn(s)に対してfAf n (s) /.l(ds)とIA几(s)v (ds)を比較すればよい。
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このとき単関数の定義より，｛Ai}それぞれの定義関数ごとに比較することになる。しかし，ここでは

議論を見通しよくするため，積分 JAJ(s)11(ds)において記号である dsを便宜上，定義関数の領域Aj

に含まれる部分集合を表す変数のように扱う。

補題7 広と v” を（ぎ，翌）上の確率測度で，互いに背反な Borel集合 An=I17ョ Aiとが＝rr7=1Bi 

(An, BnE守，Ai,Bic<5,AinBi=0, i=l,…，n)のとき，

μ,,（A'‘vB''） V,，（A’'八B'‘)-μ,，（A'‘) v,,(B'＇）> O (19) 

とする。いま，確率測度μn-1,vn-1を， /1,nと11nの周辺確率測度とし， /J,n-1(An-I) = 1-ln (A”―1X6)お

よび11n-1 (Bn-l) = 11 n (A”―1X6)とする (A”―1X6,B”―1xeEen-1XG＝ぎ）。このとき，

μ,1-l(A'9-lvB'9-l) v,9-l(A'9-1八B'1-l)-J1,9-l(A'‘-l) v,i-1(B'9-l)こ〇

である。

証明．まず，全順序集合 eの直積集合 6X6を3つの領域 D={ (s,t) Is <t,s,tE6}, E= { (s,t) ls=t,s,t 

翠｝， F={ (s,t) ls>t,s,t頭｝にわける。このとき，

叫 (A"-1)←(B"-1)=f (SX(Sμ,,,(A“―l,ds)い(B"-1,dt) 

Jげ',(A"-1,ds)い(B"-1,dt)+f E/..l，,（A"-1, ds) 11,,(B'‘―1,dt)+ J/..l,，（A"-1,ds)v,、(B"-1,dt) 
F 

= f D11,,(A"-1,ds) ll 11(B"-1,dt)+ f i/..l，,（A"-',ds)い(B"-1,dt)+f D/J,,、(A"-',dt) 11 n(B"-1, ds) 
D 

=JD { 11,,(A"-', ds) 11,,(B"-1, dt)+/..l，,（A"-1, dt) 11,,(B'‘―1,ds)}+ J/..l,，（A"-1,ds) 11,,(B"-1,dt) 
E 

となる。同じように，

である。

/..l，,-I (A"-I V B"-l) 1111-l (A"-1 I¥ B"-1) 

= f D{tl,,(A"-1V B"-1,ds)い(A"―l八B'1-1,dt)叫 (A"-1VB"-1,dt)い(A"-1八B"-1,ds)}
D 

+ f EIL11(A'‘―1 V B"-1, ds)い(A"-1/¥B"-1,dt) 
E 

まず，（ds,dt) EEのとき(An-IvBn-1, ds), (A”―1八B”―1,dt) Eぎだから

tl "(A'‘―1V B"-1,ds)い(A'‘―1八B"-1,dt) ~ μ,,(A"-1, ds) 11,,(B"-1, dt) 

となることは，領域Eの定義と (19)式より明らかである。

つぎに，（ds,dt) ED={(s, t) ls<t, s, tE6}の場合を考える。このとき

fl, 11(A"-1 V B"-1, ds)い(A"-1八B"-1,dt)+ IL 11(A"-1 V B"-1, dt) 1111(A"-1八B'‘-I,ds)

2 IL,,(A"-1, ds) 1111(B"-1, dt)+ IL 11(A"-1, dt) 11 "(B"-1, ds) 

を示せばよい。一方，（ds,dt) EDだから仮定より
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μ,,(A・-1v B"-1, dt) v.(A”―1八B"-1,ds) ~ μ,、（A”―1,ds) v n(B"'-1, dt) 

であり，

/1,n(A"-lV B"―1,dt) v,t(A'i-1AB'1-l,dt)~ JJ,,,(A"-1, dt)い(B”―1,dt)

である。また

μ,,,(A"-1V B"-1,ds) v,,(A"―1AB"―l,ds）こμ，t(A"―1,ds) v.(B"-1, ds) 

および，

μ,、（An-IVB"-1, dt) V n(A"-1 j¥ B"-1, ds) ~ JL,.(A"-1, dt) V n(B"-1, ds) 

から

μ,.(A"-1V B'‘―I,ds)い(A"-l/¥B"-1, dt) /J, n(A"-1V B"-1, dt) 1/,,(A"-l八B"-1,ds) 

こμ,i(A'叫ds)v,,(B'叫dt)μ,,,(A"-1, dt) v,,(B"-1, ds) 

となる。ここで，

a:=μ,,(A"-1 V B"-1, ds) v,,(A"-1 /¥ B"-1, dt) 

b:= μ,,(A"-1 V B"-1, dt) v,,(A"-1八B"-1,ds) 

c:= μ,,(A"-1, ds) v,,(B"-1, dt) 

d:= μ,,(A"-1, dt) v,,(B"-1, dt) 

とおけば，（a-c)(a-d) 凶 0 と ab~cd を組み合わせれば簡単に a+b 凶 c+d すなわち (20) 式が導かれる。

この性質はPreston[lO]のLemma2で知られている性質である。ロ

＼
 

注4 状態空間ぎに含まれる 2つの集合がとがに対し，ここで考えた順序ではなく次のような順

序を考えることができる。すなわち，ぎに含まれる集合がとがに対し， ansb” がすべての anEAn

とがEB” について成り立つとき，そのときに限り An-<Bnとする。ただし， ansがであるとは，任意

の1sisnに対してa?s b?となることである（ただし， an=(a1,…叶），bn=(b1,…，尻）とする）。

しかし，状態空間ぎに含まれる 2つの集合 AnとBnに対し，このような順序を定義した場合に，

状態空間ぎ上の確率測度の間にはここで考えた一般化された FKG不等式とは異なる順序を考える

必要があり，この場合には補題7で得られた性質を求めることができない。

補題8 広と匹を（包翌）上の確率測度で，互いに背反な Borel集合 An=n?=1Aiとが＝TIにBI

(A”,BnE⑧ ,Ai, Bice;, Ai nB戸 0,i=l,…，n)のとき，

μ,,,(A"V B") v,,(A"八B")-μ,,,(A") V,,(B") ~ 0 (21) 

とする。このとき（ぎXぎ，守X守）上の確率測度6で

o (A"X6")=μ,,,(A") A"Eお＂（ 22)

6 （ぎXB")=い（B") B"Eお＂，（ 23)

および

o ({(s", t") I (s", t'‘)声 5"X包 s">-t"})=1 (24) 

となるものが存在する。

証明．μ”と四の周辺確率測度μ正1,Vn-1をμ正1(An-l) = /.ln (A”―1 X 6), V n-1 (B”―1) = Vn(A”―1xe)と
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する (A…Xei,B”―1X6Ee;n-1xe;＝ぎ）。このとき補題 7より，帰納法の仮定を用いて
9l-1 ,i-l 

(5"-l=II (5, お＇,-1=II恣
i=l i=l 

のとき (6正 1Q3n-1)上の確率測度/.ln-l,Vn-lに対して(e;n-1X e;n-1, Q,n-l X恣n-l)上の確率測度]で

8 (A"-1X~"-1)=/.l ,,-1(A"-1) A"-1E恣',-1 (25) 

訳6‘―1XB"-1)=1111-1(A"-1) B"-1E恣‘―1 (26) 

および

訳{(s11-1, t"-1) I (s"-1, t"-1) E 6…X6"-1, s"-1 >-t"-1})=1 (27) 

となるものが存在する。

つぎに， A正 1-<Bn-1となる A”-1,B”―1Eお”-1(An-1=TI言Ai,Bn-l=TI言Bi)の組を 1つ定め，任意の

A,BE恣対し， μn-1(A”―1)キ0,/.Ln-1 (Bn-l)キ0のとき

とおけば

^ μ,,（A'1-IXA) 
/1 A'口＝ /1,,-1(A"-1)' 

V,,(B"-1XB) 
ら>1-1=
V n-1 (B"-1) 

11,,,(A"-1 XA)＝加11-1(A)/J, 11-l (A"-1), 

(28) 

(29) 

(30) 

11,,(B"―1XB)= VB’口 (B)lln-1(B•-I) (31) 

であり，さらにμ,An-1,VBn-1は（ぎ，ぎ）＝（e:i,Q3）上の確率測度である。

この 2 つの確率測度が，（16) 式を満たすことを示す。すなわち， A~B となる A,BE恣に対して

tJ, A11-1(A) 1/ B11-1(B)-tJ, A'’→(B) V B11-1(A) s O (32) 

を示す。 (32)式に(28)式と(29)式を代入し分母を払って整理すれば

μ,,(A"-1XA) 11,,(B11-1XB)-μ,,(A11-1XB) 11,,(B"-1XA)~o 

であればよい。ところで， A~B だから (An-1xB)V (Bn-1xA) =A”―1XAおよび(An-1xB)八(Bn-iXA) 

=B”―1XBとなり，（21)式より

μ,,(A11-1XA) 11,,(B11-1XB)-μ,,(A”―1XB) 11,,(B11-1XA) s 0 

となる。

このことが示されれば補題6より，（6X6，恣 Xお）上の確率測度ぶn-1,Bn-1で，

む，,-1,sn-i(A X 6)=虹 -1(A) AEお

心ー19Bい (eiXB)=Vn'’→(B) BEお，

であり

6 An-l, B n-l ({ (S, t) I (S, t) E (5 X (5, S因｝）＝1

となるものが存在する。

このとき， （ぎXぎ，恣”X恣”)上の確率測度0を

o ((A"-1, A) X (B"-1,_B))= 6 (A"-1 XB"-1) 6 A"―l9B'’→(AXE) 
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によって定義すればこの 6が条件を満たすことがわかる。すなわち，（25)式より，

J (A"-1 X <5"-1)＝叫1(A"-1)

であり，（33)式より
~ 
()A11-I B11-1(AX6)=J.1A"→(A) ， 

だから

o (A"Xぎ）＝o((A"-1,A) X (S'叫<5))

となり，（22)式が示された。ロ

= 8 (A"― l這 '•-I) (5 A n-1, (5"→(AX <5) 

= /1, n-1(A"-I)釦口(A)

=f.1,,、(A"-1XA)

=μ,11(A") 

4.部分観測可能なマルコフ過程ー＿情報が確率測度で与えられた場合一

第2節と同様な部分観測可能なマルコフ過程を考える。 eを状態空間とし， eの Borel集合族お
に対し， P(・ Is) (s E (S)を推移規則とする。このとき，任意の可測集合BEおに対して

P(B Is) = f BP (dt I s) 

とする。この確率過程の状態 sに対して，期待値が有限の非負の K次元多変量確率変数 Xsの存在を

仮定し，観測過程を表す。この確率変数の確率分布を，任意の状態sE(Sと可測集合 CCR勺こ対して

Pr(X亙 C)=fcf(dx Is) (xER¥ sEG), (35) 

とし，これらの確率変数が絶対連続のとき，その密度関数をf(xls)とすれば

Pr(X亙 C)=fcf(xls)dx 

となる。これらの確率変数から得られる標本を使って未知の状態に関する情報を得る。第2節と同様

に，学習プロセスとしてベイズの定理を用いる。

この確率過程の状態に関する情報は，状態空間 e上の確率測度μで表し，第3節で考えた P(S)が

情報の集合とする。ここでは第2節とは異なり，これらの確率測度μは必ずしも絶対連続である必要

はない。これらの確率測度の間に，第3節で考えた順序を定義する（定義5）。以下の議論では，推

移法則P(・ ls) (sE<S)と確率変数Xsしま便宜上，絶対連続である場合を扱うが，一般の場合にも同様に

示すことができる。

任意の標本 x=（x1,…，Xk) (ER岱＝（0,CX)）りと事前情報μに対して，事後情報は存在し，ベイズの定

理を用いて学習し，そのプロセスは第2節で考えたと同様に次のように進む。事前情報をμとすると

きまず始めに推移法則 P に従って推移する。推移した時点での状態空間上の確率分布hは，任意
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の可測集合BEおに対して

tt (B) = fGP (BI s) 1.1 (ds) 
e; 

(36) 

となる。

標本 xを観測した後で，ベイズの定理に従って，情報を /.l(X)のように改良する。すなわち， XERはお

よび/.lEP((5)のとき，任意の可測集合BEおに対して

叫）（B)＝｛：fロニdtt: (37) 

となる。

ここで，第2節と同様の仮定（仮定 1と2)の下で，（36)式と(37)式で与えられた事後情報の性質

を考える。

補題9 任意の/J,,V EP((S)に対して，μ >ッならばii~1v である。

証明．任意の部分集合AとB(A，BE恣）で， A-<Bのとき

J.l (A) v (B) s /.l (B) v (A) 

すなわち

tt (A)v (B) -tt (B) v (A) s 0 
を示す。

五(A)=f6p(Als)μ(ds) v (B)= f15p(Bls) v(ds) 
e 

だから，

IL (A) v (B) -J1 (B) v (A) 

= f0p(Als)11(ds、)f6p(B It) V (dt)-f 6p(B Is) J1 (ds) f 6p(A It) v (dt) 
e 

= f-sx-sp(A Is)p(B It) J1 (ds) v (dt)-f 6x6p(B Is)p(A It) J1 (ds) v (dt) 

Jり(AIs) p (BI t)-p (BI s) p (A It)} IL (ds) v (dt) 
¥SX¥S 

となる。一方， A--<Bだから，順序の定義（定義5) と仮定2より

p (A I s) p (B I t) -p (B I s) p (A I t) 

= fAp(uls)du fsp(vlt)dv-fsp(vls)dv L p(ult)du 
= fAxB (p(uls)p(vlt)-p(vls)p(ult))dudv 
AXB 

三〇
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である。したがって

μ, (A) V (B) -μ, (B)v(A)幻〇

が導かれる。ロ

定理4 任意の/.lEP(6)に対して， X--<Yならば凪訂こl五G了である。

証明． eにおける順序の定義より，任意の A とB (A,BE恣，A--<B)に対して次の不等式が成り立て

ばよい。

μ(y)(A) μ(x)(B) ~ μ(x)(B) μ(y) (A) 

始めに

fl (y)(A) fl (x) (B) -fl (y) (B) fl (x) (A) 

を考え，分栂を払って整理すれば

IA f (y Is)μ, (ds) Is! (xi t) μ, (dt)-Isf (YI t) μ, (dt) IA f (xis)五(ds)
B B 

= IAJ(yls)μ, (ds)』J(xlt)五(dt)-IAJ(xls)μ,(ds)IBJ(ylt)μ,(dt)
B 

= I LxJ(Yls)J(xlt)μ,(ds)μ,(dt)-I i 
AXB AXB 

f (x Is)J (y It) fl (ds) fl (dt) 

ff = {j(y I s) f (X I t)-f (X I s) f (yl t) } J1, (d s) J1, (dt) 
AXB 

となる。最後の不等式は仮定 1より導かれる。ロ

定理5 任意の X ER門こ対して，μ >IV ならば凪訂~l 只百である。

証明．任意の部分集合AとB (A，BE恣，A-<B）に対して，不等式

µ(x) （A)只(B) 幻 mx)(B)~(A)

を示せばよい。

μ(x)（A)只司(B)-mx)(B) ~(A), 

において，分母を払って分子を整理すれば

fAJ (x Is)μ, (ds) f j (xi t) v (dt)-f j (xi t) μ, (dt) f Af (xis) v (ds) 
A B B A 

= J ixBJ(xls)f(xlt)μ,(ds) V (dt)-f LxBJ(xls)f(xlt) V (ds)μ,(dt) 
AXE J JAXB 

JJ {―― = 11 f(xls)f(xlt){μ,(ds)v(dt)-v(ds)μ,(dt)} 
AXB 

sO 

となる。補題9と仮定 1より，定理4と同じように，この不等式が示される。ロ
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これらの性質は，事前情報と事後情報の関係についてのもので，部分観測可能なマルコフ過程での

決定問題を考える上で，基本的なものである。最後に，事前情報のもとでの期待値に関する性質（命

題2) を示す必要がある。これは，情報が絶対連続な確率測度である場合の命題 1の一般化となって

いる。したがって， <PCs)=J炉cp(x)f(x I s)dxとおけば，事後情報のもとでの条件付き期待値に関して，
命題2から次の性質が得られる。

補題10 任意の x の非減少関数 cp(•) に対して，µこ IV (/_l,V EP((5)）ならば

E μ, [cp(X)］＝』｛fRkcp(x)f(xls)dx} IL (ds)= f 0 <I>(s)μ, (ds) 

｝ J <I>（s)v(ds)＝j {Iがcp(x)J(xls)dx}v (ds)＝恥[cp(X)] 
である。

補題6では Preston[lO]で用いられた手法を，確率測度μと Vが絶対連続でない場合に拡張したも

のであった。つぎに，状態空間が全順序空間の直積空間となっていて，自然な半順序が定義されてい

る場合にも補題8ように拡張できた。したがって，命題2と同じように事前情報のもとでの非減少関

数の期待値に関して次の性質が成り立つ。証明は命題2と同様の方法で求められるのでここでは省略

する。

命題3 μ”と v” を（ぎ，恣”)上の確率測度で，互いに背反な Borel集合 An=IT7=1 Aiとが＝I1？＝1B1 

(An,B化環)n,Ai, Bic<S, Ai nBi=0, i= 1,…，n)のとき

/1, 11 (A" V B") 1/ n (A'‘八B")-IL,,(A") v,,(B'＇）こ〇

とする。いま， h.:ぎ→凡が有界で可測な非減少関数とするとき，

』 ,,h(s)砿 (s)こ』，，h(s)dv,,(s)

である。

この命題において， (:)=Rとすれば次の性質が成り立つ。

系2 山といを(R:,ざ）上の確率測度で，互いに背反な Borel集合 ck=rr1=1 ci・とが＝ rrいDi
(Ck, DkEおk,ci,DiCR, Ci n Di=0, i=I,…，K)のとき

如 (ckvDりい(ck 八が）ー /1,k(ck) い(Dり ~o

とする。いま， h:R~十→凡が有界で可測な非減少関数とするとき，

f R:h(x)此(x)~f R:h(x)dい(x)
である。

第2節と同じように関数<P: R→Rを，

<D(s)=E［瓜Xs)]
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とおく。仮に観測プロセスの状態 sに依存する K次元多変量確率変数ふが絶対連続な確率変数でな

くても，系 2が成り立つ。したがって， cp(x)がxの非減少関数であれば，仮定 1と系 2より， cp(s) 

はsに関して非減少関数である。このことと命題2から，次の性質が得られる。

補題11 μ >IV(μ,V EP(R)）ならば

E古 (X)］＝fR{fぷcp(x)f（心ls)}μ,(ds)=IR cp(s)μ,(ds) 

~ IR cp (s) 11 (ds)= IR {Iぷcp(x)J(dxls)}ll (ds)＝恥[cp(X)] 
がxに関する非減少関数が・）対して成り立つ。

最後に簡単な決定問題に応用する。ここで扱った部分観測可能なマルコフ過程での最適停止問題を

考える。 n個の K次の多変量確率変数が 1度に 1つずつ現れる。これらの確率変数から得られる標本

値x=（x1,…,m)を観測して，この確率過程の状態に関する情報を得る。これらの確率変数は確率過

程の状態に依存し，状態についての情報は状態空間上の確率測度で表される。また，あわせて観測を

続けるかどうかを決定する。観測をやめれば，標本値 xに依存した利得 <P(x)が得られる。停止しな

ければ，状態について学習し，次の標本値を観測する。この場合の利得はない。利得関数 <P(x)は，

xに関して非減少とする。例えば， cp(x) =max1函 kXiとおけばよい。この問題の目的は， n期の間に

総期待利得を最大にするように， 1つの標本を選ぶことである。

この確率過程の状態についての情報がμのとき， Vn(/J,)をn期間最適攻策に従ったときに得られる

総期待利得とする。このとき，最適性の原理から次の再帰方程式が得られる(Ross[8]）。

v,,(J1,)=E J1, [max{ cp(x), v,,-1 (~)}] (38) 

であり，便宜上

v,,(J.L Ix):=max怜(x),V11-l（元司）｝ (39) 

とおく。これらの再帰方程式と定理4より，定理5と補題10から次の性質が得られる。

命題4 Vn (/.L IX)はμと xの非減少関数である。すなわち， J.L;::: IVおよびx-<yのとき， Vn(ll I X) ~ 

Vn (J.L IX), Vn (J.L IX)幻Vn(J.L I Y)となる。 Vn(/.L)はμ非減少関数である。

証明． nに関する帰納法を用いればよい。 n=lの場合は明らかである。これらの性質が n-1以下の

場合に成り立つとする。定理 5より，μ >IVならば凪可>1只百である。このことから， Vn(/J, IX)が

μに関して非減少であることが帰納法の仮定よりわかる。一方，定理4から， X-< yならば凪百こIEG了

である。したがって帰納法の仮定より， Vn(/J, IX)はxに関して非減少である。補題10より， Vn(/J,)は

μに関して非減少関数である。ロ

次に， Rkに含まれる領域 Sn(/.l)をふ(/J,)={xゆ(x)~ Vn-1 (/.l7万）｝と定義すれば， Sn(/.l)はこの最

適停止問題の停止領域を表す。したがって，この問題の最適政策を表す。

命題5 /.l~1V ならばふ (/J,)C ふ (v) である。
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証明．命題4より， Vn(fl, IX)はμに関する非減少関数である。さらに，μ < Vならば，がx)~ Vn-l (μ,マ訂）

~Vn-l （買百）である。したがって，この性質が示される。ロ
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