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再帰的方法による複合評価系の最適化

岩 本 誠

1. はじめに

本論文では，多段確定的システムにおいて複数の単一評価から合成された複合評価系の最適化を考

える。いわゆる動的計画法は利得系の再帰性と単調性の下で適用されるが，ここでは単調性を仮定し

ない。かわりに結合性を用いて確定的最適化の再帰的方法を考える。

再帰性は終端状態モデル化の過程で結合性から導かれることになる。複合評価系は加法型，最小型

など，単一評価系を含む汎用性のある基準である。通常の加法型基準では暗黙裡にマルコフ政策クラ

スが用いられている。しかし，複合評価系ではマルコフクラスに最遥政策が存在するとは限らない。

したがって，本論文では，より広い「一般政策クラス」において再帰的方法で最適政策を導けること

を示す。その基本原理はいわゆる不変埋没原理に基づく。ここでは，この原理をできるだけ小さな範

囲で適用するという意味で新たに「極小不変埋没原理」を提唱している。この極小不変埋没方法は計

算量を可能な限り少なくしているので，極めて有用である。第 2節では複合最適化問題を一般クラス

において定式化する。この定式化の妥当性を第 3節で，既存の単一評価型のマルコフクラスでの定式

化と対比しながら述べる。

第4節では一般クラスに極小不変埋没原理を用いて複合最適化問題を終端型評価系をもつ拡大間題

に変換する。ここで最適化問題を考察する上で，複合問題に対する一般クラスと終端問題に対するマ

ルコフクラスの同値関係を導く。

第 5節では両問題に対する再帰式を導き，同値性に基づいて複合最適化問題の最適一般政策を再帰

的な方法で求める。

2.複合評価系

本論文では有限状態空間Xおよび有限決定空間 u上の有限段逐次決定過程 Sを考える。決定過程 S

は以下の要素で構成されている：

r, R :XXU→炉利得関数

k,K:X→Rl終端関数

T:XXU→X 状態変換
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0 ◇ :R1XR1→Rl それぞれ左単位元入，五をもつ 2項結合演算

ゅ： R以 Rl→ Rl複合関数。

また，以下の簡略記号を用いる：

な：＝ r(xn,Un),Rn:=R(xn,Un), k:=k(xN+l), K:=K(xN+l) 

Hn+i := XXUXXXUX ・・・XX XU  X X  (2n+I)個

hN+l := Cx1, U1, Xz, Uz,..., XN+i) EHN+l 

X" := XXXX ・・・XX (n回）

(1) 

(2) 

さて，政策を導入しよう。一般政策aとは第 n一般決定関数叩： x”→ Uから成る列 a=｛外％・・・ 9

叩｝をいい，一般政策全体をTigで表わす。特に，一般決定関数が最後（現在）の状態のみに依存して

第nマルコフ決定関数冗n:X→ Uになるとき，列冗＝｛m,巧，．．．，冗対をマルコフ政策といい，マル

コフ政策全体を TI(CTIg)で表わす。

このとき，次のような複合評価系の確定的最適化問題を一般政策のクラスTigの中で考える：

Optimize ゆ(r1o r2 o ・ ・ ・ o rNo k, R1 ◊ R2◇・・・◇恥◇K)

P1 (x1) : subject to (i) n Xn+ 1 = T (Xn, un> 

(ii)n Un E U 
lsnsN. 

(3) 

問題 P1(x1)の評価は一般政策 a=｛外屯．．．，叩｝および初期状態 X1に依存して定まる値である。こ

の評価値を /1(a; X1)で表わす：

/1 (a; X1)＝ゆ(r10r20・・・0rNOk,R戸凡◇・・・◇RN◇K) (4) 

ここに第 n段利得 rn= r(xn, Un)'Rn = R (xn, Un) (1 ~店N) の決定 U叶まそれまでの状態列 Xi,..., Xn 

に依存して第n一般決定関数叩によって決まっている：

拓＝切伍），妬＝ 02(x1,叫，．．．，邸＝叩(x1,Xか•.., XN)． 

問題 P1(x1)では逐次条件

(i)n Xn+l = T(xn,Un), (ii)n Un EU  1 ~n ~N 

(5) 

を明示してダイナミックに（システムの状態推移を動的にして）最適化問題を表現しているが， 1時

点で単に一般政策を選ぶ静的な（時間的経過を圧縮した）最適化問題として

Optimize 11 (a立1) subject to (i)* a E Ilg (6) 

で表わすこともできる。

3. マルコフ政策クラス

この節では複合型評価問題を一般政策クラスで考えることの妥当性を議論する。このため，いわゆ

る加法型，最小型，終端型などの「単調性をもつ結合型評価問題」ではマルコフ政策クラスの中で最

適解が再帰的な方法で求められることと対比する。
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3. 1 複合型評価問題

さて，マルコフ政策クラスrrの中で複合型評価問題：

Optimizeゆ(r1or匹・ • • OrNOk,R臼凡◇...◇RN◇K)

P1(x1): subject to (i)n Xn+l = T(xn, Un) 

(ii)n Un E U 
lsnsN 

(7) 

を考えてみよう。この節での問題 P1(X1)の評価値 I1（冗；X1)はマルコフ政策冗＝｛m，m,．．．，冗対に依

存している。すなわち

11（冗；叫＝ゆ(r1o r2 o ・ ・ ・ o rNo k, R1◇凡◇...◇RN◇K)

の決定列 {u』は直前の状態のみで定まっている：

柘＝叩（叫，紛＝巧(x2),...,邸＝冗N(XN).

この問題は静的最適化問題で表わすと

Optimize 11（冗；叫 subjectto (i)冗ETI

になる。

特に，複合関数ゆが単ー関数ゆ＝ゆ(r,R)= rになると，問題(7)の目的関数は結合型

(8) 

(9) 

(10) 

r（Xi,叫 O・ ・ ・Or (xN, uN) Ok (xN+1) (11) 

になる。さらに，結合演算 0の二つの場合； （i）最小演算： 0 =/¥, （ii)加法演算： 0 = +を考えよう。

(i)最小型： 0 =八のとき，（11)は最小型評価値

r (x1, u1)/¥...八r(xN,u対八 k(XN+l) (12) 

になる。最小型評価はファジィ理論で現れる基準である ([2][ 4] [16] [17] [18] [21] [23] [24] [32]）。

(ii)加法型： O=+では，（11)はいわゆる総和

r(x1, u1) + ・ ・ ・ + r(xN, UN) + k(xN+1) (13) 

である。言うまでもなく大多数の最適化問題は加法型である（参考文献省略）。さらに再帰加法型，

一般再帰型の最遮解も研究されている ([5][6] [7] [8] [11] [19] [27] [28] [29] [30] [34]）。

3.2 加法型問題

さて，複合型評価問題の特別な場合として，マルコフ政策クラスl1の中で加法型問題

Optimize r(x1, u1) + ・ ・ ・ + r(xN, uN) + k(xN+1) 

A1 (x1) : 

を考えよう。

subject to (i) n知＋1= T(xn, uJ 

(ii)n Un E U 
Is n sN  

(14) 

いわゆる動的計画法では所与の問題(14)を，解き易い小さな問題からなる問題群A=｛ふ(xn)}:

ふ(、xn): 
Optimize r (xn, Un) + ・ ・ ・ + r (xN, u沿＋ k(xN+1) 

subject to Ci) m, (ii) m n s m s N 

Xn E X, l s n s N + l 

(15) 

の一つと見なす。これがいわゆる自然な埋め込み (naturalimbedding)である ([19][20] [21] [25]）。こ
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のとき，解くべき問題が一番大きく，そして多分に一番解き難くくて最後に解かれる構成になってい

る場合がほとんどである。

さて，第 n段の状態 Xn(EX)から始まる (N-n)段部分決定過程 An(Xn)を第 1段での初期状態 X1(E 

X)からの全 N段決定過程 A1(x1)と同様に考えて，部分問題全体の間の最適構造関係を導こう。これ

がいわゆる動的計画法である ([1][3] [9] [10] [12] [19] [31] [33] [35] [36] [38] [40]）。これは最適化を

含む再帰的方法である ([41]）。まず，第n段から始まるマルコフ政策冗＝｛冗”’冗n+l,...，冗対の全体

をIT(n)で表わしておこう。特に n=lのとき， IT(n）はHに一致する： rr(l）＝ rr．次に部分問題 An(xn) 

の最適化をマルコフ政策クラスIT(n)において考える。問題 A”に）の評価値 In（冗；Xn)は初期状態 Xn

およびマルコフ政策冗＝｛叩，冗n+l,・ •．，冗対に依存して定まる：

Inは； Xn):= r(xn, Un) +'''+ r(邸 ,UN)+ k (xN+1); 

妬＝冗n（叫， Un+l=冗n+l(Xn+l), • ・ •，邸＝邸(xN). (16) 

問題 An(Xn)のIT(n)にわたる最適値を Wn(x]とする。すなわち， Wn(Xn)は第 n段から始まるマルコフ

政策全体にわたる最適値である：

Wn (xn) := Opt In（冗；叫 XnE X, n = I, 2,..., N 
冗 ETI (n) 

WN+1 (xN+1) := k(xN+1) XN+1 EX. 

このとき，次の最適値関数 Wn+l(•) との間には次の再帰式が成り立つ：

定理3.1 

Wn(x) = Opt[r(x,u)+Wn+1(T(x,u))] x EX, n = 1,2,...,N 
uEU 

)
、
.
_
/

7

8

 

l

l

 

（

（

 

(19) 

WN+I (x) = k (x) x EX. (20) 

また，最適政策は次のように求められる。

定理3.2 再帰式(19)の最適子（最適値を与える uの値）をぢ(x)とすると，第 n決定関数ぢが得られ

る。このとき，決定関数列ず＝｛冗｛，五，．．．，冗}}はマルコフ政策クラスの最適政策である：

I1（ず； x1）こ I1（冗； x1) Vx1 EX, Vn  E IT. (21) 

3.3 終端型問題

ここでは，加法型評価の特別な場合として，終端型評価を考えよう。これは加法型評価関数(14)に

おける利得関数が零

r(x, u) = 0'v(x, u) EXXU 

の場合である：

Optimize k (xN+ 1) 

T1（叫： subjectto (i) n Xn+l = T(xn, Un) 

(ii)n Un E U 
1 s n sN  

(22) 
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これに対する自然な埋め込みによって，問題 T1(x1)を部分問題群 T= {Tn(Xn)} : 

Tn(xn) : 
Optimize k(xN+1) 

subject to (i) m, (ii) m n s m s N 

Xn E X, 1 s n s N + I 

の一問題と考える。このとき部分問題 Tn(Xn)の最適値 fn (x]は次の再帰式を満たす：

系 3.1 

tn (x) = Opt tn+l (T(x, u)) x EX, I ~ n疇
uEU 

tN+l (x) = k(x) x EX. 

(23) 

(24) 

(25) 

系 3.2 再帰式(24)の最適子を元(x)とする。このとき，決定関数列ず＝｛冗i，石，．．．，冗}}はマルコ

フ政策クラスの最適政策である：

k （冗＊ば1)~ 11（冗； X1) Vxl e x, V冗EIT (26) 

ただしここでは， I1（冗；m）は，初期状態 m と政策冗から一意に定まる履歴 hN+i= (xi, Ui心 2,U2, ・ ・ ・, 

XN+i)の終端状態 XN+iに付随する終端値である：

I1（冗； xi)= k (xN+i); 

拓＝ m（叫，功＝ T(xi,u1)，約＝巧(xz), X3 = T(xz, u此 (27) 

．．．，邸＝冗N(xN), XN+I = T(xN,uN), 

以上のように本節では簡単のため加法型問題を中心に最適政策が求められるまでを述べた。しかし，

加法型問題に対する定理3.1，定理3.2は単調性をもつ結合型評価(11)に対しても成り立つことに注意

しよう。また，本節では，状態空間，決定空間，利得関数，状態変換がすべて時刻 nに依存しない

という意味で「定常モデル」で議論してきた。しかし，この節での結果は，これらの構成要素が時刻

に依存する「非定常モデル」に対してもまったく同様にして成立することにも注意しよう。

4.複合型問題の埋め込み

前節でみたように，単調性をもつ結合型問題は加法型問題と同様に自然な埋め込みによって再帰的

に解けることが分かった。さて，式(3)で与えられた問題 P1(xリに戻ろう。この複合型問題は自然

な埋め込みによって，（再帰式が導けて最適解を求めることができるという意味で）再帰的に解ける

であろうか？

この複合型問題の自然な埋め込みによって，第 n段で Xn(EX)から始まる (N-n)段部分決定過程か

らなる問題群 P= {Pn (xn)} : 
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Optimizeゆ(rnO ・ ・ ・ 0 rNO k, Rn◇.．．◇恥◇K)

凡（x砂: subject to (i) m Xm+l = T(xm,四） (28) 
nsmsN 

(ii)m四 EU

Xn E X, l s n s N + l 

が生成されることになる。ここでも，第 n段から始まる部分過程 Pn(Xn)を初期状態 X1(EX)からの過

程 P1(x1)と同様に考えよう。第 n段から始まる一般政策 a={an,...'a対の全体をI1g(n)とする。特

に几(1)＝几である。このとき，部分問題 Pn（いを一般政策クラス I1g(n)において最適化すること

を考える。したがって，問題 Pn(Xn)の評価値In(a; Xn)は初期状態 x”および一般政策 0= {an, On+l• ・.., 

闊に依存している：

In(a;xn) ：＝ ゆ (rnO ・・ •OrNOk, Rn◇...◇ RN◇K); 

妬＝ On(叫， Un+l= On+l (xn, Xn+l), ・ • •，邸＝叩(xn, む＋1, • • •, XN). 

さて，部分問題 Pn(xn)の一般政策クラスrrg(n)上での最適値を Vn(xn)としよう：

Vn（叫：＝ Opt In(a; X砂 XnEX, n = I, 2,..., N 
a E ITu(n) 

VN+l (XN+l)：＝ゆ(k(x応 1),K(xN+1)) XN+l EX. 

(29) 

(30) 

(31) 

しかし，このとき次期の最適値関数 Vn+l（・）との間には一般に再帰式は成立しない ([16][17]）。すな

わち，複合問題群 P は上記のように導入できるが，自然な埋め込みによる再帰的方法では最遮政策

を一般政策クラスrrgに求めることはできない。それではどのような方法で最適政策を一般政策クラ

スの中に求めることができるであろうか？この問題に対してポジティブに応えるために，新たにパ

ラメータを追加して埋め込もう。以下では，原問題にパラメータを導入して等価な終端型問題に変換

し，そこで自然な埋め込みをおこなって，原問題の最適政策を求める。このため，（l）状態空間の拡

大，と (2)終端型問題への変換，の最適化問題としての二つの等価な書き換え (twoequivalent 

transliterations as optimization problem)を行う。

4. 1 状態空間の拡大

まず， 2項演算の左単位元えがどのような役割をはたしているか，確認しておこう。実際，左単位

元は等式

えor1 o ・ ・ ・ o rNO k = r1 o ・ ・ ・ o rNo k 

を成立せしめている。したがって，

ゆ（文or1 o ・ • • o rNO k, fl◇R臼・..◇ RN◇K)

＝ゆ (r10・ ・ ・ OrNok, R戸・・ •• RN • K) 

(32) 

が成り立っている。ここで，過去値集合(past-valueset)と過去値関数(past-valuefunction) を導入し

よう。第 1段の状態 X1までの過去値集合は左単位元を用いて

化 (x1):= {（文，且）｝ 

で定義する。第 2の状態X2までの過去値関数は
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らCx1,U1) ：＝えOr(x1, u1) 

/12 Cx1, U1) ：＝五◇RCx1, u1) 

で定義し，そこまでの過去値集合をその実行可能な値域

Q2(x2)：=｛（文 Or(x1, u1),五◇R(x1,u1)) I Cx1, U1) E XX U, T(x1, u1) = x2} 

で定義する。このとき，条件式

心＝えOr(x1,u1)

/12 = jl◇ R（功， U1)

より

心Or匹・・ •orNok =え Or10r匹・・ •OrNok

m◇R戸...◇RN◇K = il◇R1◇R2◇ •..• RN • K 

が成り立つことに注意しよう。

一般に，第n段の状態 Xnまでの過去値関数を

心 Cx1,U1, ・ ・,, Xn-1, Un-1)：＝入Or(x1,ぃ） 0・ ・ ・ 0 r (xn-1'Un-1) 

Jln(X1, U1, ,.., Xn-1, Un-1) := jl◇R Cx1, U1)◇・・・ ◇R (Xn-1, Un-1) 

で定義し，その実行可能な値域

Qn(xJ := {（入Or(x1, uけ0・ ・ ・ 0 r (Xn-1'Un-1), jJ, ◇ R(x1,U1) ◇・・• ◇R(xn-1, Un-1)) 

(33) 

I 実効可能な (uぃ Xか•.．， Xn-1, Un-I) E UXXX ・ ・ ・ XXX U}. (34) 

で，段と状態の対(n,Xn)までの過去値集合を定義する。ただし，「実行可能な」とは制約条件

(i)m知 ＋1=T(xm,Um) 

(ii)m Um EU 
1 s ms  n-1 

を満たすことを意味する。このとき，過去値集合の族｛印｝の間には次のように前向きの再帰式が成

立する：

補題 4.1 

Q占）＝｛（え，五）｝

On+l(y)＝｛（入 or(x, u), μ,◇R(x,u)) I（入，μ） E出 (x), (x, u) E XX U, T(x, u) = y}. (35) 

証明自明。

さて， 2つのパラメータ心，らに対する第 n条件をそれぞれ
匈

（入）n⇔ 心＝ 入Or(x1,U1) 0・ ・ ・ Or(Xn-1, Un-1) 
匈

（ 凸 ⇔ 出 ＝ 五 ◇R(x1,U1)◇・..◇R(Xn-1,Un-1) 

で定義する。このとき条件 (36),(37)より，

したがって

心0rn O ・ ・ ・ 0 rNO k =え or1 o ・ ・ ・ o rNO k, 

比n◇凡◇・・・◇RN◇K = il◇R1◇・・・◇RN◇K.

ゆ（心 Or託）・・ •OrNok, 出◇凡◇・・・◇RN◇K)

＝ゆ（えOr10・・・0rNOk,五◇凡◇...◇RN◇K)
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が成り立つことに注意しよう。さらに， 2つのパラメータ列｛入ぃ心，…，心｝，｛!11,均，…，山｝に対

する第 n累積条件をそれぞれ
匈

(A)n⇔（入）m, m = I, 2,..., n 
匈

（r)n ⇔ （叫， m = I, 2,…， n 

で定義しておく。 (41),(42)において，特に n:= N+Iとすると，この累積条件は

(A)N+I⇔ [ ：: ：: ：Or(m,U1) 
入N+l=え0r(x1, U1) O ・ ・ ・ 0 r(xN, UN) 

‘.＇ノ
z
 

u
 

応x
 

（
 

R
 

◇
 ．

 
．
 

．
 

◇
 

ヽ
｀
~

ー

、
~
u1
,

 

ーx
 

u
 

（
 

，
 

R
 

ーx
 

（
 

R

◇
 

◇

~

μ

 

~
μ
~
μ
 

.. 

――
 ー＋

 

＝
＝
 

1

2

Z

:

 

牛,1
 

μ

μ

μ

 

ー

し

条

次

⇔

逐
1

ま

＋

し

入

つ
r

2

 

（
 

のこ
゜

るな
ク

）
'
,
 

．ヽ＇ノ
z
 

u
 

‘.,'’ ー
め
u

x

 

'

(

 
r
 

ーx
 

(

O

 

z
 

r
 

0

～入

文

A
l
.

――ー＋
 

＝
＝
 

1

2

Z

 

入

入

入

r

v

J

 

⇔
 

ー＋
 z

 

‘,'’ A
 

（
 

(41) 

(42) 

(43) 

(44) 

(45) 

制のヘ‘.'’' ー＋
 

n
 

u. ’
 

ー＋
 

n
 

入（
 

ら、ふ力ヽ`
’ノ

n
 

μ
 

，
 

n
 

入（
 ，

 

こ
,

9

 ぅょるヽしてれさ

）

示

：

z
 

)

u

で

る

ul

揺

ぃ

ぁ

い

（

は

で

的

X

R

'

 

（

）

 

◇

5
 

N

“

]

定

R
 

式

確

◇

~U. 

ー

ま

~
1
1
1
1
.

＝
 

’
>
し
’

も

換

ー＋
 

＝
＝
 

変

1

2

Z

 

μ

1

1

1

1

かし

の
で

r

4

J

 

゜

⇔

る

下

丑

あ

の

入

で

U

r

直

xx
 

,1 

（
 

同れ

u

ぞ

心

れ

m

そ

紅
に

御

(46) 

入n+l=心Or（Xn,Un), 4n+l = 4n◇ R(xn, Un). (47) 

4.2 終端型評価の導入

これまで，式(33)によって 2つのパラメータ列｛袖心，．．．，入N+1}，｛匹 /J.,2,...，はN+l}を導入して

制約条件 (36),(37)を課した。この 2パラメータは変換 (47)のもとで推移している。ここではこの推

移を本来の状態変換に組み込んで新しい状態空間上に新たな変換を構成しよう。

さて，本来の状態空間 X に過去値空間ら（Xn)を貼り付けて，新しい状態空間列 {Y』を点対集合

値写像化（・）のグラフ

Yn : = { (x；入， JJ,)Ix EX,（入， 1-1)E 出 (x)} 1 :::; n :::; N、+1

によって定義する。この空間上の確定的な新しい状態変換列 t=｛九｝を

(48) 
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九((x；入， 11),u)= (y；入’,11')喜［入OTr(（XX99:： :I 
μ◇R(x, u) = 11' 

(49) 

で定義する。すなわち，本来の状態変換 Tと2パラメータ（入”'ら）間の変換は拡大状態空間上の変換

に合成されて次のようになる： 1つの拡大状態 x=(x；入， μ)E兄が決定uEUによる新しい変換

y=九（ふu) (50) 

によって炉＝（ y；入',tL')EYn+lに推移するということは

y = T(x, u)，入'=入or(x, u), 11'= IL◇ R(x, u) (51) 

に他ならない。

次に終端関数w:YN+l→だを

W(yN+1) = W (xN+1；入N+l,f1N+l)：＝ゆ（入N+1Ok (xN+1), f1N+1◇ K(xN+1)) (52) 

で定義する。

さて，冒頭の複合型評価問題 P1(x1)に対して拡大状態空間上の終端型評価問題 Q1(x1；え， 11):

Optimize W(yN+1) 

Q凸；入， 11): subject to (i) ~ Yn+1 =、Tn(Yn,Un) (53) 
Is n sN  

(ii)n Un E U 

を考えよう。この過程は初期状態 Y1= (x1；え， 11)(E Y1)から出発してある終端状態 YN+l= (xN+l；入N+l,

恥「＋1)(EYN+l)で終わる。このとき過程全体の評価値は終端状態のみに依存したW(y止 1)＝ゆ（入N+10k

(XN+l), f1N+l◇ K(xN+l)）である。さて，拡大状態空間上での政策を導入しよう。第 nマルコフ決定関

数が

石：兄→ U, (n = I, 2,..., N) 

となる決定列 Y= {Y1,乃,… ,YN}をマルコフ政策という。この拡大空間上でのマルコフ政策の全体

を打で表し，本来の状態空間上のそれI1と区別する。

ここで，拡大問題 Q1Cx1；え， i）を「自然な意味」で，部分問題群 Q= {Qn（知；心，山）｝：

Optimize W(yN+1) 

Qn（Xn;入”'ら） ： subject to (i)盗Ym+l=九（y”'四）

(ii)m Um E U 

（知；心，山） EYn, I ~ n ~ N + I 

n ~m ~N 
(54) 

に埋め込もう。部分問題 Qn（む；心，山）は第n段の始発状態 y”=（む；心，山） （ey→からある終端状態

YN+lまでの (N-n)段過程である。ここでまず，第 n段から始まるマルコフ政策 T=｛咋， ln+l,...，乃｝

の全体を打 (n)で表わそう。特に n=Iのとき，打 (n)は打に一致する：打 (1)＝打．次に，部分問題 Q”

（知；入”'ら）の最適化をマルコフ政策クラス打 (n)において考える。問題 Qn(xn；心， /.ln)の評価値 L（ア；

Xn；心，ら）は初期状態（知；入”'ら）およびマルコフ政策ァ＝｛Yn,和＋1,…，乃｝に依存して定まる：

fn(Y;知；心，山） ：＝ W(xN+1；入N+l,f-1N+l) 

妬＝ In(yn), Un+l = ln+l (yn+l), ・ ・ •，邸＝ YN(yN) ・ 
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問題 Qn(Xぶ心，山）の打 (n)にわたる最適値を u”(％；入”'ら）とする。すなわち， U”（知；心，山）は第 n段

から始まるマルコフ政策全体にわたる最適値である：

u”（邸；心， Jln):= Opt fnけ；知；入”’ら）
rE打(99)

（む；入”’ら） EYn n=l,2,..., N 

u出 l(XN+l；入N+l,f1N+l)：＝ゆ（入N+IO k(xN+1), JlN+I◇K(xN+1)) 

5. 同値性から最適性へ

(56) 

(57) 

この節では本来の状態空間上の一般政策クラスと拡大状態空間上のマルコフ政策クラスが最適値を

考察する上で 1対 1に対応していること（同値性）を示し，後者でのマルコフ最適政策の存在・構成が

前者の一般最適政策を導くことを示す。

補題 5.1 （同値性）

(i)拡大問題 Q1(x1;え,il）の任意のマルコフ政策 Tは原問題 P1(x1)の一般政策 aを生成して

I1(a;x1) = J1(,;x1,え， il) Vx1 EX (58) 

になる。

(ii)原問題 P1(x1)の一般政策 6が任意に与えられたとき，拡大問題 Q凶x1;X, il)のマルコフ政策アを

構成して式(58)が成り立つようにできる。

証明 (i)まず， I=fr 1, 乃,…， IN}を拡大問題の任意のマルコフ政策としよう。このとき，各 n

(1 s n s N)に対して第 n一般決定関数叩を定めてアと等価な一般政策 0を構成しよう。さて，（X1,

砂 ...'Xn)を第 n(ls n s N+l)段までの任意の状態列としよう。このとき，｛/1,乃，…，磁から生成

された 3つの中間列｛心｝区m$n,｛/lm}l$m$n, {ym} l$m$nを用いて，次のように叩(xi,X2,…， x]を定める：

入l :＝え，出：＝ il

Y1 : = (x1;鯰い）

柘：＝ /1(y1)，心：＝入 Or(x1, u1)，山：＝出◇R(x1, u1) 

Y2 :=（功；心，叫

約：＝乃伽），心：＝心 Or(x2, U2)，出：＝四◇R(x2, u2) 

Y3 :=（窃；入3,/.13) 

Un-1 :＝入n-1(Yn-1), (59) 

入n:＝入n-10r(x正 1,uた 1)，ら：＝ lln-1◇R (Xn-1, Un-1) 

Yn :=（凸；心，山）

叩 (x1,X2,,,., X砂：＝和如）．

（この 6の定義は一義的ではないが，実行可能な唯一の行動（状態と決定の交互列）は一意に定まる。）

さて，このように定義された a={a1,a2, …, a州 がTと等価であることを示そう。ここで拡大状
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態列 (y1,Y2, • • •, YN—1) が政策ァで生成されたとしよう。このとき実はある状態列 (xi, X2,..., XN— 1) が

政策 aで生成され，前者の終端評価値と後者の複合評価値が一致することを示す。さて，拡大状態の

定義より，列 (y1,Y2, • ・ •, YN—1) は次を満たしながら定まっている：

Y1= （功；入，出）ここに入＝え，山＝ il 

Y2= （功；心，凸）

ここに心＝入10r(x1,u1), 11戸出◇R(x1, U1)ただし拓＝ /1(y1) 

Y3= （硲；心，叫

ここに心＝心 Or(x2,u2), 出＝山◇R(x2, U2)ただし約＝乃如）

邸＝（邸；繹，凡v)

ここに心＝入N— 1 Or (xN—1, UN-1), 幻v=恥r-1◇R(XN-1,UN-1) 

ただし UN-1= IN—1 (y凡 1)

UN+l = (XN+l;入N+l,/J,N+l) 

ここに入N+l=蛉0r(xN, UN), 凡V+l=邸◇R(xN,uN) 

ただし邸＝ IN(y砂

したがって，評価値は次の等式を満たす：

すなわち

が成り立つ。

w(、XN+l;入N+l,はN+l)

＝ゆ（入N+1 0 k (xN+ 1)，はN+1◇R(xN+1)) 

＝ゆ（入Nor(xN, uN) o k (xN+1)，凡v◇R(xN,UN)◇K(xN+1)) 

＝ゆ（心OrnO… orNOk,出◇凡◇…◇RN◇K)

＝ゆ（入 or1… OrNOk,出◇凡◇…◇RN◇K)

＝ゆ（えOr10… o rNOk, /1◇凡◇…◇RN◇K)

＝訓(r10… OrNOk, R1炉・・◇ RN◇K).

J1 (Y; X1,え， jj)= /1 (0; X1) 

(60) 

(61) 

(62) 

(ii) 次に P1(x1)の一般政策 0=｛伽％…，叩｝を任意に与えて， Q1Cx1；え，μ)のある等価なマルコ

フ政策 Tを構成しよう。

このとき初期状態 X1と政策 0から， 5つの列｛心｝ 1年N+l, {/1ふ年N+l, {xn} l!,n叙＋1，｛u山年N,

如｝に疇＋1が次のように定まる：
～ 

入l :＝入，出：＝ i

Yl : =（功；鯰叫

柘：＝ 01伍），心： ＝入 Or(x1,u1), 出：＝ /11◇R(xi, u1) 
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功：＝ T(x1,u1), Y2 : =（砂；入2,/-12) 

約：＝ a2Cx1,x2), 心： ＝心 Or（砂， U2)，均： ＝ μ2◇R(x2, u2) 

窃： ＝ T(x2,叫， Y3: =（硲；心，山）

Un-1 ; = On-1 (x1, Xz, ・ ・ ・, Xn-1), 

心： ＝入n-10 r(Xn-1, Un-1), 山： ＝ fln-1◇R(Xn-1, Un-1) 

Xn : = T(Xn-1, Un-1), Yn : =（邸；心，山）

柘：＝叩(xi,X2,..., Xn) 

邸：＝叩(xi,X2,..., XN) 

入N+l:＝入Nor(xN, UN)'UN+l : = UN◇R(xN, uN) 

XN+1 : = T(xN, uN), YN+l : = (xN+l;入N+l,flN+l) ・ 

式(63)を満たす Yn=(％；入”’!ln)における決定石(y]は状態列 h1,X公…， Xn-1,X』を用いて

和 (y砂： ＝ 叩(x1,砂，．．．， Xn-1,Xn) (l~n~N) 

(63) 

(64) 

で定義する。 ((63)を満たさない Ynについては適宜定める。こうしても以下の議論に影響しない。）

このとき (x丘え位）からのマルコフ政策アによる終端評価値は X1からの一般政策叫こよる複合評価

値に等しいことを見よう。実際，

となり

ゆCr1o… OrNOk, R1◇…◇RN◇K). 

＝ゆ（文Or10… o rNo k, il◇凡◇…◇RN◇K)

＝ゆ（入1o r1 ・ ・ ・ o rNo k, 41◇凡◇…◇RN◇K)

＝ゆ（心Orn0… orNOk,出◇凡◇…◇RN◇K)

＝ゆ（蛉or(xN, uN)o k (xN+1)，邸◇R(xN,UN)◇K(xN+1)) 

＝ゆ（入N+1Ok (xN+1), flN+1◇R(XN+1)) 

= W(xN+l；入N+l,flN+l) 

I心； X1)=］心； X1,え， jl)

が成立する。これで同値性（補題5.1) の証明を終える。

(65) 

(66) 

さて，この同値性（補題5.1)を第 n段からの過程に用いれば，部分問題 Qn（知；え， i）の打 (n)にわた

る最適値 un(xふえ， i）と部分問題 Pn（いの一般政策クラスrrg(n)上の最遮値を Vn(x]は一致する：

系 5.1 

u”（凸；え， ii)=Vn(Xn) X EX, n = 1,2,..., N+l. (67) 
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証明 最適値はそれぞれ

Vn(Xn) = Opt ln(O; Xn) Xn EX  
a E ITu(n) 

u”（知；心，ら） ＝ Opt fn (I; Xn,心，山）
r E打(n)

（ゎ；心，山） E Yn 

であることに注意すれば，（Xn；え， i）からの同値性より等式(67)が成立する。

5. 1 拡大問題の表現

(68) 

(69) 

ここでは拡大問題(53)に対する部分問題 Qn(Xぶ心，島）の状態変換（i)i ：九(ym,Um)= Ym+lを本来

の状態変換 T とパラメータ間の変換（入”'!lm)，（ズm.umう（入m+l,!lm+l)に還元することによって幾つか

の同値表現が得られることを述べよう。まず，補題5.Iより，拡大問題 Q1(x1；え， jj)は次のように表

わされることに注意しよう：
～ 

Optimize ゆ（入Or1O・ • ・ OrNok, 且◇凡◇・・・◇恥◇K)

Q1 Cx1；え， 11): 
subject to (i) n Xn+l = T（邸， Un)

(ii)n Un E U I:s;n:s;N 

(iii) n入n+l=心0r(xn, Un), 11n+l =出◇R(xn, Un) 

また，逐次条件{(iii)註より

ゆ（えor1 o ・ ・ ・ o rNO k, il◇凡◇・・・◇RN◇K)

＝ゆ（入N+lOk, l1N+l ◊ K) 

が成立するから，問題 Qパm；え，五）は終端評価問題：

Q1 Cx1；え，五） ： 

Optimize ゆ（入応1Ok,はN+l◇K)

subject to (i)n Xn+l = T(xn, uJ 

(ii)n Un E U I ~n ~N 

(iii) n入n+l=心Or(xn,Un),Un+l = Un◇R (xn, Un) 

(70) 

(71) 

(72) 

に表わされる。ただし，ここでは三つ組 (xn；心，山）が状態を表わしている。このように表わすと，

問題 Q1(x1；え，五）は部分問題群 Q ={Qn（知；心，山）｝：

すなわち

Optimizeゆ（入N+lOk, llN+l◇K) 

Qnに；心，島） ： subject to (i) m, (ii) m n~m~N 

QパXn;入，山） ： 

(iii) m 入m+1＝入mor(xm, u』,/.1m+l =はm◇R(x”'四）

Optimize ゆ広Orno...OrNOk, lln◇凡◇・・・◇島◇K)

subject to (i) m Xm+l = T(xm, Um) 

(ii)m Um E U nsmsN 

(iii) m入m+l=入mor(x”'四）， /J-m+l=はm◇R(xm,Um), 

に「自然に」埋め込まれたと解釈できる。

- 63 -

(73) 

(74) 



経済学研究第 66巻第 1号

5.2 最適政策

さて， U”（ゎ；心， μn)は部分問題 Qn（邸；入”'山）に対するマルコフ政策全体fI(n)にわたる最適である

ことに注意しよう。このとき，最適値 u”（邸；心，山）と次の最適値関数 Un+l(.; 0,・）との間には次の後

向きの再帰式が成り立つ：

定理 5.1 

u"(x；入， 11)= Opt un+l (T(x, u)；入or(x, u), J1◇R(x, u)) (75) 
uEU 

X EX, （入， /.L)E出 (x), n=l,2,…，N 

uN+1 (x；入，μ） ＝ゆ（入ok(x),/.L◇K(x)) x EX, （入， /.L)E QN+l (x) (76) 

証明 問題族 Q = {Qn（凸；入”’山）｝が新状態空間 {Y』上の終端型評価問題の部分族であり，終端

型評価系は加法型系であることに注意すれば，系3.1より再帰式(75),(76)が成立する。

定理 5.2 式(75)の最適子（最適値を与える u(EU)の値）を ,;(x；入， u)とすると，第 n決定関数ぢ：

Yn→ Uが定まる。列 T*=｛Ti，召，…，玲｝はマルコフ政策クラスで最適である：

]1 (y*; X1,え， jl)~ ]1 (y; X1,え， il) VY E fI, (x 1,え， jl)E Y1・

証明 これは系3.2からただちに従う。

(77) 

従って，原問題 P1(xリの最適値 V1(x1)は拡大問題 Q1<x1；え， i）の最適値が（m；え， i）で与えられる：

叫叫＝が（x1;え， ii). (78) 

さらに，最適マルコフ政策f=｛行，召，…， T｝｝は (3)の一般政策ず＝｛oi，叶，．．．， 6｝｝を以下のよ

うに生成する。ここに心(Xi,Xz,…， Xn)は式(59)と同様に

入：＝え，出：＝ i

で定義する。このとき

Y1 := (x1;入，叫

柘：＝召(y1)' 心： ＝入 Or(xi, u1), flz : = /l1 ◊ R (xi, u1) 

Y2 : =（砂；入2，恥）

約：＝百（砂，心：＝心 Or(x2, u2), 恥：＝山◇R(x2,U2)

Y3 :＝（窃；入3'阪）

Un-1 : = Iい(yn-1),

心：＝入正1Or(xn-1, Un-1),山：＝匹1◇R (Xn-1, Un-1) 

Yn : =（む；心叫

a: (xi, x2,..., x砂：＝元(yn).

定理 5.3 政策ずは一般クラスにおいて最適である：

/1（ず；x1) 2 I1(a;x1) VaEITg, x1 EX. 

証明系5.1, 定理5.2より従う。
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