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順序制約の下での情報量規準と

ペナルティー項について

安 楽 和 夫

1. 序

k個の母集団分布があり，それらのスカラー母数侶的，．．．， 0Kの間に単順序： 0ls o2S…S仇のよ

うな制約が仮定できるとする。真の母数の異なる値の組み合わせが

01＝・・・＝似<0町＋1=・・・=0町＋m2<・・・<0J;髯mj+I=…＝0k 

であるとき， 0戸 8j+lとなるような変化点を見つけることがここでの問題である。

このような問題に対する統計的手法のひとつとして，多重比較検定法が挙げられよう (Williams

(1971), Marcus(l976)，栗木他(1989), Hirotsu他(1992), Hoshino他(1996)参照）。検定において

は，通常有意水準を0.05などに設定するが，このような値は慣例的に用いられているに過ぎず，理論

的根拠は持たないものである。帰無仮説仇＝…＝ 0kを検定する検定問題において，帰無仮説を否定

することに慎重でなければならない場合このような有意水準を用いることは妥当と思われるが，そ

うでない場合に通常の有意水準を用いることは必ずしも好ましくない。例えば，薬物の容量ー反応

実験で，投与量があるレベルに達すると，副作用や毒性が発現するようになるとする。このような変

化点あるいは閾値を見つける場合に，有意水準を0.05のような小さな値に設定すると，一般に，検定

による方法は変化点の検出に保守的となり，変化点を正しく見つけ出す確率は小さく押さえられてし

まうことになる。有意水準をより大きな値に設定すると，このような誤りの確率はより小さくできる

であろうが，実際に有意水準をいくらに設定するかを理論的に決めるのは難しいように思われる。こ

のような意味で，上のような変化点の検出に対し，検定法からのアプローチには問題があるように思

われる（永田・吉田(1997),p. 28参照）。

検定法に代わる統計的方法として， AIC（赤池情報量規準）（Akaike(l973, 1974)）のような情報量規

準を用いたモデル選択法が考えられる。 Kikuchi他(1993)は制約仇so2S…S OK の下での 0の最尤推

定量に基づいて， AIC（赤池情報量規準）を計算する方法を提案した。これは多重比較検定などに比べ

て，変化点を検出する確率を大きく高める方法である (Yanagawa他(1994, 1997)参照）。しかし，上

のように順序制約のある問題に対しては， AICの直接の適用は必ずしも適切ではないかも知れない。

なぜなら， AICにおけるバイアス補正項は制約のない最尤推定量の漸近正規性から正当化されるが，
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母数に順序制約があるような場合には，最尤推定量の漸近正規性は成り立たないからである。順序制

約下での最尤推定量を用いた場合，このバイアス項は母数に依存し，一般に未知である。 Anraku(1999) 

はこのバイアス項のとりうる値の範囲の中で，順序制約モデルにもっとも有利な値をペナリティー項

として用いる方法を提案したが，このペナルティー項もバイアス補正項ではない。もし真のバイアス

補正項を用いた情報量基準が使えるとすると，これとの比較に興味が持たれる。本稿では，分布を正

規分布とし，あらかじめ設定したいくつかの場合について，真のバイアスをシミュレーションにより

直接推定する。これをバイアス補正項として用いだ情報量規準と Anraku(1999)の規準およびこれを

修正したものとの比較を行う。

2. 順序制約下での情報量規準

2. 1 準備

推定された確率分布り(x)の，真の確率分布g(x)からの乖離度を測る尺度として Kullback-Leiblerの

情報量(Kullback and Leibler (1951)) 

I(g，り）＝fg(x)logg(x)d v (x)-f g(x)logg(x)d v (x) 

を用いる。ただし， g,りはか有限な測度 V に対する密度とする。上式の右辺第 2項は期待対数尤度

と呼ばれ，これを小さくするり（・）が g（・）のより良い推定密度と考えられる。上式の右辺の 2項はと

もに未知であるが，第 2項は対数尤度で推定できるものである。 p個の未知母数で表される確率モデ

ルが真のモデルであるとするとき，母数の最尤推定量を用いた対数尤度は期待対数尤度の推定量と考

えられる。そのときのバイアスは，真の分布が仮定した分布のクラスに属し， p個の未知母数への制

約がある一定の条件を満たすものであれば，最尤推定量の漸近正規性より，漸近的にはPで近似でき

る。 AICはこのバイアスを補正した

AIC(0)=l(0)-p, 

あるいは右辺を 2倍したものとして定義される (Akaike(1973, 197 4), Sakamoto他(1986)，竹内 (1976)

小西(1998)参照）。候補となるモデルの中で，この値が大きいほどより良いモデルと考えられる。し

かし， 01三〇2s…S仇のような順序制約の下での最尤推定量については，漸近正規性は成り立たず，

従って，バイアス項は AICのものとは異なるものとなる。

一般に，モデルに多くの母数を用いるほどデータヘの当てはまりが良くなるわけだが， AICのバイ

アス補正項はパラメータの濫用を抑制するようにも見られるためか，ペナルティー項とも呼ばれる。

実際，バイアス補正としての意味を持たないペナルティー項を用いたモデル選択規準も提案されてい

る。 Schwarz(1978)の BICなどはベイズ流の考えから導かれたものであるが，対数尤度に，バイアス

補正とは無関係なペナルティー項を加えたものとも見なせる（小西(1998), Burnham and Anderson 

(1998)参照）。 Anraku(1999)の規準もバイアス補正項でないペナルティー項を用いたものである。

次の2.2節および2.3節で，正規分布を仮定したとき，順序制約のある最尤推定量を用いた場合の情
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報量規準について， Anraku(1999)の結果を簡単にレビューし，バイアス項あるいはペナルティー項

等について新たな考察を加える。

2.2 バイアス項の評価と情報量規準

今，観測値Xijがそれぞれ正規分布N(0i,てi)には既知）から得られたものであるとする (i=l,...,k;

j=l,..., ni)。また 0=（仇，．．．，的での対数尤度を l(0)とし，正規分布 N(0i,てi)の密度関数を

f(・,0i,巧）と表す。 単順序伍三 0互…~ 0kの仮定の下での Oiの最尤推定量は次で与えられることが

知られている (Robertson他(1988),p. 24) : 

～ 

0;=mi 
立 sWjoj

;=mm max 
t:t2i s:s<9 £に Wj

, (i=l,..., k). (1) 

ただし， Wj=nj幻で，釘は制約のない最尤推定量釘＝n戸I恥 Xjsである。また， 0＝（仇，．．．，仇）での

対数尤度は次のように与えられる：

N 1 k 1 k”i 
l(0)=-~ log(2 冗）—- n ,• logr,．＿ ＿ ． .  

(xii―6,）2 

2 2 E 2図じ Ti 

ただし， N=I7=1niである。一方， 0を固定したとき期待対数尤度は

応f
N 1 k 

f(t;, 0;, r;) log f(t;, 0心）dt;=-i log(2冗）ー立江logT,----
N 1 k ni(Oi-a)2 

2 i=1 22E  Ti 

であり，これを l(0)で推定すると，次のような意味でのバイアスを生じる：

B1(O)＝E[l(6)-gniff(t1,01ェ）logf(t,,い）dt,|o ] 

k l 「!!..,n;(0;-0;)2 
=—+-E広

k n;（Oi-0;）2 | l 

2 2,＝1 T, —芦 r;° } 

これは未知母数 0に依存するものである。上の式で制約付きの最尤推定量0iを制約無しの最尤推定量

かに形式的に置き換えると，その値はKとなり， AICのバイアス項と等しくなる。

今， fl={ Y = (yi, Y2, ・ ・ •, Yk) I Y1=…=yけ，M= { Y = (Y1, ・ • ・, Yk) I Y国年｝と置くと，次の 2つの不

等式が成り立つ：

曇 (6i＿幻／t OEHl疇n1(61 —砂／t， 0 EM] 

(Appendixの証明を参照） ； 

曇 1(0，域）五 0EH］<'E［むn,⑭-6,）五 0EM) 

(Perlman, 1969)。これより 0EMのとき，

どP(i,k,w)i繍 (0)<k (2) 

であり，下限は0EH={y= (yi,...'Yk) ly1=…＝yけの場合である (Anraku(1999)）。ここで， w=(w1,..., 

wk), wi= ni•／ちであり， P(i, k, w)は， 0EHの下で，釘．．．，釘の中に異なるものが i個ある確率であ
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る(1釘乱K)。

このようにバイアス補正項B1は0に依存し，一般に未知である。

式の下限をペナルティー項として用い，次の規準を提案した。

これに対して Anraku(1999)は(2)

k 

ORIC(0):=l(0)-inf B⑬)＝l(6)-
0 EM  

[:P(i,k, w)i 
i=l 

(3) 

上のようなペナルティー項は0EM-Hにおいては，本来のバイアス補正項より小さい。またMCRk

より

k”i  k n・ 

tt(x,,—砂／て1→図(x;j-0,）五
i=l j=l i=l j=l 

となる (Robertson他(1988)）。従って，常に 1(0)-k辺 (0)-k=(AJC(0)）となり，

として Kを用いると， AIC(0)との比較は無意味となる。

モデルM は形式的にモデルHを含むものであるが，制約付きの最尤推定量を用いた ORICと制約

ペナルティー項

無しの最尤推定量を用いた AICの間にば恒等的な大小関係はない。従って， 比較可能である。例と

して， k=2の場合を考える。 Xij"'N(ei,1) (i= 1, 2 ;j= 1,..., n)とし， 3つのモデル H:0戸仇，M:0心

的，K:01キ釘を考える。それぞれのモデルに対応する最尤推定量をそれぞれ的， 0M,(}Kとすると，

H,Kに対応する AICと M に対応する ORICはそれぞれ AIC(0沿＝l(0沿一1,AJC((}K)=l（如ー2,

ORIC（釦）＝l（釦）ー3/2となり，これらの大小関係より 3つのモデルの選択は次のように場合分けさ

れる： 1::' ［鸞／夏〗2喜o1+G,
ふ祖5i釘をそれぞれ横軸と縦軸にとった場合のモデル選択の境界線を図 1に示す。モデル M,H,K

が選ばれるのは点（ふ尻ふ釘）がそれぞれ，直線(b)より上の領域，直線(b)と(d)の間の領域，直線(d)

より下の領域にあるときである。 H,Kについての AICだけの比較であれば，直線(a)と(d)の間の領

域にあるときにモデルHが選ばれ，それ以外でKが選ばれる。直線(a)と(b)に挟まれた領域に（ふ釘

ふ釘）がある場合， AICだけによる比較では， H と判定され， ORICとAICでは M と判定されること

になる。標準正規分布関数を①（・）と表すと， 仇＝仇のとき，（ふ釘ふ的）がこの領域に入る確率は

もし，問題が M か Kのいずれかとなると，直線(c)を境界とし，それ

モデルM

①(必)-<I>(1) =O. 08である。

より上方に（ふ釘，ふ釘）があれば， モデルM を選択することになる。 このような比較では，

がHを含むことが反映されているように思われる。

ところで，（3）式で与えた情報量規準の定義は，単順序 0心 0互…三仇以外の場合にも適用できる

であろう。即ち M をある適当な条件を満たす制約領域とし，制約0EMの下での 0の最尤推定量を

似＝（釘．．．，釘）＇とする。また， l(0M)で期待対数尤度を推定した場合のバイアスを BM(0)とする

上で与えた定義は次のように一般化されるであろう：とき，
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[あ

./n01 

図 1 モデル H,M,Kの選択される境界線（点（ふ釘ふ釦）がそ

れぞれ，直線(b)より上のとき M，直線(b)と(d)の間で H, 直

線(d)より小さいとき K が選択される。波線(a)と(d)は， A/C

（紅）と AIC（釦）の選択の境界を表し，波線(c)は ORlC（砂）と

AIC（釦）の 2つを比較する場合の境界線である。）

～ ～ 

ORICM(0 M)=l(0りー infBi 0). 
OEM  

このように定義すると，特に M=RPの場合，上式は AICに他ならない。すなわち， ORIC臥的）＝

AIC(%）である。応用例として，単順序以外に，例えば次のような順序制約が挙げられる：

(1) (simple tree order) 81s ei, (i=2,...,k), 

(2) (simple loop order) 81 s ei s ek, (i=2,..., k-1), 

(3) (umbrella order) 81 s... s e; 2 Bp+l 2... 2 ek. 

ところで， 2つのモデル K:0 ERP, H: 0 = 0 (/3) (/3 ERり(p>q)に対し，それぞれの最尤推定量

を似釦，とすると，

2{AJC({) x)-AJC(0 H)}=2{l(0 x)-l(0 H)}-2(p-q) (4) 

となる。上式の右辺の2{/(0K)-l（釦）｝は帰無仮説 H:0EH,対立仮説 K:0EK-Hに対する尤度比

検定統計量であり，p―qは，帰無仮説Hの下での，尤度比検定統計量の期待値である（竹内， 1976)。AIC

とORICの間にも同様に次が成り立つ(Anraku(1999)) : 

2{0RJC(0 M)-AIC(0 H)} = 2{/ (0 M)-l (0 H)}-2E（えぶ1e EH). (5) 

ここで2{l（釦）ーl（島）｝＝え命は，同等性の帰無仮説(H)を単順序の対立仮説(M)に対して検定する尤

度比検定統計量である。

(4)式および(5)式の右辺がそれぞれ正となれば，モデル K あるいは M がそれぞれ選ばれるわけだ

が， これは検定と類似している。 (4)式および(5)式の右辺がそれぞれ正となる確率の様子を図 2に示
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確率

0.2 

0.175 l ORIC 

0.15 

0.125 

0.1 

0.075 

0.05 

0.025 

゜ 5 10 15 20 
k
 

図2 確率 P[ORJC（釦）＞AJC（紅） l8EH]とP[AIC(BK)>

AJC(B心l8EH]の様子

す。 Kが大きくなるにつれ， AICの方の確率は通常の有意水準よりも小さくなるのに対して， ORIC

の方は， 0.17前後から0.15へと減少は緩やかであり， AICとはだいぶ異なっている。 ORICの場合の

確率が急激に減少しないのは， ORICのペナルティー項がHでの値であり， ORIC(0いと AIC(0沿が

近い値をとることによると考えられる。

2.3 分散比が既知の正規分布の場合

Xij.,...._,.N(肛責）には既知で，びは未知） （i= 1,..., k, j= 1,..., ni)とする。このとき， 0芦芦仇

の下でのOI・の最尤推定量かは(1)式と同じ形で与えられ，びの最尤推定量はが＝N-1Iに心似(Xiiーか）2

で与えられる (Robertson他(1988),p.63)。このとき，期待対数尤度を対数尤度

N 1 k 

l (0 ，か）＝— -log(2冗）—-江 log← !!..log 三凶
2 2 i=1 2 2  

で推定するとすると，次の意味でのバイアスを生じるであろう：

B2(O，が）＝Ell(0,砂ーどJf(t1,01]が）logf(t,., 8訂 i)dt10，が

=E冒ttn,（6It;2砂＿予IO,02]． 1 ] 
ここでB2(0,び）の最小値は0EHの時に得られ， a=If=1P(i,k,w)i,/3＝四ョ P(i,k, w)りとおくと，

吋亨10EH]~l—長， Var［長 10 EH]＝声(2N-2a+ fJ-a') (6) 

が成り立つ。 Anraku(1999)は

ぎ［任10EH l-+l＋予＋0（N-l)， (7) 
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心”1（三~10 EH) =tP(i,k,w)6= a +O(N-') 
i=l Ti 0- I J i=l N-i-2 

より， B2(0,凸＝ a+l+O(N-1)と評価して，

ORIC(0，訊）＝l(0, ;z) -a -1 

を提案した。しかし，（6）式から (7)式の左辺ををそのまま評価すると，

予ド[〗 I OEH]-1)= (a+2)Nし (32:;：2aa)：B)N袢ぷ!!_+O(N-')

となる。従って， 0EHのとき

B2(O,aり＝
(a +2)N3-(3ぷ＋2a-f3)N袢疇

2(N-a)3 

1 k 

＋—どP(i,k,w)
Ni 

+O(N-1) 
2,．=1N-i-2  

(8) 

である。 (8)式をペナルティー項として用いだ情報量規準を ORIC2とする。

なお， B1(0)の場合と同様， B2(0,aりは， 0EM-Hのとき， 0＝0とすると，これは AICのペナル

ティー項と同じもので， k+Iと近似されるが，正確には N(k+l)/(N-k-2)である (Sugiura(1978)）。

3. 変化点の検出について

真に異なる母数の組を見つけるために次の 2k-l_1通りの場合について ORICを計算する：

01=・・・=0k-ls0k; e,＝・・・三0k-l=0K; ・・ • ; Ol < ..． S OK. 

また仇＝．．．＝ 0Kの場合に対する AICを計算し，これら 2k-1個の中で最大値を与えるものを見つける。

これにより

炉…＝似<0m1+1= …＝0町＋m2< …＜OE戸町＋1=•••=0k

とするモデルが選ばれたとするど， Bmi,8m1 +m2,..．，に変化点があるとみなされる。特に， 8m1< Bm1+l 

となる 8m1を最初の変化点もしくは閾値とみなす。

4. シミュレーションによる比較評価について

ここでは，モンテカルロ・シミュレーションにより，単順序が仮定できるとき，真のモデルを同定

するために， Kikuchi他(1993)による AICを使った方法と制約下での最尤推定量を用いた情報量規準

の比較評価を行う。ここで， k=4，巧＝…＝て4=lとし， Xij,,..__,N(ei,1) (i=l,..., 4; j=l,..., ni)となる

ような乱数を生成する。ただし，モデルにおいては分散は未知として扱う。また 0の組として次の 5

通りの場合を調べる：

C。:（0, 0, 0, 0), C1:CO, 0, 0, 0.1), C2: (0, 0, 0. 1, 0. 1), 

C3:(0, 0.1, 0.1, 0.1), C4:(0, 0.1, 0.2, 0.3). 
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Kikuchi 他 (1993) の方法では，はじめに 0心…三仇の下での最尤推定量を計算する。このとき 01•(i=

1,..., k)はm個の異なる値をとるグループに分けられる（1smsk)。これに対してm個のモデル

0(1)= ・・・ =0(j。)， 0(jo+l),...,0(m) Uo=l,...,m) 

に対応する AICを計算し，これらのうちで最大となるものがモデルとして選ばれることになる。

ORICあるいは ORIC2においては，バイアス B2(0,aりが未知であるために，とりうる値の範囲の

うち，モデルに最も有利な値を用いるわけであるが，もしバイアスの真の値がわかるとすると，これ

を用いた方がバイアス補正という点から好ましいであろう。このような情報量規準を

ORIC3(0，が）＝l(0,が)-B2(O，が）

とする。標本数を n戸加＝加＝n4=l0とし，上の C。,C1,．．．，しの各場合について， B2(0,び）を50,000

回のシミュレーションにより推定した結果が表 1である。表中のH,M1,M2,...,M1はそれぞれ

H: 0戸仇＝ 03＝仇， M1: 01＝02= 03 s仇， Mが仇＝紹的＝仇，

島： 0心的＝ 03=04, M4: 01＝紹紹仇， M5:0心的＝ 0心仇，

M6:0心紹炉仇， M7: 0こ紹紹04

を表し，表の値はそれらのモデルを仮定したときのB2(0,び）の値の推定値である。

゜C。C1 
C2 

C3 

C4 

表 1 50,000回のシミュレーションによるB2(0，が）の推定値
(n1=n戸 n戸 n4=10の場合）

［仮定したモデル］

H M1 M2 M3 M4 M5 M6 

2.140 2.730 2.722 2.721 3.091 3.197 3.087 

2.136 2.857 2.793 2.759 3.249 3.347 3.175 

2.136 2,812 2.868 2.803 3.273 3.346 3.269 

2.136 2.769 2.793 2.848 3.179 3.346 3.244 

2.121 2.963 2.992 2.952 3.504 3.632 3.499 

M7 

3.432 

3.603 

3.649 

3.603 

3.982 

ここで，真の 0に対して，これと矛盾する，異なったモデルを仮定した場合について考えてみる。

真の B2(0,い)と仮定したモデルが矛盾するような最も典型的な場合として，真の 0が M7のタイプ

であるのに， Hを仮定したとしよう。このとき 8=N-1Ifョn亙＝N-1こf=lI仇xijとすると，

N62 k ni 
＝ 

が
EE(XlJ-0)如
i=l j=l 

は自由度N-1,非心率入＝こfョn山炉砂／びの非心が分布に従う。ここで， 8=N-1Iにn息である。

また平均と分散はそれぞれ

E 戸l= N'Va心l= N2 
［が N-1＋入が 2(N— 1+2 入）

で与えられる (Johnson他(1995)）。更に， 1/xをx=E（砂凸で Taylor展開することにより

N[ ［°2l l N[ 1 1 
o• 

了E戸―1＝了 E（躙）十 {E(6如）｝3Va心]-1]+o(N-1) 

-44 -



順序制約の下での情報量規準とペナルティー項について

2 N-1＋入（N-1+入）μ)+o(N-1)
泣［ 1-入十 2N(N-1+2入） ー1

を得る。一方， Nが大きいとき， 62~ （N— 1+ 入） 02/N とすると，統計量

亨—1]+L k n1(O-0,）2 
2 が 2E。2

の期待値はおよそ次のように近似できるであろう。

2 N_1＋入十 (N-1＋入）3 ＋ （N-1＋入）が )+o(N→)
汀1—入 2N(N-1+2入） が＋入が

N N2(N— 1+2 入）
＝ ＋ 
N-l＋ 入 （N-1＋入）3

+O(N→)． 

(9) 

ここで， g （入）＝N!(N— 1＋入）＋炉 (N-1+2 入）／（N-1＋いとおくと， g （入）は入 ~oの範囲で入の

減少関数である。特に， g(0) = N(2N-l) I (N-1) 2である。このことは，真の 0に対して，これと矛

盾する，異なったモデルを仮定した場合，バイアス項はより小さい値になってしまう場合があること

を意味する。これは誤ったモデルに対して有利になることであり，真のバイアスあるいはその推定値

を用いることがモデル選択においては必ずしも好まくない場合があることを示唆している。

ORIC2では(8)式からペナルティー項を計算する。ここでは，衝＝n戸n3=n4より妬＝妬＝叫＝W4で

ある。またモデル H,M1,M2,.•..,MG ではいくつかのグループをまとめることになる。例えば， i から j

(i<j)をまとめると，対応するウェイトは Iにniとなる。モデル H,M1,...,M1に対応するWをそれ

ぞれw(H),w(M1),..., w(M7)とすると，モデルHに対しては， P{l,1, w(H)} =1よりペナルティー

の値2.105を得る。またモデルM1,M2,M叶こ対しては

1 
P{l,2, w(M;)}=P{2,2, w(M;)} =-::- (i=2,3,4) 

2 

であるから， 2.688を得る。さらに，モデルM4,Mふ島に対してw(Mi)= (w/il, w/il, w罰）とおくと

1 1 1 
P{1,3,w(M,）｝＝---sin―1(()叫， P{2,3,w(M,）}＝一，

4 2冗 2

1 1 
P{3,3,w(M,）｝＝—+― sin― I({) い）．

4 2冗

ただし 9 ()(il =-[wげ田町(w1(i)+w2(i))（w2(1)+w3(i)）]1/2である (Robertson他(1988)参照）。これよ

りw(M正 (20,10, 10), w (M正 (10,20, 10), w（島）＝（10,10, 20)より M4,Mふ島に対するペナル

ティー項はそれぞれ3.079,3. 162, 3.079となる。最後に， W戸叫＝W戸叩のとき

1 11 1 
P{l,4,w(M泊＝P{3,4,w(M1)}=~, P{2,4,w(M1)}=~, P{4,4,w(M1)｝＝一

4 24'24  

となり (Robertson他(1988)），ペナルティー項3.392を得る。 ORICにおける， H,M1,M2,...,M1に

対するペナルティー項がそれぞれ2,2.5, 2.5, 2.5, 2.804, 2.892, 2.804, 3.083であり (Anraku(1999)), 

ORIC2のペナルティー項はこれらよりそれぞれ大きな値となっている。また表 1の C。に対応するペ
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ナルティー項の推定値により近い値となっている。

なお，一般のwに対して， Kが大きくなると (k凶6),P(i, k, w)の正確な値を求めるのは一般に困難

と思われていた (Robertson他(1988), Sun (1988)参照）。これに対し， Hayterand Liu (1996)は簡単

な数値計算法によりこれを求める方法を提案している。この計算法により通常の Kに対して実用的な

値が得られると思われる（三輪他(1998)参照）。

Kikuchi他(1993)による AICを用いた方法と ORIC, ORIC2, ORIC3のそれぞれについて， H,M1,

...,M1の8つのモデルに対する規準量を計算し，その中で最大となったものを挙げるやり方で

10,000回のシミュレーションを行った。このシミュレーションにおいて選ばれたモデルの頻度を表2

に示す。真の 0がC。であるときは， Hが正しい選択となる。以下， C1,...,C4に対して， M1,M2, M3, M1 

がそれぞれ正しい選択となる。表からわかるように， AICは， 4つの方法の中で，最も保守的である。

即ち， C。ではモデル H を選択する割合が高いが，変化点のあるモデルに対しては他の基準より選択

率は低くなっており，特に， M2,M3ではその傾向が顕著である。ただし，モデル島に対しては，他

の方法より高い選択率を示している。この理由は， Kikuchi他(1993)のAICによる方法が，最初に最

尤推定量を計算する段階で，特定のモデルに限定してしまうことによるかもしれない。一つの例とし

て， 4つの母集団からの標本平均がそれぞれ 0.0, 0. 5, 1. 0, 1. 1のような場合，これらの値はその

まま化，．．．，出の最尤推定量となり， AICによる方法ではこれから，（i)化， 02,0ふ仇，（ii)e戸
釘，的，出，（iii)0戸化＝化，仇，（iv)化＝化＝化＝仇の4つのモデルについて AICを計算し，この

中で最大のものをモデルとして決めることになり，結果として，モデル(i)（M7)が選ばれることにな

るかもしれない。これに対して， ORIC,ORIC2および ORIC3では 8つのモデル全部について比較す

るので，この場合はモデル M6が選ばれる可能性が高い。このように， AICを使った方法では，選択

するモデルが制限されるため，このようなことが起きると考えられる。

最後に，全体的に M7の選択率は低いが，これは母数の差がさほど大きくなく，標本数も少ないた

めと考えられる。母数の差がより大きくなるほど，あるいは，標本数が大きくなるほど，正しい選択

の比率は大きくなることがシミュレーションからも確認できるが，ここでは割愛する。

表2 10,000回のシミュレーションにおける， AIC,ORIG, ORIC2, ORIC3 

によるモデル選択の頻度分布 (n,=n2= n3= n4=10の場合）

AIC 

゜
H M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 

C。 8409 755 363 301 65 74 22 11 

C1 7878 1177 397 271 112 119 32 14 

C2 7785 950 636 303 150 109 47 20 

C3 7933 835 449 476 104 127 59 17 

C4 6489 1616 783 414 289 242 109 58 

- 46 -



順序制約の下での情報量規準とペナルティー項について

ORIC 

゜
H M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 

C。 6661 1087 927 1087 70 107 57 4 

C1 5860 1625 1038 1093 128 169 79 8 

C2 5650 1273 1438 1246 121 157 107 8 

C3 5841 1115 1066 1612 78 180 99 ， 
C4 4097 1652 1680 1700 238 389 212 32 

ORIC2 

゜
H M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 

C。 6975 1007 848 1004 49 75 39 3 

C1 6209 1530 974 1024 83 127 47 6 

C2 5989 1204 1357 1170 88 112 74 6 

C3 6207 1026 1007 1502 57 134 59 8 

C4 4448 1610 1652 1649 166 309 141 25 

ORIC3 

゜
H M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 

C。 6980 992 849 1005 53 74 45 2 

C1 6524 1306 934 1024 65 96 49 2 

C2 6455 1086 1148 1078 77 95 59 2 

C3 6551 1010 937 1275 65 104 56 2 

C4 5397 1439 1383 1423 96 165 93 4 

表 3 表 2における最初の変化点選択の頻度分布

AIR ORIC 

゜
[l] [2] [3] [4] [l] [2] [3] [4] 

C。 408 428 755 8409 1255 997 1087 6661 

C1 436 509 1177 7878 1349 1166 1625 5860 

C2 479 786 950 7785 1518 1559 1273 5650 

C3 679 553 835 7933 1900 1144 1115 5841 

C4 823 1072 1616 6489 2333 1918 1652 4097 

ORIC2 ORIC3 

゜
[I] [2] [3] [4] [l] [2] [3] [4] 

C。 1121 897 1007 6975 1126 902 992 6980 

C1 1204 1057 1530 6209 1171 999 1306 6524 

C2 1362 1445 1204 5989 1234 1225 1086 6455 

C3 1703 1064 1026 6207 1437 1002 1010 6551 

C4 2124 1818 1610 4448 1685 1479 1439 5397 
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表2の結果を，最初の変化点の選択率としてまとめなおしたのが，表 3である。 Ol=…=ei< ei+1 

となるときの iを[i]と表している。また，釘＝…＝仇の場合は[4]とする。従って， C。，．．．,c4に対

する正しい選択はそれぞれ[4],[3], [2], [1], [1]である。この結果から， ORICあるいは ORIC2はC。

を除いて，最初の変化点を高い率で選択していることがわかる。真の B2(0,び）を推定した ORIC3

はC。の場合に， Hの選択率が ORICや ORIC2とほぼ同程度であるのに，他の場合の正しいモデルの

選択率が ORICや ORIC2より劣っている。このように変化点をより敏感に検出する方法としては，

ORICあるいは ORIC2による方法がバイアス補正項を用いた情報量基準 ORIC3よりも有効であるよ

うに思われる。

5.バイアス項の推定における分散について

統計量(9)の分散について考える。祝／a2の分散が2(N-1+2入）!N2であるから，（N/2)（び／ぴ― 1)

の分散はおよそ (N— 1+2 入）／2 となり， N のオーダーである。また 0 と a2 は独立であるから，

Cov［喜立n,:？-0,）2]＝E［むn，（O-0,）2]叫占]>o.
つまり

Cov［ぎ［長― 1} 鸞，（~]>o
であるから，（9）の分散は(N/2)（び／ぴ― l)の分散より大きく， N のオーダーより小さくはないこと

がわかる。

このような点から， B2(0,び)をブートストラップ法等により直接推定しようとしても，分散が大

きく，推定は不安定なものになるであろう。

このような問題に対して， Konishiand Kitagawa (1996) はブートストラップ推定で分散を低減す

る推定法 (variancereduction technique) を提案している。この方法が，母数に順序制約があるよう

な問題についても有効に機能するか興味あるが，残念ながら本稿では取り上げられなかった。別の機

会に報告できばと思う。

［謝辞］確率 P(i,k, w)の計算に関連して， Hayter他(1996)，三輪他(1998)の結果をご教示いただい

た統計数理研究所の栗木哲助教授に感謝申し上げます。
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Appendix 

a, bERkに対し，内積を <a,h>=a'Diag(w1,..., wk)h,ノルムをIIa 11 = J<tCa>で定義する。また，

この内積のもとでの Xの Mへの射影を P(XIM)と表すと， 0=P(XIM)であり，不等式は

E[ II P(XIM)-0 112 I 0 EH]~ E[ II P(XIM)-0|「|0EM] 

と表せる。これを示すためには，任意の X,0。EH,入EM,01= 0。＋入に対して，

IIP(XIM)-0 。||~ IIP(X+入|M)-01II 

を示せばよい。今， P(X+入|M)＝か＝ （引，．．．，釘）とおく。一般に釘．．．，釘については

~ ~ ~ ~ ~ 
81=…= 0町 so町＋1= ・・•= 0町＋9n2S・・・ SO〗に1mj+l =…＝ 0k 
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のように表せるが， 0~ かであるから，一般性を失うことなく，釘＝…＝釘すなわち， P(XIM)=0 

EHの場合に示せば十分である。今，線形空間Hの直行補空間を H..lとおくと， P(XIM)-XEH..l,p 

(X+入|M)-(X＋入） EH..lだから

P(X+入|M)-(X＋入）―｛P(XIM)-X}=P(X+入|M)-P(XIM)＿入豆I.l..

よって，＜P(X+入|M)-P(XIM)ー入， P(XIM)-0。>＝0より，

IIP(X+入|M)-01|ド=IIP(X+入|M)-P(XIM)_入 ||2+II P(XIM)＋入ー 01||2. 

従って

II P(XIM)-0。||2~ II P(X+入|M)-0 I 112 

を得る。

〔西南学院大学文学部教授〕
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