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閉路を含むネットワーク上の結合型最適経路問題

の負同値法による解法

丸 山 幸 宏

1. 序

閉路を含むネットワーク上の加法型最短経路問題（道の長さがその道に含まれる枝の長さの和であ

る問題）においては，最短経路の存在を保証するためにネットワークが負閉路（負の長さをもつ閉路）

を含まないことが仮定されているかまたは負閉路が存在する場合はその存在を明らかにする必要があ

る。また加法型問題では全ての枝の長さが非負である場合，負閉路を含まないことが保証されるが，

最短路長および最短経路を求める方法としてダイクストラ法が代表的なものである。しかし，もし負

の長さをもつ枝がある場合はこの方法は使えず，さらに負閉路が存在する可能性がある。その場合の

（負閉路の存在も明らかにできる）解法としてはフォード法（べき乗法）が知られている ([3], [4]）。

また，加法以外の 2項演算を用いて道の長さが定義された，一般の非加法型の最適（最短または最

長）経路問題は，閉路を含まない場合，動的計画法の再帰式や両的計画法([7]）における両帰式によ

り解かれている ([I], [5], [6], [8]-[12]）。さらに，閉路を含む場合も加法型問題におけるフォー

ド法に相当するアルゴリズムにより解かれている ([2]）。

そこで本論文では，閉路を含むネットワーク上の（非加法型）最適経路問題（主問題）から他の最

適経路問題（負同値問題と呼ぶ）を構成し，その負同値問題をフォード法で解く。さらに，主問題と

負同値問題との関係を用いて，負同値問題の最適解（最適経路の長さ，および最適経路）から主問題

の最適解を求める。この方法を負同値法と呼ぶことにする。負同値法による解法では，主問題そのも

のをフォード法で解くよりも，計算回数が軽減される。

まず第 2節では，様々な非加法型の問題を含む結合型最適経路問題について述べる。とくに， 2パ

ラメータ乗加法型問題や 2パラメータ分数型問題を定義する。第 3節では結合型問題における，最適

経路の存在を保証する条件（必要十分条件）を求める。第4節では与えられた結合型最適経路問題（主

問題）の負同値問題を定義し，主問題と負同値問題の間の様々な関係について述べる。さらに第 5節

では加法型問題におけるフォード法に相当する解法により，結合型問題における最適経路の長さおよ

び最適経路をもとめる。最後に第 6節において，閉路を含むネットワーク上の結合型問題の解法とし

て負同値法を提案する。
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2.結合型最適経路問題

加法型問題のみならず様々な非加法型問題を含む次の問題を考える。有向グラフ G=(V, A) （ただ

しVは 1,2,...,Nと番号が付けられた頂点の集合であり， Aは枝の全体からなる集合である）およ

び終点 N が与えられているとする。また各枝(i,j) EAには，枝長サが与えられている。頂点 iEV

から頂点nEVへの道Pin=(i, j, k,..., m, n)の長さを

w(p,・,,) ＝t,’j o t八°.．． otml 

で定義する。ただし 0:R1 XR1→Rlしま結合法則： （xoy) Oz=xo (yoz)をみたす 2項演算である。

このとき次のような問題を考える：

Opt [w(p砂］， p;N=(i,j, k,…，m,N), i=l, 2,…,N-1. 
piN 

(1) 

ただし Opt=minかまたは Opt=Maxである。この問題を結合型最適経路問題と呼ぶ。さらに以下に

述べる仮定をみたす結合型最適経路問題を

AOP= (Opt, {tij}, S, o) 

と表す：

仮定 1:集合 SCR1と2項演算 0の対(S,o)は半群であり (0:sxs→S), 

各i,jEVにたいして tijESとする；

仮定 2: 2項演算 0は交換法則： aob=b oa, Va, bESをみたす；

仮定 3:半群(S,o)は単位元R(o)ESをもつ；

仮定4:各aESにたいして

a1, a2 ES, a1 <a2⇒a O a1<a o az 

が成り立つ；

仮定 5:

aoJ(Opt)= lim_[aob]=J(Opt),'vaES, 
b→I(Opt) 

ただし

St) I(Opt)= [ 
sup S, Opt=min, 

inf S, Opt= Max. 

結合型問題AOPには以下のように様々な型の問題が含まれる。

［加法塑］ 0=＋の場合， tijES=R1,R(+)=OESにたいして仮定 1～仮定 3をみたす。また仮定4

は明らかにみたす。さらに仮定5は， Opt=min,Opt=Maxいずれの場合も

a o I(min)=lim[a+b ]= +oo=sup R1=I(min), 
b-OO 

a o J(Max)=lim[a+b ]=-OO=inf R1=J(Max) 
b→-00 

なので，みたす。
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［乗法型］ O=Xの場合， tijES=(O,+oo), R(X) =lESにたいして仮定 1～仮定 3をみたす。また

仮定4は， a>Oにたいして，明らかにみたす。さらに仮定 5は， Opt=min,Opt=Maxいずれの場合も

a o J(rnin)=lim[aXb ]= +oo=sup S=J(min), 
b→ OO 

a o J(Max)=lim[aXb ]=O=inf S=J(Max) 
b→O 

なので，みたす。

[ 2パラメータ乗加法型］加法，乗法を統合するものとして次のような 2パラメータを含む 2項演

算を定義する：

a o b=f (s,t;a,b)= (a+b+ s)(l+st)+tab, a,b ER1, 

ただし s,tER1である。この演算は結合法則をみたすことに注意する。パラメータ s,tの各値にたい

して 0 は次のような 2項演算である：

f (O,O;a,b)=a+b, f(-l,l;a,b)=ab, f(O, l;a,b)=a+b+ab, 

f (0,-l;a,b)=a+b-ab, f(-l,-l;a,b)=2(a+b-l)-ab. 

上記演算で道の長さが定義された問題は

t1JES=[；二9+-s塁’二：：：］： R(o)=-s 

R1, t=O, 

にたいして仮定 1～仮定 3をみたす。また

8f 
8b 
~=l+t(a+s)>O, aES 

なので仮定4をみたすことがわかる。さらに仮定 5は， Opt=min,Opt=Maxいずれの場合も

a o /(min)= b」厨f(s,t;a,b) ]= [ 
+co, t~O, 

-(l+st)!t, t<O 
=/(min), 

a oJ(Max)＝←！声f(s,t;a,b)］＝［―(1+st)／t,t>0, =I(Max) 
-00, t:s;O 

なので，みたす。

さらに結合型問題 AOPには，次のような問題も含まれる：

[2パラメータ分数型］

a+b+2t 
a o b = g (s, t; a, b) = ~-t, 

1十ぶ(a+t)(b+t)

ただし s>O,tER1である。この演算は結合法則をみたすことに注意する。パラメータ s,tの各値に

たいして 0 は次のような 2項演算である：

a+b,.,  ab 
g (1, O; a, b)= ~, g(l,-l;a,b)= 

l+ab 1+（l-a)（1-b)' 
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g[ ½, O;a,b ]=~, /[ ½, 2;a,b ]=~ 2,''J 4+ab 
, fl-::-, 2;a,b I= 2'~,~,v) 4+(2+a)(2+b). 

上記演算で道の長さが定義された問題は

t;1ES=[-t-~,-t+~ ], R(o)=-t 

にたいして仮定 1～仮定 3をみたす。また

竺＝ （1-st-as)（1+st+as) 

8b {l+s2(a+t)(b+t)}2 
>0, aES 

なので仮定4をみたすことがわかる。さらに仮定 5は， Opt=min,Opt=Maxいずれの場合も

1 
a oJ(min)= !im _[g(s,t;a,b)]=-t+..:::.=I(min), 

b→/(min)-- ・ ・ ・ ・ ・ - S 

1 
a of(Max)= li_m.[g(s,t;a,b)]=-t-..::.=J(Max) 

b→J(Max)--..... - s 

なので，みたす。

3.基本路が最適経路であるための必要十分条件

同じ頂点を 2度以上通らない道を基本路 (elementarypath) と呼び，頂点 iから終点 N への基本

路の全体を EiNと表すことにする。このとき問題 AOPにおいて Opt=min (Max)のとき

w(p砂2:'.:(~)w(p，玉）， Vp,NEE,N

をみたす基本路 PlN(EEiN)を iから Nへのトラック (track) と呼び，その路長 w(p紛を alN(A恥）と

表す。

また始点と終点が一致する道を閉路 (cycle) と呼び，始点と終点が一致する以外は同じ頂点を 2

度以上通らない閉路を基本閉路 (elementarycycle) と呼ぶ。

そこで，頂点 iから終点Nへの道PiN=(i,j,...,j, k,...'k,...'N)が閉路

,1=(j,j(l),j(2),...,j(s),j),戸＝ （k, k (1), k (2),..., k (t), k),...,, rを含んでいるとき，道PiN

からすべての閉路II,I 2, • • •, Irを取り除いてできる基本路をP'iN=(i, j, k,...'N)とすると，仮定

2より

w(piN)=w(p'ぷ） ow(11)ow(?乃:） O·••O w(1,) (2) 

が成り立つ。ここで， II, 12, • • •, Irは基本閉路であると仮定しても一般性を失わない。なぜなら，

任意の閉路アの長さは，それに含まれる基本閉路冗の長さを用いて

w(1)=w(元）o…ow(111)

と表せるからである。そこで，この (2)の式および仮定4より，次のような，基本路（トラック）が

最適経路であるための必要十分条件を得る（証明は Carre[2]参照）。
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命題 1

問題 AOPにおいて Opt=min (Max)のとき，各頂点 iから終点 N への，任意の基本路でない道 PiN

にたいして

w(p心凶応（::::;A;N)

となるための必要十分条件は，ネットワーク Gが

w (y) < (>)R (o) 

をみたす基本閉路 Tを含まないことである。

注意 1

(3) 

(4) 

ネットワークが(4)をみたす基本閉路を含まないことは問題 AOPの最適解が存在するための必要

十分条件でもある。実際，十分性は命題 1より明らかである。そこで必要性を以下に示す。基本閉路

Tが不等式(4)をみたすとし， T上の一つの頂点を iとする。このとき iから Nへの任意の道PiN=(i, 

j,...,N)にたいして，その道と y= (i, k,..., i)を結ぶ道を応＝ （i, k,..., i, j,..., N)とすると，

仮定 2および仮定4より

w(piN)=w（か）ow(y)<(>)w(p砂

が成り立つ。すなわち問題 AOPの最適解が存在しない。

各型の問題において， Opt=min(Max)のとき，基本路（トラック）が最適経路となる（最適解が存

在する）ための必要十分条件は以下の通りである：

［加法型］ w(,)<(>)0をみたす基本閉路ァは含まない；

［乗法型］ w(,)<(>)1をみたす基本閉路 Tは含まない；

[ 2パラメータ乗加法型］ w(,)<(>)-sをみたす基本閉路 Tは含まない；

[2パラメータ分数型］ w(,)<(>)-tをみたす基本閉路 Tは含まない。

4. 負同値性定理 (negative-equivalencytheorem) 

本節では，与えられた問題 AOPからその負同値問題 NAOPを構成し，もとの問題（主問題）と

負同値問題との関係を調べる。

4. 1 負同値問題 (negative-equivalentproblem) 

結合型最適経路問題 AOP=(Opt, {tij}, S, o)の負同値問題 NAOPは，任意の実数 Uが与えられた

とき，次のように定義される：

NAOP=（面i,{it}} , 5,•), 

ただし

(i) 主問題 AOPと同じ有向グラフ G=(V, A)上の各枝(i,j)に実数fij=U-tijが付されている；

(ii)各枝長互は Rlの部分集合 S=u-Sの元である；
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(iii) 2 項演算 •:5x5 → 5 を次で定義する：

a ● b=;;。b=u-(u-a)o(u-b), a,bE S; 

(iv)年を

Opt= 
一 [Max,0pt=min,

min, Opt= Max 

と定義するとき，負同値問題 NAOPでは

0pt[w （か）］，加＝（i,j,k,…,m,N),i=l, 2,…，N-l 
piN 

を解く。ただし

; (p;N)= (;j. fjk•…• imN 
である。

注意 2

負同値問題 NAOPにおける 2項演算●について

a ob= -;;.b =u-(u-a)•(u-b), a,bES 

が成り立つ（この関係は(5)とともにド・モルガン律と呼ばれる）。さらに (5)で特に u=Oの場合

a•b=-{(-a)o(-b)} 

であり，この式から

(-a)o(-b)=-(a• b), (-a)•(-b)=- (a ob) 

(5) 

(6) 

(7) 

という関係が成り立つことがわかる。その上，数学的帰納法を用いて次の関係が成り立つことを示せ

る：

ふ・ a2..・・・ a,,=u-(a1 0 a2 0…o a,,), 

ただし釘， a2,...,an ES, ai=u-aiEu-S=Sである。

注意 3

各結合型最逝経路問題の負同値問題における集合 5 および 2 項演算•は以下の通りである。

[2パラメータ乗加法型問題の負同値問題］

S=u-S=［；（こ〗二。ui,9 :：心
R1, t=O, 

(8) 

(9) 

a• b= f(s, t, u; a, b)= (a+b-s-u)(st+tu+ 1)-abt. ・ (IO) 

とくに乗法型問題 (f(-1,1; a, b) =a Xb)の負同値問題における 2項演算は，各 uの値にたいして

u=l⇒J(-1, 1, 1; a, b)=a+b-ab, 

u=O⇒ ](-1, 1, O;a_, b)=-ab, 

u=-1⇒ ](-1, 1, -l;a,b)=-(a+b+ab+2) 

である。
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とくに乗加法型問題 (/(0,-1 ; a, b) =a+b-ab)の負同値問題における 2項演算は，各 uの値にた

いして

u=l⇒]（0, -1, 1; a, b)=ab, 

u=O⇒ ]（0, -1, O; a, b)=a+b+ab, 

u=-1⇒ ]（0, -1, -l;a, b)=2(a+b+l)+ab 

である。

[2パラメータ分数型問題の負同値問題］

S=u-S= ［一 ~+t+u, ~+t+u ], 

2(t+u)-(a+b) 
a• b=g(s,t,u;a,b)=t+u-

1 +s2(t+u-a)(t+u-b) 

(11) 

(12) 

とくに分数型問題 (g(l,O; a, b)＝にな）の負同値問題における 2項演算は，各uの値にたいして

ab 
u=l⇒g(l, 0, I;a,b)= 

である。

1+(1-a)(l-b)' 

a+b 
u=O⇒g(l, 0, O; a, b)= 

l+ab' 

-ab 
u=-l⇒g (1, 0, -1; a, b) = 

l+ (l+a)(l+b) 

とくに分数型問題 (g(l,-1; a, b) = ab 
1+（1-a)（1-b) ）の負同値問題における 2項演算は，各uの値にたい

して

である。

a+b 
u=l⇒g(l,-1, l;a,b)=~ 

l+ab' 

-ab 
u=O⇒g(l,-l,O;a,b)= 

l+(l+a)(l+b)' 

2ab+3(a+b)+6 
U=-1 ⇒g (1, -1, -l; a, b)＝一

l+(2+a)(2+b) 

4.2 主問題と負同値問題との関係（負同値性定理）

まず，与えられた問題 AOP（主問題）から構成した負同値問題 NAOPが，主問題と同じ仮定 1~5

をみたすことを示す。

集合 5 と 2 項演算●の対 (s,•) も半群となり，仮定 1 をみたすことがわかる。さらに a, bESにた

いして

a• b=u-(u-a)o(u-b)=u-(u-b)o(u-a)=b • a, 
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すなわち， 2項演算●について交換法則が成り立つので，問題 NAOPは仮定 2をみたす。さらに問

題 NAOPは，半群(5,•)が単位元 R(•)=u-R(o)をもつので，仮定 3をみたし，その上 a,b1, b2 ES, 

b1<b叶こたいして

a• か＝u-(u-a)o(u-b1)<u- (u-a)o(u-bz)=a • b2 

なので，仮定4もみたす。負同値問題 NAOPが仮定 5をみたすことは

5虞面＝U-I（Opt)＝1--
supS, Opt =min, 

infS, Opt =Max 
=I(面）

にたいして

a• I(apt) =u-(u-a)oJ(Opt)=u-J(Opt) =I(Opt), Va ES 

が成り立つことからわかる。

以上より，負同値問題 NAOPも結合型最適経路問題 AOPの一つと考えられる。したがって負同

値問題 NAOPの負同値問題が定義できる。その上， ド・モルガン律(7)より，負同値問題 NAOPの

負同値問題は主問題 AOPと一致することがわかる。

次に，主問題 AOPにおけるトラックが最適解であるための必要十分条件と負同値問題 NAOPに

おけるそれとの関係を述べる。

命題 2

問題AOPにおいて Opt=min(Max)のとき次 の (i)～（iv)は同値である。

(i)各頂点 iから終点Nへの，任意の基本路でない道PiNにたいして

(ii)ネットワーク Gが
w（か）:2:aふ(~A;N).

w (y) < (>)R (o) 

をみたす基本閉路Tを含まない。

(iii)各頂点 iから終点Nへの，任意の基本路でない道PiNにたいして

五(p;N)S ぶ(~-;;ふ），

ただしiふ(aふ）は問題 NAOPにおけるトラックの長さである。

(iv)ネットワーク Gが

; (,) > (<)R(•) 

をみたす基本閉路Tを含まない。

証明 (i)と(ii)の同値性は，命題 1よりわかる。さらに (iii)と(iv)の同値性は，負同値問題も結合

型最適経路問題 AOPの一つと考えられることおよび命題 1よりわかるので，（ii)と(iv)が同値である

ことを示せばよい。

そこで Tを

w(y)<(>)R(o) 

をみたす基本閉路とすると同閉路は，（8）より

w(y)=u-w(y)>(<)u-R(o)=R(•) 
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をたみたす。逆も同様である。したがって，（ii)と(iv)の同値性が示された。

命題 2から，主問題 AOPにおいて基本路（トラック）が最適経路であれば，その負同値問題 NAOP

においても基本路（トラック）が最適経路になり，またその逆も成り立つことがわかる。

その上，注意 1および命題 2の(ii)と(iv)の同値性から，主問題において最道解が存在する（しな

い）ことと負同値問題において最適解が存在する（しない）ことは同値であることがわかる。

さらに主問題の最適解（最適経路の長さ，最適経路）と負同値問題の最適解の間には次のような関

係がある（関係式(8)を用いて，参考文献[10]における定理 1と同様に証明できる）。

定理 1（負同値性定理）

問題 AOPにおいて Opt=min (Max)のとき，ネットワーク Gが w(y)<(>)R(o)をみたす基本閉

路アを含まないとする（したがって，負同値問題では五(,)>(<)R(•) をみたす基本閉路 T を含ま

ない）。このとき問題 AOPにおける， iから N への最短経路（最長経路）の長さ（トラックの長さ）

を aふ(A;N)とし，その負同値問題 NAOPにおける最長経路（最短経路）の長さ（トラックの長さ）

をiふ（五祓）とすると

．．  
aふ＋A;N=U,Aふ＋a:N=u (13) 

が成り立つ。特に， u=Oのとき，負同値性

＊ 

a:N= -A ;N, A; 
＊ 

iN1 fiiN=-a iN (14) 

が成り立つ。

さらに，主問題 AOPの最短（最長）経路と負同値問題 NAOPの最長（最短）経路は一致する。

5.逐次列の構成（フォード法）

第 3節で述べたように，問題 AOPにおいて Opt=min(Max)のとき，ネットワーク Gがw(y)<(>)

R(o)をみたす基本閉路アを含まないと仮定すると， トラックが最適経路になり，最適経路の存在が

保証される。もし任意の枝(i,j)にたいして tij;:::(s)R (o)が成り立てば上記仮定はみたされる。加

法型最短経路問題の場合で言えば tij凶0,V (i, j) EAが成り立てばよい。この場合，最短経路を求め

るアルゴリズムとしてダイクストラ法が代表的なものである。しかし tij<Oをみたす枝がある場合は，

この方法は使えないし，負閉路が存在して最短経路が存在しない可能性がある。その場合は最短経

路を求めるアルゴリズムの一つとしてフォード法（べき乗法）が知られている。本研究でも tij<(>)R

(0)をみたす枝を含むネットワークを扱うので，フォード法により結合型問題 AOPを解く。フォー

ド法は，もし w(y)<(>)R(o)をみたす基本閉路が存在する場合，その存在を明らかにできる。

フォードのアルゴリズム

ステップ 1（初期化） ： 

炉＝［t，N 戸 I(N),iヰN,f屈O)=R(0)
J(Opt), i~I(N), 

- 15 -
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とおく。ただし /(N)= {iE VI (i, N) EA}である。

ステップ2（反復） ： 

JP)= Opt [tij O 1P-!)J, i・キN,f~k)=R(0) 
jED(i) 

とする。ただしD(i)= {jE VI (i,j) EA}である。

ステップ3（終了判定） ： 

JP)=JP-I)'i=l,2,…，N 

(16) 

(17) 

ならば終了する。このとき， f炉が頂点 iから終点 Nへの最適経路の長さである。そうで

ない場合， k=k+lとおき，ステップ2にもどる。

上記アルゴリズムの (15)より，各 iにたいして

Jf0)=/(0pt)茫Sかまたは f、(O)＝tiNES

であることがわかるが，数学的帰納法を用いれば，任意の自然数nにたいしても

Jf")=l(Opt) e Sかまたは f;(n)ES (18) 

が成り立つことを示すことが出来る。

さらに， f1・（n)ESとなるための必要十分条件が頂点 iから終点 Nへの道で n+l個以下の枝を含むも

のが存在することであること，またfi(n)ESの場合は

Jf")=Opt[tijl O t⑭ O・・・Oい］， P=(i,j1,j2,…，j1,N) 
p,/,;11 

が成立することを (18)および数学的帰納法を用いて示せる。

この (19)式および命題 1より，次のことが成立する：

定理 2

(19) 

問題 AOPにおいて Opt=min(Max)のとき，ネットワーク Gが w(y)<(>)R(o)をみたす基本閉

路Tを含まないならば，上記のフォードのアルゴリズムは高々 N-l回の反復で終了し，各頂点 iか

ら終点Nへの最短（最長）経路の長さ（トラックの長さ） aふ(Aふ）が求まる。

証明 命題 1より，基本路（トラック）が各頂点 iから終点 N への最短（最長）経路となる。と

ころが，各頂点iから終点Nへの全ての基本路は高々 N-l個の枝しか含まないので，（19)式より

JFN-2)=aふ(Aふ）＝JFN— i), i=l, 2,…，N 

を得る。すなわち，フォードのアルゴリズムは高々 N-l回の反復で終了し，最適経路の長さ（トラッ

クの長さ）を得る。

この定理より，もしフォードのアルゴリズムがN-1回の反復で終了しない場合は，ネットワーク G

がw(,)<(>)R(o)をみたす基本閉路アを含むことがわかる（例 1参照）。

最適決定関数列冗伯）（・）を

で定義する。そこで

とおくと

(k-1) 
fい＝ Opt[tij O JP-l)]=t,冗 (k)(;)Of 

冗 (k)(i)
jED(i) 

］＝冗(N-l)(i),k=冗（N-2)0),…，N=冗（1）伍）

- 16 -
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(i,J, k,…，成N)

が頂点 iから終点Nへの最適経路である。

以下，具体例を述べる。

例 1. 図 lのようなネ・ットワーク上で，乗法型問題(min,{tij}, (O,+(X)），x)を考える。表 1を見ると

fj4)=/=-f l5)であり，アルゴリズムは 5(=N-1)回の反復で終了していない。したがって定理 2より w（y)

く1をみたす閉路がネットワーク上に存在していることがわかる (w(y) <lをみたす閉路の存在が明

らかにされた）。実際，閉路ァ＝（3,5, 4, 3)の長さ w(y)は全で 1より小さい。

1
-
3
 

1
-
2
 1

-
2
 

3
 

3
 

1 
2 

図 1 Opt=min, a o b=aXb, S=(O,+oo)，ヨrs.t.w(y)<1

表 1:乗法型問題 (ao b=aXb) における遂次列

Node ft •(O) fit (l) ft •(2) f1 •(3) ft •(4) fit (5) ．．． 

1 00 CX) 
1 1 1 1 ... 
2 4 4 4 

2 00 
1 1 1 1 1 ... 
6 6 6 8 8 

3 00 2 3 3 3 ， ．．． 
2 4 4 4 16 

4 , 1 1 1 2 2 2 ．．． 
2 2 2 8 8 8 

5 3 2 2 3 ， g ... 
2 2 2 8 8 

6 1 1 1 1 1 1 ．．． 

例 2. 図 2のようなネットワーク上で，道の長さが 2項演算 ao b=a+b+abを用いて定義された問

題(Max,{tij}, (-1,+(X)）， 0) (2パラメータ乗加法型問題の 1つ）を考える。このネットワークには W

(Y) >0をみたす閉路は存在していない。そこで表 2からわかるように，アルゴリズムは 4回の反復

で終了し，各頂点 iから終点 6への最長路長はfl!4)(=A;6)である。また各頂点 iから終点への最長経

路は，表 3より

(1,冗(5)(1)，冗(4)(3)，冗：（3)(2)，冗(Z)(4)) = (1, 3, 2, 4, 6)' 

(2, 4, 6), (3, 2, 4, 6), (4, 6), (5, 4, 6) 

であることがわかる。

例 3. 図 3のようなネットワーク上で，道の長さが 2項演算 aob=~を用いて定義され

- 17 -
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た問題(min,{ t ij}, (0, 2), ・ o) (2パラメータ分数型問題の 1つ）を考える。このネットワークには w(y)

<lをみたす閉路は存在していない。そこで表4からわかるように，アルゴリズムは4回の反復で終

了し，各頂点 iから終点6への最短路長はf;・¥4)(=a五）である。また表 5より，各頂点 iから終点への

最短経路は

(1, 3, 2, 5, 6), (2, 5, 6), (3, 2, 5, 6), (4, 6), (5, 6) 

であることがわかる。

1
-
3
 

1
-
2
 

ー＿
3

1
-
3
 

1 
3 

図2 Opt=Max, a o b=a+b+ab, S=(-1,+oo)ラ O=R(o)

表2:乗加法型問題 (ao b=a+b+ab)における遂次列

Node fit (O) fit (l) fit {2) ft •(3) J/t 4) = Ai* 6 

1 -1 -1 5 3 3 27 

2 -1 1 1 1 1 

3 -1 1 2 2 2 ， 
4 1 1 1 1 1 

2 2 2 2 2 

5 1 1 1 1 1 
3 

6 

゜゚ ゜゚ ゜
表3:乗加法型問題 (ao b=a+b+ab)における最適決定関数列

Node 印）（i) 7r(2) (i) 7r(3)(i) = 7r(4)(i) = 7r(5)(i) 
1 2 or 3 3 3 

2 4 4 4 

3 5 2 2 

4 6 6 6 

5 4 4 4 
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3
-
2
 

6
-
5
 

4
-
3
 

3
＿2
 ー＿

2

ー＿
3

2
-
3
 

ー＿
4

図3

<
Opt=min, a ob= 1+fiー~. S=(0,2)ラ 1=R(o) 

表4 :分数型問題(1+（1_:f(1-b))における遂次列

Node fit O) f t • (1) ft •(2) ft •(3) ft •(4) = a i＊ ・ 6 

1 2 2 
， ¥ ¥ 
22 41 41 

2 2 2 2 3 3 
5 5 5 5 

3 2 g 旦 12 旦
8 13 13 13 

4 2 2 2 2 2 
3 3 3 3 3 

5 1 1 1 1 1 
4 4 4 4 4 

6 1 1 1 1 1 

表5:分数型問題(1+（1ー：f（1-b)）における最適決定関数列

Node 7r(1)(i) 7r(2) (i) 7r(3)(i) 

1 2 or 3 3 3 

2 5 5 5 

3 5 2 2 

4 6 6 6 

5 6 6 6 

6. 負同値法 (negative-equivalentmethod) 

負同値問題 NAOPも結合型最適経路問題 AOPの 1つなので， 前節で述べたフォードのアルゴリ

ズムを用いて解ける。 さらに定理 1 （負同値性定理） を用いると，負同値問題 NAOPの解（最適経

路およびその長さ）から主問題 AOPの解を構成することができる。そこで与えられた問題 AOP=

(Opt, {ti), S, o)を次に述べる負同値法で解くことができる。

- 19 -
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負同値法

手順 1 与えられた問題 AOPの負同値問題 NAOPを構成する。

手順 2 負同値問題を次のアルゴリズムを用いて解く：

負同値問題におけるフォードのアルゴリズム

ステップ 1（初期化） ： 

l;N iEJ(N), 炉＝lI（国）， 1¢I(N），圧N, 知＝R(•) (20) 

とおく。

ステップ2（反復） ： 

f1(k)=0pt [t,) •ffK-l)], f§k) =R(•) 
jED(i) 

とする。
(21) 

ステップ 3（終了判定） ： 

jfk)= j?-1', i=l,2,…，N (22) 

ならば終了する。このとき，］炉が頂点 iから終点 Nへの最滴経路の長さである。そうで

ない場合， k=k+lとおき，ステップ2にもどる。

手順 3 負同値問題における最適経路を求める：

(k) fl =0pt [t,, •ffK-1) ]=tin(k)(l) •f知応
jED(i) 

］＝冗(N-1)(i),k=n<N-2)(]),…，N=n(l)(m) 

とおくとき

(i,],k,…，尻N)

が頂点iから終点Nへの最適経路である。

手順4 手順 2, 手順 3で求めた負同値問題における最適解から，主問題における最適解を次のよ

うに構成する：

最適経路

(i,J,k,…，m,N), i=l, 2,…，N-1; 

最短（長）経路の長さ aふ(Aふ）

応＝u-A、N,A;N=u-a、N, i=l,2,…，N, 

ただし元ん（砧）は負同値問題における最長（最短）経路の長さである。

注意4

主問題 AOPおよび負同値問題 NAOPにフォード法を適用したとき，最適路長を求めるための手

間を，大小比較と加減乗除の回数（の最大値）で評価し，比較検討する。

まず主問題として，乗加法型問題(ao b=a+b-ab)を考える。各反復（ステップ2)において， 3(N

-1)2回の演算 ((N-1)2回の加法，（Nー 1)2 回の減法，（N— 1)2 回の乗法）および(N— 1) (N-2)回の

大小比較が必要である。定理 2より高々 N-1回の反復で最適解が求まるので，結局（い「2-9N+5)(N 
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-1) =4N3-13N虹14N-5 回の計算が必要である。一方，その負同値問題 (a• b=ab)にフォード法を

適用すると，各反復で，（N— 1)2 回の乗法および (N-1) (N-2) 回の大小比較ですむ。また N— 1 回の

反復で最適解が求まるので，結局(2N2-5N+3)(N—1) =2N3-7N2+8N-3回の計算が必要であるが，

この回数は主問題における計算回数のおよそ半数である。

次に主問題として，分数型問題(ao b =ab I (1 + (1-a) (1-b)））を考える。各反復で， 6(N-1)2回の

演算 ((N-1)2回の加法， 2(N-1戸回の減法， 2(N-1)2回の乗法，（N-1)2回の除法）および(N-1)(N 

-2)回の大小比較が必要である。また N-1回の反復で最適解が求まるので，結局(7N2-15N+8)(N-1) 

=7炉ー 22炉＋23N-8 回の計算が必要である。一方，負同値問題 (a•b= (a+b)/ (1 +ab)）では，各反復

で 4(N— 1)2 回の演算 (2 (N-1)2回の加法，（N-1)2回の乗法，（N-1)2回の除法）および(N-1)(N-2) 

回の大小比較ですむ。そこでN-1 回のすべての反復では，（5N2~llN +6) (N—1) =5N3-16炉＋17N— 6

回の計算が必要となる。したがって，負同値問題では主問題において必要とされる計算回数のおよそ

今の計算回数で最適解が求まる。

以上のことから，結合型最適経路問題 AOPを解く場合に，負同値法が計算回数の軽減に有効であ

ることがわかる。

例 4．図 4のようなネットワーク上で，道の長さが 2項演算 aob=a+b-abを用いて定義された問

題(min,{tij}, (-00,1), o) (2パラメータ乗加法型問題の 1つ）を考える。この問題を負同値法で解く。

｝ 

1
-
4
 

-2 

-1 

ー＿
3

1
-
2
 8

-
9
 

-1 -3 

-2 、

図4 AOP: Opt=min, a o b=a+b-ab, S= (-oo, 1)ラ O=R(o)

手順 1: u=lとすると上記問題の負同値問題は，図 5のように各枝長 iりが定義された問題であり，

NAOP= (Max, {t1), (O,+oo), X) 

である。

手順2:表6からわかるように，負同値問題におけるフォードのアルゴリズムは4回の反復で終了

し，各頂点iから終点への最長路長は］i4)（＝i五）である。

手順 3:表 7より負同値問題における各頂点 iから終点 6への最長経路は

(1, 3, 5, 6), (2, 4, 3, 5, 6), (3, 5, 6), (4, 3, 5, 6), (5, 6) 

であることがわかる。
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手順4:手順2, 手順 3より，主問題における最遥解は以下の通りである：

最短経路： （1, 3, 5, 6), (2, 4, 3, 5, 6), (3, 5, 6), (4, 3, 5, 6), (5, 6) 

最短経路の長さ a五：

咋＝1-ぷ＝ー23,a五＝1-ぷ＝ー11,

aぶ＝1-ぷ＝ー11,aぶ＝1-ぷ＝ー23,

咋＝1-ぷ＝ー3，心＝1-ぷ＝0.

3
＿4
 

2
-
3
 

1
-
2
 

3
 

2
 

1
-
9
 

2
 

4
 

3 

図5 NAOP: Opt=Max, a• b=ab, S=(O,+oo)ヨ1=R(•) 

表 6:負同値問題：乗法型 (a• b=ab)における遂次列

Node ft •l0) ft ・~1) ft •(2) ft ・(3) 炉＝Aぷ
1 

゜゚
24 24 24 

2 

゜
2 2 12 12 

3 

゜
12 12 12 12 

4 3 3 24 24 24 

5 4 4 4 4 4 

6 1 1 1 1 1 

表 7:負同値問題：乗法型 (a• b=ab) における最適決定関数列

Node 砂）じ） 7r(2)(i) 7r(3)(i) 社(4)(i) 

1 2 or 3 3 3 3 

2 5 5 4 4 

3 5 5 5 5 

4 6 3 3 3 

5 6 6 6 6 

- 22 -



閉路を含むネットワーク上の結合型最適経路問題の負同値法による解法

例 5. 図6のようなネットワーク上で，道の長さが 2項演算 aob=~)を用いて定義され

た問題(Max,｛叫，（0,2)'0) (2パラメータ分数型問題の 1つ）を考える。この問題を，やはり負同値

法で解く。

手順 1: u=lとすると上記問題の負同値問題は，図 7のように各枝長りが定義された問題であり，

NAOP=(min,{tij},(-1, I),•) 

である。ただし， a•b= 岳念である。

］ 

5
-
3
 

1
-
2
 

3
-
4
 3

-
4
 

2
-
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1
-
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図6

！ 
AOP: Opt=Max, a o b= 1+i1ー：f（1-b)，S=（0,2)ヨ1=R(o) 
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ー＿
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［＼よ／ ＼上／／ ｝ 

1 
3 

図7 NAOP: Opt=min, a• b=岳俎， S=(-1,1)ヨO=R(o)

手順2:表8からわかるように，負同値問題におけるフォードのアルゴリズムは 3回の反復で終了

し，各頂点 iから終点への最短路長は］炉（＝ふ）である。

手順 3 :表 9より負同値問題の各頂点 iから終点 6への最短経路は

(1, 2, 4, 6), (2, 4, 6), (3, 5, 4, 6), (4, 6), (5, 4, 6) 

であることがわかる。

手順4:手順2, 手順 3より，主問題における最適解は以下の通りである：

最長経路： （1, 2, 4, 6), (2, 4, 6), (3, 5, 4, 6), (4, 6), (5, 4, 6); 
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-． 45 -. 9 
品＝1-a;6=_:..:._,Aぶ＝1-a26=-

23 
， 

5 ’ 

-． 36 -． 3 
A正 1-a36=-A炉 1-a46=-

23'2'  

-． 9 -． 
A正 1-a56=-, Ai=1-a66=1. 

7 

表 8:負同値問題：分数型 (a• b＝笠点）における遂次列

Node Jt .（O) ft ・(1) ft ・(2) Jt .(3) = a-i＊ . 6 

1 1 1 22 
223 2 

23 

2 1 4 4 4 
5 5 5 

3 1 1 
213 3 213 3 

5 

4 -.! -L -1 _l 
2 2 2 2 

5 1 2 2 2 
2 7 7 7 

6 

゜゚ ゜゜
表 9:負同値問題：分数型 (a• b＝岳森）における最適決定関数列

Node 砂）（i) 古）（i) 7r(3)(i) 

1 2 or 3 2 2 

2 4 4 4 

3 5 5 5 

4 6 6 6 

5 4 4 4 
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