
九州大学学術情報リポジトリ
Kyushu University Institutional Repository

経済動学とカオス制御

時永, 祥三
九州大学経済学部 : 教授

https://doi.org/10.15017/4362847

出版情報：經濟學研究. 66 (2), pp.1-15, 1999-09-30. 九州大学経済学会
バージョン：
権利関係：



経済動学とカオス制御

時 永 祥

1. はじめに

観測される時系列やシステムの挙動に見られ

る不規則な変動は，従来より確率過程を用いて

モデル化されることが多かった。これに対して

カオス理論は，これらを決定論的な方程式によ

り定式化する方法であり，異なる角度からのア

プローチであるとして注目されている [1]~[6]。

カオス理論では，一見不規則と思われる現象が

方程式により解明されるため，予測や推定の適

用，あるいは挙動のダイナミックナ特性を検討

するのに好都合となっている。経済モデル分析

においても，不均衡の動学モデルを前提とした

場合の定式化に利用され，多くの興味ある性質

が導出されている。

しかしながら，カオスはもともと予期しない

変動に属するものであり，工学分野においても

除去すべき対象として見なされてきた。従って，

経済動学においても，カオス理論が適用されは

じめた当初から，不安定な周期変動から安定的

な挙動へと移行するための入力やシステムの変

更について議論がなされてきている。このよう

なことから，カオス的な性質があるかを分析す

ることや，カオス経済動学によりシステムを解

析する手法などと同様に，カオスを制御する方

法を検討することは興味あることがらである。

本論文では，カオス的な性質を含む経済動学

において，システムヘの制御入力により不安定

周期変動を安定化するカオスの制御法を述べる

とともに，代表的なカオス経済動学への応用を

示す。このことは，一見，不規則とも思える経

済の挙動を，政策的に制御して，ある目的にレ

ベルに移行することができる手段を提供できる

ことを示している。

すなわち，効率的市場などにより説明されて

いる均衡点に注目した政策が存在する一方で，

あるいは規制や制御により常に均衡点へと移行

されている経済が存在しうること，あるいは，

変動がある，いわゆる不均衡経済での政策にお

いて，証券市場や資本市場でのボラティリティ

の発生と，これをもとにした有能なトレーダ戦

略の存在しうることを裏付ける 1つの例題とも

なっている。

以下， 2．ではカオス研究におけるカオス制御

の位置について概要を述べ， 3．では経済動学モ

デルを中心としてカオスの理論と応用に関して

整理する。 4．では，カオス制御の方法を用いて，

カオスにより発生された不均衡経済モデルの経

路を，ある安定な不動点に移行する方法につい

て述べ， 5．では実際的な応用例を与える。

2. カオス理論の基礎と応用について

2. 1カオス研究の意義

現在では，カオス理論は工学分野だけでなく，
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各種の研究分野でとりあげられるようになって

いる。従って，その研究の意義について，改め

て多くを述べる必要はないので，以下では，研

究の応用やその活用に関して簡単に整理しておく。

カオス研究には，次の 3つの分野があると言

われている。

(1) カオス発生のメカニズム解明

システムを記述する方程式やシミュレーショ

ン結果をもとにして，システム挙動にカオス性

が見られるかを検証する。カオスが発生するこ

とにより不都合な状況が生じる場合には特に有

効である。

(2) カオス制御

カオス制御とは，いったん発生したカオス的

な挙動を，システム制御理論を用いて安定な挙

動に移行させる方法である。工学分野では運動

体の安定化のほかに流体の安定化などへも応用

されている。経済分野では経済システムを安定

化させる財政投入などをモデル化することがで

きる。

(3) カオス応用

システムが発生するカオスを積極的に応用す

る研究は少ないのが現状であり，実際にはカオ

スを抑制する，あるいは除去するための条件を

探すことが目的となっている。しかし，カオス

により変動する現象へといったん変換し，あと

でこれを戻す操作を利用する暗号化の理論が示

されている。また，カオスが決定論的な方程式

で記述されることを用いて時系列を予測する手

法が展開され，証券市場，資本市場などカオス

的な動きを応用して予測をする可能性など有用

な分野も残っている。

本論文では， （2）カオス制御の応用として，

変動する市場，景気動向などを，どのレベルで

制御することができるかを議論している。政策
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的な財政の投入などによる周期変動の抑制など

がモデル化できる可能性がある。 (3)のカオス応

用に関して，カオス的な市場を仮定することに

より，通常の定常的な仮定のもとでの結果と比

較して高い利益，効用が得られることが示され

ている。このことは，証券市場，資本市場など

の変動する環境をうまく説明できるとともに，

不安定性を積極的に活用する政策の可能性を開

いている。しかし，このことは別に論じたい。

2.2カオスと決定論的方程式

経済時系列に代表される経済データは，現在

まで不確実現象であるとの前提で解析が進めら

れており，例えば時系列を確率過程であると見

なして ARMA（自己回帰移動平均）モデルなど

をあてはめて，種々の方法でモデルのパラメー

タを推定することが行われている。カオス理論

は，これらの確率過程のモデルとは異なり，い

わゆる決定論的方程式によりデータが生成され

るとするものであり，基本的な差異がある。従っ

て，カオスとして発生された時系列も，一見す

ると確率過程のように思えるが，解析を行うと

カオスであることを確認することができる。

この確認の方法としてはいくつか存在する

が，アトラクタの形状をもとにした方法である

と言える。アトラクタは時刻 tとt+lにおける

変数（関数）値を 2次元の横軸と縦軸にとって描

いたものであり，このアトラクタの形状がはっ

きると見えるのがカオスの特徴である。

例えば，良く知られているカオス発生のモデ

ルとして次を考える。

y (t+ I) =ay (t) (1-y (t)) (1) 

このモデルの経済学的な解釈としては，次のよ

うなものがある。変数 y(t)を広告宣伝費用と

した場合，今期 tにおける売上R(t)は宣伝費用
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に比例するが，反面， これを増やしすぎると減

少に転じるので， R(t)=by(t) (l-y(t)）となる。

この利益に比例して来期の宣伝をするので，式

(1)で来期の宣伝費用を決めている。 これをロ

ジスティックマップ(logisitcmap)とよんでい

る。

このとき，変数 y(t)の変化を調べるために，

パラメータ aを横軸にとり変化させながら y(t) 

を縦軸に描いたものが図 1である。図 1' 図2

が示すように，変数 y(t)の形状は，パラメー

夕 aが3をこえるあたりから不規則な変動とな

ることがわかる。いわゆるカオス領域に入った

ことを示す。図 2は， y(t)を横軸に，縦軸には

y (t+ I)をとり描いたものである。図 2に示す

ように，時刻 t,t+lにおける変数の値は 1つの

方程式で結ばれているので， その軌跡（アトラ

クタ）は明確な形状をしている。 もし， ARMA 

モデルにより時系列を発生させて相図を描いて

も，ばらばらな点の集まりになる。カオスは，

このように決定論的な方程式により生成され，

パラメータの微妙な変化によりカオス領域に入る。

カオスのもう 1つの大きな特徴は，初期値ヘ

の依存性である。式(l)に示した方程式におい

て，変数 X(t)の最初の値（初期値）がわずかに異

なる 2つのケース（例えば， 1.0000と1.0005)を

考えた場合に，時間の経過とともに，

つのケースでの変数 X(t)の値（挙動）は大きくず

これら 2

れてしまうことが理論的に証明できる。カオス

の発生は決定論的な方程式によりなされるが，

その微妙な変化が大きな差異をもたらるという

意味で，従来の確率過程に基づく不規則変動と

は異なる側面を与えている。

2.3カオス発生メカニズム

カオス理論が気象学において微分方程式を解
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く場合に見られる異常な現象の発見から発展し

たように，現在まで自然科学の分野において理

論的な展開や応用がなされている [7]~[9]0 

1.2 

しか

し，すでに述べたように，システムを記述して

いる方程式をもとにして，簡単な計算によりカ

オスが発生するかどうかを検証することは困難

である。そのため，現実には，次のような方法

によりカオスとなるかどうかの判断が行われる。
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(1) 分岐状況から判断する

システムのパラメータを変化させながら無作

為に挙動をチェックしてもカオス発生を確認で

きないため，システムの分岐条件からカオスと

なっているかどうかを判断することが行われる。

(2)既知のシステムヘ帰着させる

カオス発生に限らないが，システムを記述す

る方程式を変換していき，すでにカオスを発生

することが分かっている方程式と同じであれ

ば，カオス発生が確認できる。

(3) 形式的カオスの判定

形式的カオスの発生とは，一般にリー・ヨー

ク定理とよばれているものを用いる方法であ

り，周期的な軌道が発生する条件が満足されて

いればカオスとなる可能性がある（全部ではな

いので形式的とよばれる）。

従って，一般的にシステムがカオスとなりう

るか，あるいはカオスを発生するかどうかは，

簡単には求められない。特に，工学分野と同様

に，経済学の場合にも，多くの制約条件を含み

ながらシステムを記述する方程式体系が得られ

ており，その構成を任意に変更することはでき

ない。

あとでの議論の都合上，ここでリー・ヨーク

(Li and York)の定理について整理しておく [10]0 

（リー・ヨークの定理）

Bを区間 I=[a, b]から同じ区間への連続な写像

とする。このとき

B(q2区q。<B(q。)＜B(q1) (2) 

または

B （ゎ） ~q。<B(q。)＜B(q1) ・ (3) 

を満足する点 q。が区間 Iに存在すれば，次の

ことが言える。

(1) Bはすべての正の整数Kに対して K周期

点をもつ。
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(2) S CIなる非加算集合が存在し， Sはど

のような周期点も含まない。

3.経済動学モデルとカオス

3. 1経済動学でのカオス研究

一般にカオスが発生するには 3次元以上の空

間が必要であるとされており， 2次元自律系の

場合にはアトラクタは単なるリミットサイクル

になる。しかし，時間を加えると 3次元システ

ムと等価となることが知られており，更に，無

駄時間をシステムに取り込むと，次元は無限と

なりカオス発生の可能性が生まれてくる。すで

に述べたリー・ヨークの定理や，後で述べる世

代重複モデルはこのような条件を保証する 1つ

の方法となっている。

1990年ごろから経済学においても積極的にカ

オス理論を適用する試みがなされており，従来

とは異なる新しい結果や解釈を生んでいる。こ

れを具体的に言えば， l）カオス時系列の応用， 2)

不均衡経済モデルの導入， 3）動学モデルにおけ

るカオスである。以下では，これらの概要につ

いて述べるとともに，カオス理論を適用する意

義について整理する。

(1) 経済時系列のモデル化

カオスが不規則な変動をモデル化する方法と

して展開されている 1つの背景として，時系列

解析への応用があげらる。すなわち，時系列を

カオスによりモデル化することが可能なら，確

率過程の理論ではなく確定的な式で時系列の予

測が可能となることが期待される。このような

理由で，カオスを時系列解析に応用する研究は，

現在まで比較的多数行われている。

経済分野に限定すれば，その範囲は為替レー

ト変動，株価， TBなど債券価格などから各国
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の GDPの成長率まで及んでいる。これらの研

究の多くが，アトラクタの描画，相関次元の計

算，リアプノフ指数の計算により，時系列がカ

オスであるかどうかを判断するものであ

る[11]~ [13]。工学分野では，アトラクタを推定し

たのち， これを外挿する方法により時系列を予

測しており， ARMAモデルのようなモデル推

定，予測に類似した方法が適用されている。

(2) 不均衡経済モデル

現在まで，マクロ経済学を中心として経済の

諸要素のバランスを前提とした，いわゆる均衡

モデルが展開されてきている。これは，例えば，

予算制約のもとで便益を最大化するような条件

と，その場合の解をもとめる方法であり，経済

の均衡を解明する問題である。従って，応用一

般均衡 (AGE:Applied General Equilibrium) 

などのような数値解析の方法においても，完全

に均衡したあとの経済状況を求める問題に帰着

されている。

しかし，現実には証券市場や資本市場におけ

る激しい変動，あるいは，そのような変動を積

極的に利用する投資家の存在など，不均衡経済

モデルを前提とした政策や行動が見られる。経

済均衡にいたるまでの十分な時間経過を仮定す

ると，確かに均衡点は意味をもつが，その途中

の段階における投資行動などの解明は，これら

に比較しても意味のある情報を与える。従って，

経済が変動することを前提とした不均衡モデル

を積極的に活用し，決定論的なモデルとして記

述手段としてカオス理論が用いられている。

(3) 動学モデル

経済学における動学モデルとは， 1つの世代

だけのモデルだけではなく，次の世代までを考

慮したモデルである。一般にこれを拡張すると，

複数の世代にまたがった解析が可能となるの
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で，通常は 2世代にわたる解析が行われる。マ

クロモデルなど，構造方程式で記述されるモデ

ルでは， 1つの世代にまたがった経済構造が記

述され，いわばクロスセクション分析が行われ

る。もちろん，資本ストックのように， 1つ前

に期における変数が関連づけられることもある

が，あくまでも静的な関係式である。

これに対して，老年世代と青年世代の 2つの

世代を同時にモデルに組み込む方法（人は青年

と老年の 2期間だけ生存して消費する）により，

カオス性が生まれることが Grandmont と

Geanakoplosにより独立に理論的に証明され，

これを用いた分析方法が提案されることになっ

ている。これを世代重複モデル (overlapping

generations model)とよんでいる。次にその定

理とその意味を示す。これは青年世代と老年世

代との間の賃借関係が存在し，その利子率を介

して消費決定と資産投資決定の間でバランスを

取ろうとする傾向が形式的カオスを生むと解釈

されている。 (Grandmont(1985), Geanakoplos 

(1989) [!4] 

世代重複モデルの 1財定常的経済において

は，均衡価格について K周期点をもつ均衡循環

が存在し，また無数の周期点がある。すなわち，

形式的なカオスが存在する例を多数作れる。

この定理は，直観的に言えば工学分野におけ

る時間関数とその微分の導入に相当すると考え

られる。このような時間の導入はダイナミック

スとも呼ばれ，時間の経過によってシステムの

挙動が変化していくことに対応している。従っ

て， 1つの期だけを前提としたモデルでは発生

しなかった時間的に変動する要素の出現や，不

規則な変動をモデルにとり入れることが可能と

なる。
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3.2 レスラー方程式を基本として

経済分野へのカオス理論の導入は，さまざま

な形で行われているが，特に，工学分野での研

究者との共同作業で新しい方向が見いだされて

いることは興味深い。このようなモデル導出の

過程を系統的に分析するのは意義のあることで

あるが，本論文では論文の後半において，カオ

ス制御法の適用による不均衡経済モデルの均衡

点への移動や，カオス導入による利益，効用の

増加を議論するので，ここでは代表的なモデル

を対象としておく。

経済動学の分野でカオス発生のモデルとして

良く知られているものに，次のようなものがある。

(1）ロジスティック・マップ

すでに述べた広告宣伝費の推移の式である。

y(t+l)=ay(t) (1-y(t)) (4) 

これにより説明される経済動学は同様な性質を

もつ対象について可能である。

例えば，時刻 tにおける資本 k(t)についてな

りたち，次の式で表現される。

k(t+l)=jk(t) (1-k(t)/c) (5) 

あるいは，微分形では

dk (t) / d t = j k (t) (1-k (t) le) (6) 

ここで， k(t) SCの間，資本蓄積が進行する。

(2) フォン・ノイマン・モデル[3]

フォン 一‘•ノイマン・モ丁ル (von Neumann 

model) とは，次の方程式で記述される離散シ

ステムを指しており，パラメータ aの選択の方

法によりカオスが発生することが知られてい

る。 y(t), U (t), W (t), V (t)は，それぞれ，産出，

単位労働費用，賃金，雇用比率である。

y (t+ 1) =y (t) I (a+u (t+ 1)) 

u (t+ 1) =aL (t+ l)w (t+ 1) 

v (t) =L (t) !N(t) =aLy (t) /N(t) 

(7) 

(8) 

(9) 

このとき，パラメータ aの選び方により， u(t) 
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とv(t)とを描いた相図がカオス的となるケース

が生じる。

(3) 非線形加速度原理[3]

資本能力を K,産出する複合財を Yとする

とき， Yを生産する必要な生産能力を R とす

る。このとき，資本・産出比率rを用いて

Y=R/v (IO) 

とする。資本能力の増加分は

dK/dt= (1/r) (vY-K) (11) 

として捉えるとができる。 Yの需要は消費 c

と投資Kからなるとすると

Y=C+dK/dt (12) 

消費は Yに比例して決まるので

C=aY +/3, O<a<l,/3＜C (13) 

投資をある水準にあると仮定すると， Yの均衡

値 y*は

Y*= (/3＋dK/dt) I (1-a) (14) 

これはKの増加により Y＊しま乗数(1/(1-a)をさ

す）の大きさ分だけ増加する，いわゆる乗数原

理である。このままではカオスは生じないが，

資本の増加減少 dK/dtに関して非線形性区分線

形性を導入することにより，異なる挙動が生じ

る。資本能力の不足，剰余に応じて資本の増強，

廃棄が行われると仮定する。

このとき， K,dK/dtを横軸，縦軸とする図（相

図）を描くと，リミットサイクルが現れる。

(4) ビジネスサイクルと振動[3)

工学分野では，最初の実験的に観測できるカ

オス現象として，電子回路により模擬される

ファン・デル・ポールの非線形方程式が良く知

られている。経済学者のグットウイン

(Goodwin)は，このファン・デル・ポール方程

式にヒントを得て，ビジネスサイクルをモデル

化する方法を提案している。その方程式は， 1 

つの変数について次のように書かれている。産
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出を y(t)，ゅ(.)を区分線形の非線形関数とする

とき，次で与えられる。

Ed2y/dt予＋0)+(1-a)y（て＋0)

ーゅ(dy/dt))=/3 （15) 

これは，しばしば，グットウインの 2工程振動

子とよばれている。

(5) レスラ一方程式とシュンペーターの問

題[8)[9]

3次元微分方程式のシステムでカオスを生成

するものとしてローレンス系とレスラー系が良

く知られている。特に， レスラー方程式は 1つ

の非線形性だけでカオスを発生する興味ある性

質をもっている。これは，次のように示される。

dv/dt=-u-z (16) 

du/dt=v+au (17) 

dz/dt=b+z (v-c) (18) 

レスラー系を経済動学で解釈する場合， v,uに

対して，それぞれ，雇用比率，労働のシェアを

対応させる。変数 zはシステムを制御するため

の変数として取り扱われれる。

(6)不均衡モデルと区分線形システム[15)

不均衡モデルにより経済動学における説明力

をたかめることが行われているが，そのモデル

においてカオスを発生させるメカニズムを組み

込む試みが行われている。文献[16]により導入

された従来の不均衡モデルのカオス導入は 1つ

の興味ある結果を与えている。 2つの主体と 2

つの市場 (2部門モデル）であり，システムは

次のように記述される。

yD(t) =a+bL(t),L沢t)=d, 

Y5 (t) =I(t-1) +oL (t) (19) 

LD(t) =max[O, (Se(t) + (Jd(t)-J(t-1))o] 

(20) 

I(t) =max[O, Y5(t)-Y叫t)] (21) 

ここで， L叫t),L5(t)は時刻 tにおける労働力
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の需要と供給であり， Y叫t)'ys(t)は時刻 tに

おける消費財の需要と供給である。また， L(t) 

は時刻 tにおける労働力需要であり，Jd(t)'5e (t) 

は時刻 tにおける在庫需要要求と期待販売量で

ある。

L(t) =Min(L町t),L沢t)),Y(t) = 

min(Y町t)'炉（t)) (22) 

であるので，労働需要 L(t)=L (I (t)）は

L (l(t)) =max (0, Min (d, ds)) (23) 

ds= (1 +/3）a-J(t)/(oー（1+/3)) b (24) 

として記述される。これは，区分的に線形の関

係式ではあるが，全体では非線形となる，いわ

ゆる区分線形システムとなっている。最初の方

程式系の第 3番目，あるいは，これを代入した

式(22)にカオス性が含まれている。

文献[15]では，企業の利益関数および労働者

のユーティリティ関数を定義して，これらを最

大化するメカニズムを仮定した場合に，均衡モ

デルにおける平均値に比較して，不均衡モデル

で動学にカオスが含まれるケースでは，利益

(return)および効用 (utility)のどちらも相対的

に大きくできることを示している。このことは，

経済の変動が企業，労働者に有利となることを

示す点で興味ある。

4. カオス制御による均衡点への移動

4. 1カオス制御

カオスは1950年代に研究が開始された動的制

御理論の分野においても見いだされており，当

時はシステムの特性や挙動にとって好ましくな

いものとして考えれられていた。しかし，すで

に見てきたように現在ではこのような不規則

なカオスの性質を積極的にシステム記述にとり

いれることがなされている。ここで述べるカオ
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ス制御の課題は，実はカオス理論の研究が開始

された時期の議論にこたえる内容のものとなっ

ている。すなわち，カオス的な挙動をするシス

テムを，外部から制御することにより，カオス

的ではない状態に移行させる方法を示すことに

ある [l7][18]。

このような，カオスから抜け出すための制御

方法を，一般にカオス制御とよんでいる。カオ

ス制御が必要とされる分野やその意義について

は次のように整理される。

(1)不規則変動を止める

不均衡経済モデルに見られるように，カオス

的な状況のもとでは経済モデルに変動要因が含

まれ，システムはいつまでたっても安定しない。

しかし，課題として，ある経済政策をとること

により，不規則に変動する経済モデルから，安

定した挙動へと移行させる方法を見いだす必要

があったとする。例えば，混乱する市場や経済

環境を，政府の政策で鎮静化するなどの例が考

えらる。カオス動学では，カオスでない状態へ

移行させる場合，最初に選ばれるのが不動点で

ある。経済動学における不動点がこのような力

オス制御により達成される。通常は市場は不規

則に変動し，それぞれの投資家に利益をもたら

しても構わないが，特定の時期に政府などが介

入して安定化できる可能性があるかなどを検討

する理論的基礎を与える。

(2)周期振動へ均衡させる

カオス制御により不動点に移行させるほか

に，周期的な振動に対応するアトラクタを目標

とする場合もある。もちろん，アトラクタにこ

のような周期振動が含まれている必要がある。

周期振動へのシステムの移行は，経済動学では

季節的な変動を許した上での経済の安定化など

として解釈できるであろう。
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(3) 特定の時系列成分を取り出す

カオスをネットワークとして結合した機構を

利用した時系列記憶のシステムでは，複数の時

系列パターンを同時に記憶させる構造を作るこ

とができる。しかし，システムがカオス的な変

動をしている限りは，このようなパターンが繰

り返し出現するだけであり，特定の時間，時刻

で目的とする時系列を取り出すことができな

い。このような場合に，カオス動学において，

特定のパラメータを調整することにより，記憶

された時系列パターンを取り出すことができ

る。正確には，このような動作を連想記憶とよ

んでいる。

4.2カオス制御の簡単な例

以下では，カオス経済動学における制御対象

として，カオス性をもつ代表例であるレスラー

方程式系を考察する。以下で述べるように，シ

ステム制御理論により，カオス制御の方法が導

出されているが，この前に経験的に発見された

制御法を述べておく。この方法の基本は，シス

テムの動作の途中で，システムのパラメータを

変更する方法であり，システムの構造こそ変わ

らないが，システム挙動が変更されてしまう問

題がある。以下では，グットウインにより示さ

れた方法を例にとって説明する。あらためてレ

スラー系を示す。

dx/dt=-y-z (25) 

dy/dt=x+ay. (26) 

dz/dt=/3―yz+xz (27) 

この不動点は x=y=z=Oである。グットウイン

は，システムのパラメータである cを現在の値

から数段階にわたり，より小さな値に設定する

ことにより，システムの挙動を不動点に移行で

きることを示している。図 3には，簡単シミュ
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レーションによる結果を示している。図 3では，

最初の段階（初期値）は次のようになっている。

g=50, c=O. 05, d=O. 5,f=O. 15, e=O. 3, h=O. 5 

b=O. 01, v (0) =0. 02, u (0) =0. 03, z (0) =0. 02 

このあと，ステージ 1では g=85,c=O. 01に

設定しなおし，更にステージ 2では g=85,c= 

0.01に移行している。その結果，最終的には，

安定化されている。

このように変数の動きを観測しながら，そ

の大きさに比例，もしくは傾向的な数値に比例

してパラメータを変動させることにより，振動

を制御できることを示している。このことは，

政府による政策が，市場での行き過ぎを是正す

る方向に働くこととして説明されている。

しかし，文献[3]でも述べられているよう

に，システムのパラメータを変更することは，

現実との対応があまり鮮明ではなく，人為的な

シミュレーションに過ぎない考えられる。

4.3 OGY法によるヵオス制御

カオス制御の方法に関しては制御工学を中心

として研究がすすめられ，現在ではその方法は

次の 2つの方法に集約されている [19][20]。第 1

番目はフィードバック制御による方法であり，

古くから用いられているシステム安定化手法で

ある。しかし，この方法は工学的には振動の発

生を抑制したりシステムが発散するのを防止す

る意義があるが，システム構成が変化するため，

経済モデルなどの挙動を見ながら制御する場合

には適していない。

第 2番目は OGY法とよばれる方法であり，

OGYは手法の開発者の頭文字(Ott, Grebogi, 

Yorke) に由来している[19]。OGY法は，カオ

スアトラクタに埋め込まれた多くの不安定軌道

が存在する場合，局所安定化が達成できる近傍

V 

1.0 

0.90 

0.80 

II 

1.00 

0.80 

50 

50 

図3 レスラー系のカオス制御の例

に近づいたときに，遮切な制御入力を加えるこ

とにより安定化された周期軌道へと導く方法で

ある。この方法では，システムの構造を変形さ

せることなく，必要とされる短時間にシステム

への入力を加えるだけで安定化を達成できるメ

リットがある。ただし，一方では，システムに

対する即応性がないことや，制御入力をすべき

時間が初期値に依存するなどの問題ももってい

る。以下，文献 [19]をもとにして OGY法の

概要を述べる。
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いま，例として 3次元空間における連続系の

ダイナミカルシステムを考え，システムパラ

メータPを含んで次のように書かれているとす

る。

dx/dt=F(x,p) (28) 

ここで，システムを記述する方程式は未知であ

り，時系列x(t)が観測されているとする。この

とき

X(t) = (x(t),x(t-T),x(t-2T),..., 

x(t-mT)) 

とする。

(29) 

これが，いわゆる Takensの埋め込み定理で

あり，もとの観測データがカオスであるかを判

断する場合に，この観測データから m 次元空

間に写像（変換）されたシステム（これをアトラ

クタという）の挙動から，カオスであるかどう

かを判断できることを意味している。この m

の大きさについては，もとの観測されたシステ

ムの次元を dとすると

m ~2d+l (30) 

であることが必要である。

この X(t)を用いて部分的な表面(surfaceof 

section) において周期的な軌道を安定化させる

方法を求める。この表面においては，連続系の

軌道が， 1つの有限な点を回る軌道として現れ

ることになる。従って，これらの近傍の点に注

目して安定化の方法を求める。

2次元のアトラクタの場合の例を図4に示し

ている。一般にはカオスは周期的な変動と不規

則な変動の両方を含んでいるので，アトラクタ

は1つの曲線ではなく，複数の曲線の集合とし

て記述される。この中には，図 4に示すように

点 Xjに収束する方向に進む線分がある一方で，

これから離れていく線分，あるいは Xj に近づ

きながら，結局は xf・ には至らない線分から成

第 66巻第2号

り立っている。このような， Xfとしては，後述

する不動点がある。不動点に収束するアトラク

タを安定多様体とよび，不動点には至らない，

あるいは離れていく線分を不安定多様体とよん

でいる。

カオス制御とは， Xfの近傍に近づいたときに，

外力を加えることにより不動点 Xfへと収束さ

せる方法であると言える。簡単のために，入力

を含む 2次元非線形離散時間システムを考え

る。

X (f + 1) =f (x (t), U (t)) (31) 

ただし， x(n)は時刻 nでのシステムの状態 u(t) 

は制御入力であるとする。 Xfを u(t) =0である

ときのシステムの不動点であるとする。

X1=f(x1,0) (32) 

従って，この不動点での線形化システムは，次

のようになる。

x (t+ I)-x1=A (x (t)-x1) +bu (t) 

ただし，

A=Dxf(x1, 0), b=DufCx1, O) 

(33) 

(34) 

である。いま，不動点 Xj・ がこのカオスアトラ

クタに埋め込まれており，双曲形不安定不動点

であるとする。すなわち， Aの固有値はともに

実数であり

1入』＞1＞|入sl>O (35) 

これらの固有値に対する長さ 1の固有ベクトル

を eu,esとする。これらのベクトルは不動点幻

の局所不安定および安定の方向を表わしてい

る。すなわち，図 5に示すように，安定多様体，

不安定多様体のそれぞれに接する接ベクトルと

なる。

これらのベクトルを 1列目， 2列目とする行列

Pを考え， この逆行列 p-1の行ベクトルを Vu,Vs 

とする。これらを反変ベクトル（contravanant 

vector)とよぶ。このとき， pp-1=Iとなること

- 10 -
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より

Vふ＝V必u=O,Vふ＝Vふ＝1 (36) 

また，

A=PP-1 (37) 

を計算すると

A＝ね工＋入ぴs (38) 

となる。ここで，ベクトル x(k+l)-x1はベク

トル esと並行になるので，直交の条件に代入

すると

Vux(t+l)=O (39) 

となる。従って， X(t)がXfの近傍にあり，式(39)

が成り立つならば， x(t+l)は X1の局所安定多

様体に収束する。この条件を書き直すと，次の

ようになる。

VuOX (t+ 1) =0, ox (t) =x (t)-Xf (40) 

これと式(36)(38)を組み合わせると，次のよう

な入力を印加することにより安定化できること

がわかる。

u (t)＝ー入VuOX (t) / (vub) (41) 

u (n)はシステムの状態が不動点の近くまで接

近するまでゼロにしておき，不動点の近傍にき

たときに式(41)の入力をシステムに加える。

文献 [19]ではエノン写像を用いた例題が示さ

れている。エノン写像では，

x(t+l) =-x(t)2+0. 3y(t) +l. 4+u(t) (42) 

図4 安定と不安定多様体

図 5 安定化のプロセス

y (t + I) = x (t) (43) 

u (n) =0 とすれば，上にあげた不動点 (xj·,yj•) は

-(x1, YI) =a [I, l] (44) 

a=-0. 35＋占言蕊5 (45) 

となり，カオスアトラクタに埋め込まれている

ことが分かる。この不動点のまわりでの線形化

システムは次のようになる。

［枷(t+l),oy(t+l)『＝B[ox(t),oy(t)Jt+ 

[1, o]tu (t) (46) 

B= [-i2a 0訊］ （47) 

従って，印加する入力 u(t)は

u (t) =-Au [As] [ox (t), oy (t) Jt (48) 

このように，小さな入力を適時に短時間印加

することによりシステムを安定化できるが，

OGY法の適用にあたっては次のようなことに

留意する必要があることが指摘されている。す

なわち，最終的には安定化したい周期軌道の線

形化システムを求め，更にその局所不安定およ

び安定多様体を求めておく必要がある。このよ

うな安定化軌道を解析的に求めることは不可能

である。従って，あらかじめ数値計算によって，

システムの振る舞いからカオスアトラクタ上の

安定周期軌道とその安定性を求めておくことが

必要である。

もちろん， OGY法は万能ではなく，システ

- 1l -
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ムの状態のみに依存して入力を印加しているの

で，安定化できないケースも存在することが指

摘されている。しかし，このような問題につい

ても，新しい手法が開発されている。

4.4連続系の場合への適用

OGY法は離散系について導出されたのであ

るため，これを連続系に使用する場合には，一

般的なケースと同様にポアンカレ写像を用いて

離散化する必要がある。しかし，その方程式は

解析的には求まらないなどの問題がある。従っ

て，時系列解析などを用いて近似的な線形シス

テムを推定するなどの方法も開発されている

が，操作が面倒である。

ここでは， OGY法と同様な入力を適切に加

えることにより，連続系のカオスを安定化する

方法(Pyragasの方法）を用いることにする (20)0 

いま， n次元連続時間システムを考え， y を出

カ， Xを内部状態とする。

dy/dt=f(y (t), x (t), t) +u (t) (49) 

dx/dt=g(y(t),x(t),t) (50) 

目的として，アトラクタ内に存在する周期いの

不安定軌道を安定化する場合を考える。周期軌

道の上では，周期 tごとに状態は近くなるので，

この差に相当する量を，入力 u(t)として加え

ることにより，システムを安定の方向に制御す

ることができる。

u (t) =K(y (t-て)-y(t)) 

ただし， Kがゲイン定数である。

(51) 

OGY法と同様に，周期的な信号の差 y(t-r) 

-y(t)がある程度小さくなるケースだけに外力

を加えることが，安定化の条件である。そのよ

うな操作をしない場合には，システムは不安定

化する危険性がある。例として，次のようなダ

フィング方程式系への適用が示されている。

第 66巻第2号

dy(t)/dt=-0. 05x(t)-y(t)3+0. 045 

+cos (t) +u (t) (52) 

dx (t)/dt=y (t) (53) 

このとき， u(t) =0ならシステムはカオスとな

る。システムを安定化させるための外力として

次を用いる。

u (t)=O. 5 (y (t-2冗）一y(t)) (54) 

シミュレーションにより， y(t)が周期的な軌道

に移行することが確認できる。

5.経済動学へのカオス制御応用

5. 1レスラ一方程式の安定化

すでに述べたように，経済動学モデルにはレ

スラ一方程式で記述されるものが含まれること

が分かっている。以下では， 3.3でとりあげた

レスラ一方程式の体系について， 4.2のフィー

ドバック (Pyragas)法を適用して，安定化させ

る方法と，その経済学的な意義について述べる。

レスラ一方程式は 3次元におけるカオスを与

えるので，安定化制御のためには 2次元上のア

トラクタを議論すればよい。上にあげた

Pyragas法による制御では連続系を取り扱って

いるので，レスラ一方程式に適している。

まず，レスラ一方程式により発生される時系

列の周波数分析を行なっておき周期の分布を求

めておく。これより分るように周期として約200

の付近に大きな周波数が生じている。この周期

の軌道に安定化させるため式(54)に示したよう

にフィードバックを加える。

この結果軌道は安定化され時系列は周期的な

振動に移行することが分る。結果を図 6に示す。

図6の最初の時系列は，制御が適切であった例

であり，時系列はやがてゼロ付近に収束しはじ

めている。この場合は制御を加える場合のゲイ

- 12 -
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図6 レスラー系のカオスの制御(I)
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図7 レスラー系のカオスの制御(II)

ンと，その符号が適切であったことを意味して

いる。

これに対して，図 7の2番且 3番目の例は

制御が適切ではない事例である。それぞれ制御

におけるゲインが，大きすぎる場合と，制御の

方向が定まっていない場合とに対応している。

これらの場合，収束の方向へ向かうが，そのあ

と，大きな発散が生じたり，周期波形の中の望

ましくないピークが発生する場合に相当してい

る。

いずれの場合も，もとものと方程式の体系は

変更していないので，安定的なアトラクタのつ

に入ったことを意味しており，政策的にこのよ

うな変動を起こすことも可能であるが，通常は

安定的な軌道とはみなされないであろう。経済

学的には，例えば，経済変動にともなう失業率

を，政策的な注入により，一定のレベル以内に

収束させることに対応している。このことは，

すでに述べたようにグットウインにより，例題

として示された解釈と共通している。

5.2システム同定とカオス制御の結合

カオス時系列が与えられたときに，それを発

生するシステムの方程式を推定する問題は，現

在まであまり注目されてはいない。具体的には，

カオス時系列の予測問題は，カオスアトラクタ

を再構成することにより数値計算的に求めるこ

とができる。そのため，観測された時系列デー

タさえあれば予測は可能となる。その 1つの分

野として，文献 [22] において経済時系列の予

測問題をとりあげている。

しかし，本論文で取り扱うようなカオス制御

の問題では，システム方程式が求められている

ことが前提であり，数値計算的に制御を行なう

ことは極めて難しい課題である。従って，何ら

かの手段を用いて観測されたデータからシステ

ム方程式を推定することが必要となる。

この問題に対して，我々は GP(Genetic 

Programming:遺伝的プログラミング）を用いる

- 13 -
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ことにより方程式を推定する方法を提案してい

る[21]。ここではその詳細は省略し，すでに観

測された経済時系列からシステム方程式が推定

されていると仮定する。もちろん，このように

して得られる方程式は，カオス理論を用いられ

る挙動がはっきりしているものではないし，推

定にともなう誤差がふくまれている。従って，

あまり複雑なシステムには制御方法が適用でき

ない可能性がある。

このような理由から，以下では，図 8に示す

ような時系列が与えられた場合を考える。この

時系列を発生するシステムとして， 1次元およ

び3次元のシステムが求まる。一般には， 3次

元のシステムによる近似の方が良好であるが，

例外的なケースも存在する。

ケース 1: 1次元

x (t+ I)=-2. 85sin (sin (x (t)）ー.f;s (55) 

ss=心=(56) 

ケース 2 : 3次元

x(t+I) =0. 136+3. 41x(t)-x(t)2 (57) 

y (t + I) = sin (sin (-x (t) -0. 68)) (58) 

z (t+ I)= 1. 36sin (x (t)) +3. 7 4 (59) 

図9には制御された時系列の例を示してい

る。不動点として一定値をとる様子が良く分る。

:,．“ 観測値吋—++＋十予測値
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図9 制御された時系列

6. むすび

本論文では，カオスにおける不安定な周期変

動から安定的な挙動へと移行するための手法と

して， OGY法，連続時間におけるフィードバッ

ク制御に注目し，具体的な経済動学への応用を

与えた。すなわちカオスアトラクタの形状に注

目し，不安定軌道を移動している間に不動点に

近づいたときに，適当な入力をシステムに加え

ることにより，システムの形状やパラメータを

変更することなく安定な点へと移行できる方法

を用いて，不均衡モデルにおける不規則振動を

不動点規則的振動へと移行することができる。

このことは，効率的市場などにより説明されて

いる均衡点に注目した政策が存在する一方で，

あるいは規制や制御により常に均衡点へと移行

されている経済が存在しうることを裏付ける 1

つの例題ともなっている。

本論文は，すでに発表したカオス予測を用い

た経済システムの予測に次ぐものである [22)0 

今後，カオス理論の経済動学への応用として，

不均衡モデルによる return,utilityに構造を解

明することがあり検討を続けていきたい。

図8 カオス時系列
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