


























































































































186 MENOTE SUR UNE PROPIGETE GENERALE o
En efle, soient
(111) oz bz - -, (Was1Zass - Veritasa = - -
Wl pa e
= W Wt e,
Oy 41y . sont des fonetions semblables & yy, i, -
Supposons, co qui est. permis, que

Y=
les équations précédentes donmeront.
i yag - pam gl — i
= +wnuv T R ]

done en mettant V7 au lien de v, o an Jieu do @ — pu-e,

et = Vs

Py g Tien de s, Ware, <o e

@, B, m A lien Ao @, Ty . Fey

et enfin & an lien de ' — o il viendra
(112) paitgaeat o s — e — o —
VA e g
Le niombre , qui est égal & u' — oy est indépendant de e et oy qui
sont. des nombres quelconques.
i Tou suppose
(113 G, B =y .m0,
1y fay oo 0, diant des constantes, alovs la formule (112) deviendra
(114) g - - Y — s — g — - — W= OV,
oit mnombre & des quantitds Rk sont fone-
il ot e S Al G (O 1 o Gl it p
prendre ¢, &, ... ¢ de manitre que O deviendra égal & zéro.
Supposons maintenant quon ait dans la formule précédente

MENOLRE SUR UNE PROPRIETS GENERALE s

en sorte que

Suppm.m Tes mémes
~y e aceontuant les let
L, et Alors T formule (11 ey

) V:,hn.z.fe,w.z+m,z,+ o

o ot . s ot ., 7o
o5 mnres.

o i 1 T Gquation par wn nombre quel-
conque A i ant Tos nombres ragionnels

Pt Ty Ty By < By et mettant o Tien de 1, @ au Tion de 2, ot v an
I

liow de i il viendraz

(117). UES U e I e
ol il est elaiv que 7y, A,
conques, positifs o négatifs.
En remarquant que b des quantiés o ~.a, sont déterminées en

fonctions des atres, on peut dorie.cotte formnls comme i st
(11%) Tyt T - - By

+7uw e k

Sy By Ty

-7, peuvent éire. des nombres rationnels quel-
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PR i e qrdbmna s
o]
Giant des quantités indétermindos e nombre arbitraire;
z,', i
ctant des fonetions do ces quantitds, qui penvent se trouver alg@briquement,
i L AT
Ton prend, par exemple,
b=k
on aura la formule
W9) Aokl Sy,
AT gy,

10,

Aprts avoir ainsi, dans co qui préedde, consiléré les fonctions en g6
néral, jo vais maintenant appliquer la th o classo do fonctions qui
e n partionlidre.  Co sont les fonctions de I forme
(120) S de
ol y est domné par Péquation
2 2=y =05
P Gant une fonction entidre de o

Quelle que soit I fonction entidre p,, on pent toujours supposer
(122) —po=rt

sont des nombres entiers o positify, et iy ryy oo re des
Cont. point e factenrs égaux.

a
ituant cette expression de — g dans Téquation (121), on_en

tivera la valeur ey, savol

(123)

Si Ton désigne cotte valenr de y par K, b par 1, o, o’ .
les n racines de Péquation " —1==0, les u valears de y seront
(124) R, ok, 0, 0'R, ... o0

MENOIRE SUR UNE PROVRIETE G

on anra, par conséquenty
(125) r=0y".0y" .. Oy = (s aR 4 @B -
X+ 002 o'
(o' R0,
Kk ouioh ot

X (g0} y—w“”rl‘lxﬁ»m" ',,,nw. +w Vg, R
0 =aF R + gl et
P L ey i S e,
0y +wig Rt wig B - oty B

et ote.

attendn que

Cela posé, soit
127) flyy)

et supposons

Alo)

vy’

) =nfizy

O fix ot fua sont dous fonetions entidees do a5 alors on aura, en vertu
do Péquation zy=—y" | po, qui domne 7y

(125)
ai
(129)

fe
Farog®

e quelconque des valows do y est do T forme o2, done.
(130) & pr—a /

En indignant done par yr a fon Pt tontes les fouctions
Vi, <y seront do T forme oy R e

(181) : s =0y,

oh
furde
P

Maintenant les équations (38) downent, pour ¢z ot gy les expresions
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i sy
— = =2 0g 0y,

ostidire
gr=
o il est elair que
oty e 00T g (o®
e S A mont o
an ien . 5
shet_ L) log 0R 40 log 0(wh) |- o log (' E)
A I o log 0(w™ ' R):
En faisant done, pour abréger,
152) Tog 072 - log (0 It) 0> log 0(w*F) |
s e ot log 0w R) \
on wira
(133)
" La formule (41) deviendra donc,
A34) oy f oy oy,
C—mis = v’m,,
Les Gqations
0y, =0, by -+ 0y,=0,
qui ont Tien entre les quantités @, @y @’y .. .y, Fay -+ Ty
peuvent, dans les cas que nows considérons, erire conme il suit
Oy 0 B) =0, Bl 0 B) =0, Blay, woI) =0,
Oy, wll) =0,

@ =ntaytar+ -+
e Ty By By - . B, désignent les valenrs do 1@ pour w==z,, @y, 23, .

ol

Cela posé supposons d'abord que tons les coefficients dans gu, g, - -
soient des quantités indéterminées, en sorte que le nombre des qumm%‘
ay .. serait
(135) a=ngy -l A-Tget- - A Fn—1,

et cherchons I plus petite valour de fi— a.

MENOIE SOR UNE PROPRIETE GINERALS i 191

Comme toutes les fonctions g7, 5", g, ...y sont du méme degré,

oy =y =hy”
par conséquent,

uation (92) domne done
(136) Sin= ot () o
oit e est i nombre entier quelcouque (lnp(m Jusqud m—1, et A/
wne quantité positive moindre que Punité.
On a de méme par (106)
= fut o
done
(187) w=nfo,+n'm'y,,
et par Péquation (62) la valour de 7, qui sera celle de o — e, savoir:
(138)
on bien en remarquant que » =

(139)

Clest I Ta moindre valeur e yo—« lorsque toutes les quantités @, o',
<. sont indéterminées; mais d qui nous oceupe, on peut ren-
dre co nombre beaucoup plus pem en déterminant convenablement quelques-
unes des quanités a, o, o”.

Désignons, ponr abréger, par £ lo plus grand nombre entier contan
duns un nombre. queleonque A, et par e le reste, on aura:
(110) A=FA+ed,
o il est clair que e est posidf ot plus petit que I

el posé, soicnt

+E?ﬁ’-+1f'“’f+.,.+h
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ot m cst Pun queloonque des nombres: 1, 2, 3, = & & un des nombres
0,072, w1 Vol Sy ke Eosaie posiifs. -
Supposons
(143) Qv
2, Ctant une fonetion entidre de .
De T on tire

done en substituant:

() ey 0= 0, e e
en faisant done, pour abréger,

(145) P

on anra

(146) . quRr=v,1,

on bien o fuisant

(147)

(148) o o
Par T il est dvident quon aura
ook Tl g R g B
a0y § SR RO B e )

ot en général (126)

SEOLEE SUR UE PROPR

09 =gy g B w4

(120) Bt 0 RO 0

|
S, pour abréger,
(151) 0%+ 0r 0k 4 whu RO
il st eluir quo
(152) vty 057 .H]/'”’
£, 0)0'(e, 1) (2,2) . .. 0z,

done en supposant que tous les coef

" ko)

+o

L0t gt

s dans g, iy 0y soent des

i

Bz = 0/(a, 0) 0 (1, 1) 8'(2,2) . - - 0'(yn—1),

A ¢ Véguation (19) dor
—nfiw g et de gy=ny
Ru=
or, par Véquation (150),

or, on a par (123)

done.
(165)
en faisant done pour abréger

(356)

en substitnant les valewrs de /i)

AHI
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* et posant cusuite

(157)

done.

Gt par conséquent, ln valenr de e dei

Ra=tobor < g 90 ere)

Fa e RS
7,000 0w m.'\’)M (1) o “mu (.y,,_)(
EE e e 1 e U]
Maintensnt, il est clair que
Faryii
oy "0 0
qui est égal A (153)
0, 1)0 - 0/(ayn—1)d0/(z,0)
et par_conséquent une fonction entidre de ot de K%, BY, .. B9, pou
étre wise sous T forme
Mot Mg, Mgy - o - 4 Msat - o - =M, asay
ol My, My, ... M, , sont des fonetions entires de .
De T il suit que T fonction Jte, qui doit et entidre, sora Ggalo
aF. fo. M.
La fonction iy est done wn fcteur de Rz, ot par conséquent
(159) @ Bu— <
Par T il est clair, en verm des ions (28), (26) et (33), quon
(160) Fa=1, bo=fu.
Cola posé, la valer (132) do gya deviendra,. en mettant % qu Tien
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B
i
(130}, en remarquant que
b LT o e &
Tog 0/(2,0) -+ w*log 0'er, 1) -0 log 0z, 2) |
B e e R W

do BT sbstitiant Tes valews do 0(R), 0{oR), etc., données par, Iéquation

e Tes valewrs (133) de g ct g2

(e

b=
=

et par suite la formule (134) donmera
2) oyt ey,
=Cc— IT'/C‘}«FEV’,"”
fro=(—h)" (o—
1 nous reste & trouver la valeur de g et le nombre des quantitds in-

détermiinos; or, on a par Péquation (15

(163) o= (10, s - (0« (00, -a)hir;

T =nfe, 1w
done.

= nfo - nwe— [0, - ) ir, (10 Yy A - - (00, 4 Y]
' =kt Bl B e o B,
B LR TR S

done en substitnant,

o+ (i —nt, — )i

A (e —n0s— ehrs = - - - (o — 6, — @),

Maintenant Péquation (143) donne

(165) « hgo=fa=0,, it duu hrk - - 40, R,
done, ‘en derivant ¢ au lien de g,

= (10, gty — Vo (08 — 0 gty — o+
25
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mais en vertu de (144) on aura
|

ERL A S

done.

(166) 1 :ﬂhzv«f»‘ﬂ'.! U e B e S,

Cherchons maintenant I valeur de @ ou lo nombre des indétermindes.

g S | hvaAn L AR S

done en vertu de (163)

T, 0,4 g b fn 1
-+

— ok b bt
67 e={ —@uAdtdt e+
— @t Dt
On a daprds (136) et (83)
(168)  Jgatlgt g

g Oy B8, 8, ) (g ="
ot daprds (142)
(169) BuatBuat - F S =m0, s

%"-,er! et f .. +Eﬁﬂ*1>:;'v~ 5

. désignant lo second membre par

on aura,

ENOWE SUR UNE PROPRIETE GENERALE att.

contiendra ki, fois la suivante

S Ton suppose

et
(170)
e dtant wn nombre euti

La somme dont il s'agit scra done

et par conséquent
o

P — o

En faisant @, =0, on aura done
Fris
de 12 il suit: -
duat bt -+ Iman = (1= Do
la valeur de « deviendra donc
v 1, — s — (u— 1)0,],
u:{ A [0y, — n— 1)) hry+ - -
=il 1>+[7,0,,

e nl=n g =

I S o

W
done en substitnant

5 ,.Aue+[y,.;9“‘:”‘+a,7 ";’_u‘]m-,
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195

ais nous avons n que
o
=g
done i
(.8 ll’ln,
S5
e _n=h);, Ak
[ s Jr—1pd
ainsi trouvé les valeurs de u ct @ on aura celle de w—a,
"t
T S T RN
A1
4t —a est done, comme on lo voit, indépendant de g et @, oy, @5, -
En vertu des équations (145) et (147), il est clair qu'on aura aussi
p=n.lr,n.LRO,
g n AR — 0.

(172)

(73)
(114) «
o quantits IL.,,,, Iw o
des .,q.muom (136) et
On a
T T N TSR A I 1
Jo=dyr b By dry e 0, ol

S fotlo—m) B — A5
done en dliminant fum et fo,

e m+<«—'m)“’;—+w.,— ) B (B — Sa) By -
+ oy — G hr— AL

peuvent slexprimer en Ay, an moyen

or,

= (),

et par (142)

SENOIRE SUR UNE PROPRIETE GENERALE e

(”'” »

e, ()
S e B Lt

done en substitnant et réduisant
S | B g — By >7u,+ .
(/V,ﬁ»,,m, e

estdedire e remarquant que 4, est positif et plus petit que I
s e e
ho,4-E o 5
i iy

‘aprds Péquation (147), qui- domne Ta valear de R, on pent aussi

(175) Ao,

g G o B0
(176) Ao =l Bl gy
Cela posé, soient
T =y
(17)
et pour abrger
(178)
Ta formule (134) devi
Tiew de gy,
A79) opye oy

an Tiew de s, et

wz,+ wpat - fagye
Ly g |
Y= ;,.m c18
Dans cette formule on a
(180 : D
(80 5 Foe-oula)
ot fir st wne fonetion entitre quelconque, ct
% A=) )" -
Lis quantités ,, @, - .. 7., sont des variables indépendantes; iy, o,
<+ @y, des racines queleonques de Téquation
o —1=0.
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Les fonctions 7, 2, sout les @ racines do Tdquation
(181)
Les quantitds o, ', a”, - sont déterminées par les @ éuations
(182)  Ooy0) =0, Oz, e) =0, 0(cs,0) =0, . . 0'Gzsre0) =03

et les mombres &, &, .. - €9, par los 8 équations

(183) 0z, a) =0, Oz} =0, 0(5,6)=0, ... 60, 0) =0-

L fonction 0%z,¢) est donnée par Déquation
(184) 0(e,0) = iVt 0 R4 0¥ n R B,
ct la fonction g par 7
(185)  gp(ad) = Log 0, 0) - " Tog 0'(w, 1) - - **log ', 2) -
+o " log 0, n—1).

i les fonctions vy, 7y .« vy sont déterminées d'aprds équation (175),
les quantités 6, u et @ auront les valowss que leur donnent les équations
(172), (173), (174), e dans le méme cas la valour de pi—e on le nombre
des fonctions dépendantes cst le plus petit possible.  Mais si les fonctions
Guy Tey « oo By ont dos formes quelconques, alors on a toujours.

(186) 0= p—a, p=E[0,0).01,1).04@,2) . . . Oesn—1)];

« ou le mombre des indéterminées @, o’ a”, ... est arbitraire, mais su va-

leur ne peut pas surpasser le nombre
e N e

ou celni des coefficients dans 7, 7y, -+ uy oS N,

Comnne. cas particuliers o doit remarquer les suivants:

1° Lorsque fiz={z—f)"

Alors I formule (179) deviendra; en faisant pour abréger,

iy, ofype+ - - -+ oly,
e Aty +
(187) gt Sarpp= O S
ot

MENOIE SUR UNE PROURIETE GENFRALE e
2 Lovsque fre—2— 3,

(188), Sotyef Satye—C— 11 ]+%Z)ﬂ.

o i
=) =@’

3 Lorsque fur=1.
Alors on auwra T formnle

(189) Sotymt S O— 11 /}(ZTL
i le degré de I fonction 45 est moinre que — 1, alors 77705

 Sévanouira, et on aura

(190) oty ya=C.

Dapres T valour de g, il est clair quo lo degré de Ta fonetion
B o le nombre
) e

degré éro en gnéral, et ne pent pas éire A dogré phus élevé, done

I et tonjors un nombre entier; or g est d
s tjonrs o entier; or o est du

e
AL o pene pas supasser le plus grand nombre. endier content dans

8 done.
191
Io wonbre /-
formule (190) anrs

La détermination de T fonction gy qui dépend de celle des quantités-
@y 'y 0 cte est on zénéral asser longnes mais iy a m eas dans Toquel
on peat déterminer cotte fonetion Qo manitre assez simple; st celui ot
Ton suppose.

(192)
En efitt, en fulsane
(103)
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Les dquations
0oy ) =0, 0asyrs)
peuvent séerire comme il suit:
(191 O = 0y~ 0,1, 0,
En supposan maintenant que tous les coofficients dans 0z
quantités ndéterminées ion 0 ser du degré @ 15 il ¥
do tronyer mne fonction entitre de o du degré @ —1, qui, pour |
tioulibres e it 2y, 2y, .o ront les o valewrs correspondanies
ot 0, ol
Or, conme on sait, la foncetion e anra alors la valewr suivante:
() ema) g
G U
oy~ 0u,
00,0,
5 s
désignant cette fonction par 0, la fonction I plus wénérale qui
pent satisfiive e dquations (194) sera
(196) 05— |- () () - - =)0,
0% dane wne fonedon entiere queleonque.
Ayant ainsi détorming fr, on aura 0/(ym) daprds Uquation
(197) O, m) = 00 120 - 0 R,
et la fonction g par Péquation (185
 Dane e qui précdde noms avons exposé o qui concerne o fonctions
quelle que soit Ta forme de Ta fonetion s,
Considérons maintenant quelques s part
A) soit daord
Dans ce s, lo wombre des foncions 1, %,

Tunit6; cestddive o ara T sele fonction sy quiy tapeee léqmmun
{156), se réuic & T

MENOLLE KUK UNIE PROPRIETE GENERALE o

Lidguation (147) downe RO=1, ot Téquation (154)

1 =0(e);

On auwra done

e b R
o=l o)

Los équations (18; amineront

seront
(198)

e celle qui domne 2, 2, -

(199) —

Cela posé, la formule générale (179) deviendra, en remarquant que
),
(00) oty pcbyn b yat b

=0 1 g = ’_"" (2

(455 Yot -

) E—a). . (—0).

Diaprds Tquation (172) i1 est claie quon pene faire 9=0. Alors on
A, en fuisant en memo tenps =1,

u/fxgp.w - Yog (=) - o () - -+ log (w-,)]

= 8 [log - log (8 — ) Lo (B—m) - - - - -+Tog (B—.)].

" .

oz (B—,)|»
formule quil st aisé de vérifior, Ello domne, comme on le voit, Uintégrale
de toute difféventielle rationnelle.
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B) soit en seeond lien n=2, R=rf

=1, =0 Dus co cas

(a9l s
e, O =y Oz 1) =yt — v, o=— 1.
La fonction i sera, en faisant m=1,

o 8, 0) oo o 220,

el posé, en metiant ) ot o,(z) an Tiew de v, ot vy, ot faisnt
Gty 1=y
In formnle (179) deviendra, en fasant m—1,
202 Ve e e (B
(202) i P gor g e Vg
(*.,(N
X

Les fonctions o) et #i(a) sont détermindes par les dquations:
) ot mm(".)wi‘f. =,
)Y garat-oen o) V=0, ete.
Téquation (181). qui deviendra,
(g,
=S R
Tes quantités oy, s, -, sont toutes égales & -1 on
ey gy qui sont s o Ta méme forme, sont. déiers
L meYaE
nE)VgE,
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L plus peiite valews de 0 se frouve par Véquation (172

), en remar-
quant que

on

ot est le plus grand commun diviseur do 2 ot ey ks s dane

My i) —=2m— 1,
o
i)
o wira pour 4 In méme val
=n—1
quant anx yalenrs de 7, et vy, on aura Uéquation (176), savoir, 5i ¢=
gl - Bty = I, By e — )
done duns To eas o Ay g,0) =2m— 1,
e — ) — b,
et dans le cas oh Algee. i) =2,
Tty = I 4 e — ),
Tour les valeurs de g et @ on aura, daprts les équations (173) et (174),
=20+l
— 9l -l — w1

Siom=1, on & §=0, done alors:

Dans e ens:

o R est du premicr ou du

Cette intégrale pent done Sexprimer par des fonctions algébriques ex
Togarithmiques, comme on I voit, en faisant.

oty giw=aabd, fa=@—p),
@)

(s nlr)=u;
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done en substituant et fisant o,

o)
Vw0 (e 0 -1 (o

o

SV (w00

Vewr +00) (6 - 00 4V (o - 8) (& -0

o+ u( B

Ve B e )¢ Ve + ) s rm V(e £ 0) e+ )|

=l e
done
Va0 Vo Ve

1
e e
T Ve " Vv VeVt

Jremmer
Siom=2, on aura =1,
Mue-pz)=3 o 4.
Dans ce on anra done
©05) 0 Souz == i, oy Ao,
et la fonetion g sera wne fonetion elliptique.

On aura inmédiatement T valeur de z, par Iéquation (203).
T effet, on faisant

(2 o — () = A - - - Batt,
on

done;

{
\
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i est el e 7y st we foution ratiomnelle e, #, o, P,
Voo, »-‘V'fnm Vo, Vit - Ve
© Soit, par exemple,
=1, =yt o, va=1, ve=a, s,
on trouvera les équati
Vo) o Yopu; vyre = — w3 Vi,
o)) =— o S0 P — o Y g,
i — one Vs -
e L e
a=—u o V=

on trouve de méme:

done

L (—e)
si Ton fait

Véquation
(206)

ou bien
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Pour fre—o— @, fe—1, o a Vin, £z, ESL
ALK Bl ot e

oty & =z | Ol log BB, ol

T Iz

ot powr fz=1, fu=1
gk g = b O, ol

# o 2 sont les raeinos do équation
Soit encore =3, on wwra 0=3, et hlgyz.gur)=5 ou 6. Dans co
cas done on &
frde
SV R

£ =
e e T e e

Sy
Grteraienry)

o A est un polynome du cinguitme on sixitme degré, ot
@ oty e o, = — e, — .
Ces fonctions 2y, 2 sont les deux racines dune équation du sccond o—n|
dugrd, dont les coeffcients sont des fomctions xationnclles do ,, 7,
o VI, YRy, VI ..., en désignane par B, By By, Tes valowrs
correspondant & ,, s, 7

I
i Vigor- o
- 8
“’ ‘[/w Voot

Comme eas partienlicrs Jeo citerai sealement les suivants:
1 Lovsque fioe 4, + A.)-, faw=1. Alors on aura

pr—

o
e T

i 2

patpntynt . Eyn—tyatyn O
2 Lorsque g, i gt gt - et g

- el o e
= ) O
Fypntyntue—=tyat wz- + &

it
Ve
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foode
Voo i
S fir est du (n—2)° degré, on aura

p—

Soyuf Sapa=Cs

1, o aura
i Vi ViR
e CTALTTN
Ve E wa VB —w YR

“:f(x—a’i;ﬁ'

©) Boit en troisitme Tiew n=3, R=rf i, &, =0,
Alors on aura.

=

+ e,

(e r A o v,

02 =vt otard i onrd
gz =g 0z, 0) - 0™ log 0, 1) = 0**log 0, 2),
00, 0) 0/, 1) 0/, 2) = v 3 o — Brnin.
En faisant done n—
(), la formule (179) de
Soyr - Says
= T Dog(Fu)fwlog (Fa) - o7 log ()]
(o) ¥ ()™
o

¥ g

oty Ty v=ue)y =),
it

o —,,Uwzmmngmm—\-m'h»gar;m}v
Lvs.(ra)* ()

SENOIRI SUK UNE PROTIIETE GENERALE ot

Re—no)+ o)) () +
Par=rf) b 0n@) l.2)* na)? o

= o) ot @) (0.0) (g10)* 0
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