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黄金時代の経済と新古典派定理

山 下 正毅

この論文では，経済が黄金時代にある時，資本蓄積の黄金律，いわゆる新古

典派定理が成立することを示そうとするものである。この定理は，発表後既に

10年を経過しているもので，内容そのものについては何ら新しいものを付け加

えるものではない。

黄金時代の経済についてのロビンソンとフェルプスの定義

周知の如く，新古典派定理は黄金時代の経済において成立するものである

が，黄金時代の経済とはいかなるものであるかについて， J・ロビンソンとE

・フェルプスによる二通りの定義がある。（Robinson,J., The Accumula-

tion of Capital, 1956. Phelps, E.，“The Golden Rule of Accumula-

tion : A Fable for GrowthmenぺAmericanEconomic Review, 1962, p. 

639）今それぞれを紹介すれば，ロビンソンの定義は「労働力の完全雇用とい

う条件のもとで，時間の経過を通じて資本利潤率及び所得分配率が不変にとど

まり続ける経済。」というものであり，プエルプスのそれは，「産出と資本が同

ーの率で成長する経済」というもので‘あった。もちろんフェルプスの定義にお

いても完全雇用が前提されていることは言うまでもない。そこで，これら二つ

の定義が互いに同値であることを証明しよう。

その前に，この論文全体にわたって前提されていることを列挙しておく。

（礼）生産関数は一次同次である。（b）生産要素は資本と労働から成る。（c）供給さ

れる資本と労働は完全雇用される。生産要素に対する需要供給の調整は，利子

率と賃金率がその役割をになう。（d）資本と労働の結合比率は連続的に可変であ

る。（e）生産関数は少くとも 2回迄微分可能。生産要素のそれぞれについての

第1次微係数はプラス，第2次徴係数はマイナスである。 (f）各生産主体は極
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大利潤を得るよう行動するので，資本の限界生産力は資本利潤率（＝市場利子

率）に等しく，労働の限界生産力は賃金率に等しい。（g）労働力供給の成長率は

n> 0 である。従って労働力供給をあらわす式は L=Loent となる。こ こで
L。は初期労働力， tは時間であるの

さて， ロビンソンとフェルプスの定義の同信性の証明に移る。

( i ）資本利潤率をに賃金率をw，資本をK，所得（あるし、［土同じことで

あるが産出）を Yであらわせば，所得分配率は利潤分配率 rK/Yと賃金分配

率 wLIY の比である。しかるに，利潤分配率と賃金分配率は2つのうちどち

らかが求まれば他方はすぐに求まるし（利潤分配率＋賃金分配率＝ I），一方

が時間に関係なく一定であれば他方も一定であるから，以後所得分配率の指標

として利潤分配率のみを考えることにする。

そこでロビンソンの定義をこれらの記号を用いて書き直せば，

r = constant 
rK f 白、y=  a l = constant) 

なることである。

ここで，成長率演算子Gを導入することにしよう。

I dA 
即ちG (A）はAの成長率をあらわし G(A)=A dtの意味である。

そうすると

G （字）＝G(a)=0 

であるが，左辺は G(r)+G(K)-G(Y)=O+G(K)-G(Y) 

であるから，

G(K)-G(Y)=O 

となって

G(K)=G(Y) 

が成立する。これは資本と所得の成長率が等しいというフェルプスの定義にほ

かならない。

( ii ）次に，産出と資本が同ーの成長率で成長しているものとする。産出と
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資本の成長率を g(= constant) とすれば，

K=K0egt Y= y .,egt 

とあらわすことができる。但しKふ Y。は資本と労働の t=oにおける初期値で

ある。ところで資本利潤率は資本の限界生産力に等しいので，

。y I dI二.egt¥ , r d瓦egt¥ 
r一一 一｛ 、 ）／十一 一←＼＝ Y./K0=cons an 一θK-¥ dt V ¥ dt J 

である。従って，利潤分配率の成長率は

G（字）＝G(r)+G(K)-G(Y)=O十g-g=O

となる。これは，利潤分配率も また時間に関係なく constantであることを示

すものである。利潤分配率がconstantならば，

ちに導くことができる p

賃金分配率の constancyはただ

但し，ここで注意しなければならないのは， 上の証明においてKとYの成長

本を・定（＝ g）であるとしたが， これが constantでない場合も考えられる

ということである。その場合には，成長率は時間と共に変化するのであるから

G( K)=G( Y)=g(t) 

とあら・わすことにすれば， 次のような証明が可能である。

r = -iJ; = （写）／（ ~1{-)=g(t)Y／凶）K= Y;K 
・.G(r)= G( Y)-G(K) = g(t)-g(t) = 0 

従ってrは constantである。利潤分配率が －定であることの証明は，

聞に関係なく一定とした場合と全く同様であるから省略する。

gを時

これで，フェルプスの定義からロビンソンの定義を導くことができたの

( i ) ( ii ) より：黄金時代に関するロビンソンの定義とフェルプスの定義は

互いに同値である。

黄金時代の経済

ここでは，生産関数としてコブ ・ダグラス型のものを採用してモデ、ルを構成

し， そのそデ‘ルがあらわしている経済は黄金時代にあることを証明する。 コプ

・ダグラス型の生産関数を採用した珂由は．この生産関数は生産要素の代替弾
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力性が 1であるという性質をもつからで，さらに要素代替の弾力性がlであれ

ばいかなる資本労働比率 （K/L）に対しでも所得分配率は一定だからである。

そうすると，資本利潤率が一定でありさえすれば，経済は黄金時代にあるとい

うことになる。そこでその生産関数を

Y= T(t)Kαv－α 
としよう。但し， T(t）は技術進歩係数である。以後 G(T) = J. (constant）とし

よう。そうすると T＝れが である。パラメータ－aについては o<aく！
なる制限を加えよう。容易に分るようにこの生産関数は一次同次であるから，

一人当り資本hと一人あたり所得yの関係になおすことができる。

y= T( t )ka ...…・・・・・・・・・・・…・（1)

所で賃金率wは労働の限界生産力に等しいから，

oY dv 
w＝一一＝y-k一一＝T(t)ka-kaT(t)ka-l = (1-a)y…－－……－ 。L dk 

である。故に

G(w) =G(l-a) +G(y) =G(y）……………（2) 

が成立する。

資本利潤率Tは先に述べた如く資本の限界生産力に等しいので

r -JX__ _ ＿＿！！え－ －小包ー1-a--1!_-oK-dk －帥 i，同－ k 

なる関係を満たす。従って

G(r)=G(a)+G（す）＝仰）－G(k）・ ゆ

である。

貯蓄は，総所得のうちで資本家の受け取り分たる利潤の中から行われるもの

と，労働者の受け取る賃金部分から行われるものとに分れる。そこで，それら

はそれぞれ利潤総額と賃金総額の一定割合を占めるものとしよう。 SQを利潤か

らの貯蓄比率， S叩を賃金からの貯蓄比率とすれば，貯蓄総額Sは，

S=sQrK＋九wL=sQrK+sw (_I_三空）＿rK
a 

(1-a) 
={sQ＋九一一亙一 ｝rK

I 
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v ‘（I-a) 
とあらわすことができる。』勾式て， sQ+sw－五一ーを Sで置き換えれば

S=frK 

と表現を簡単化することができる。さて，今我々が問題としているのは，経済

諸変量の需要供給が均衡しつつ成長を続ける経済である。しかるに，総所得か

らの貯蓄総額Sに等しい量の投資が行われなければ総需要と総供給は一致せ

ず，従って均衡成長は実現しなL、。投資Iは資本ストックの変化率として捉え

dK 
られているので，I＝一ーである。この時，上の条件はdt 

dK 
I＝一ーー＝S=frKiit 

とあらわすことができる。そうすると資本ストックの成長率は

I dK §rK 
G(K）＝一一一一一一一一＝fr・h ・－－…H ・H ・（4)K dt - K 

である。

(4）式とG(L)=nであることを利用すれば

G(k) = G(K/ L) = G(K)-G(L) ＝什－n・....…－・…・・（5)
が直ちに導かれる。

(1）に対して成長率演算子を用いれば，

G(y) =G(T) +G(ka) = l+aG(k) 

が成立するが，これと（2)(3)(5）を合わせれば，連立微分方程式体系

G(y) = l +aG(k) ・・・ ・・………………（ I) 

G(w)=G(y) .......………………－…(]l) 

G(r) =G(y)-G(k) ...…・……・・……（i)

G(k) =fr-n・…・….＂・...…………… CW)

が完成する。

今われわれが検討しなければならないのは，経済を黄金時代へと収束せしめ

るような解が上記微分方程式体系に存在するか否かであるc 生産関数にコブ ・

ダグラス型のものを採用したので，既に述べた如く所得分配率は一定である。

放に，利潤率rを constantならしめるような解が存在しさえすれば，経済は

黄金時代にあるということができる。そこでまずrの取る経路を検討しよう。

(I), (][), (][), より・
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G(r) = (aー l ） ~r+( l-a)n十A…………－ －－－…・・・リ・・（6)

を得る。我々が知りたいのはrがL、かなる値を取った場合にその値を保ち続け

ようとするのか，また， r はi時間の経過と共にその値へと収束するものかどう

か，言L、かえると G(r)=O ならしめる rの値は安定的であるか否かとい

うことである。（6）の右辺はrに関する一次式である c 故に平面上で横軸にT

を取り縦軸にG(r）を取るならば，（6）は第 l象｜浪を左上から右下へと横切るi直

線としてあらわされ，その傾きは

(a-1）εくO

r=Oにおける切片は

(1-a)n十l>O G (r) 

である。従って直線G(r）は図

lの如くになる。

G(r) =0となるのは Yが

n l 
一一一一一宇 ’Cf-a）さ

という値を取る場合である。こ j(l-a)n＋λ 

の値を戸であらわすことにすれ

ば， r＜戸の時

G(r)>O 

。

であるから Y は噌加して戸へ近付き， r>r＊ならば

G(r)<O 

図 1

r 

であるからrは減少しつつ戸へ近付く。いずれにせよ rは均衡値戸へと収束。

しかもー担 fが戸に達したら， 戸 にとどまろうとする。放に 戸は安定的であ

る。

ところで r＝ρ あれば，経済は黄金時代にあるのであるが，それは次のよ

うにしてたしかめることができる。

r=r勢の時 G(r)=0であるから.CJ[）の左辺にこれ合代入すると．

G(y)-G(k) =0 

となる。しかるに G(y)-G(k)=G(y/k)=G(Y/K）であるから，これは
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Y;Kが constantなることにほかな らなし。従って r＝ρ（constant）である

こととあわせると，利潤分配率 rK/Yも constantとなって，経済は黄金時代

にあるということができるう

そもそも刊はrが最終的に到達する値であるから， fが途中の過程で取る経

路についてはρから我々は伺も知ることができない。これを知るためには微分

方程式（6）を解かなければならないハ（6）を変形すると微分方程式

一色一 ~（ 1-a)n吋r一 （a- l）さr2=0
dt I J 

fど得る。これはベルヌーイ型の微分方程式である。この方程式の解は

r = ー｛（1--a)n+i}t- －一 (Bは任意定数） ・(7) 
(1-a)f 

Be + (1--afn+l. 

で与えられる。この解において tを！限りなく大きくすれば，確かにrは
y恭一 (1-a_)n十J-._ n 1._ l-. 
一 一一一ー一一一一一一一一一一一一ーー(1-a)f - f ' (1-a)f 

へと収束する。

さて，黄金時代において他の変数y,k, Y, K, w等はいかなる変化をする
n J-. 

であろうか。まず CN）の Tに戸＝ ι＋（じ尋）｛を代入すると，微分方程式

G (k）＝一 l~a

を得るから，これを解くことによってhの経路を求めることができる。その解

は
J-. , 

I-a’ 
k = k,,e 

である。ここで＇koはhの初期値である。

次に CN）と CI ）から

G(y) =afr十l-.-an・・・…...・ H ・－－…（8)

を得る。これもT拾を代入すると

Gげ）＝＋－a
となるので，解はれを初期値として，

J-. • 
I-a’ 

Y =Yoe 
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である。

YとKについては

(_l__)t (-l+!!(l一a))t I-a I ¥ l二五一 j
Y= Ly= Loenty0e = Yoe 

( _l__ ¥ t I _l_±_tiり並 －）
I-a I ¥ I-a I 

K=Lk=L,e"' k0e ＝広e

を得る。 ここで Yo,Koはそれぞれ L,Yo,Leko，を置き換えたもので， Y,K 

の初期値であることも明らかであろう。

最後にwの経路を求めておこう。 c:I[）より

G(w）＝仰）＝三五

であるから，wの経路も k, yの経路と同様に，

である。

,l 皐

I-a’ 
w=woe 

ただし，ここで注意しなければならないのは，上に求めたk, Y, K, Y, 

wの経路は黄金時代における経路であるという ことである。黄金時代に達する

迄の過程でこれらの変数が辿る経路は，まずhとyについては（町）と（8）のrに

ρではなく（7）のrを代入して，これらの微分方程式を解く ことにより求めなけ

ればならない。他の変数についても同様の手続を取れば，解が得られる。しか

し，ここではそれらの解を求める必要もないと思われるので省略する。

．旬、．

資本蓄積の黄金律

経済は黄金時代にあることがわかったので，次に一人あたり消費を最大にす

る時，利潤率と総所得の成長率，貯蓄率と資本の分け前がいかなる関係にある

かを検討しょ う。

総消費Cは，総所得から総貯蓄を差しヲI＼，、たものである。

C= Y-S= Y - ~rK 

従って一人あたりの消費はこれをLで除することによって求められる。
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c y K 
c = -y= - L- - ~r- [, =J－さrk

n ). 
経済は黄金時代であるから， r一一一＋一一一一ーである。これを上の- さ (I-a）さ

r tこ代入して，

c=yー （n+-i...:a)k

を得る。Cが最大となる時，即ち一人あたり消費を最大にする時，

2空一__!Jy__ （制 ム ＿__3___ ¥_n 
8/i - dk ¥,. ' I-a ;-v 

である。故に

dy •• ' ). － 一一一－dk-,., I-a 

である。しかるに既に述べ？如く _t!JI_= rで、あったから，
一’ dk

r = n十 .－L-
1-a 

). 
が成立する。ここでn＋一一ー は総所得 Yと総資本Kの成長率にほかならな

1-a 

いっ従って次のことが言える。

I 経済が黄金時代にある時，労働者一人あたりの消費を最大にすれば，

利潤率は総所得と資本の成長率に等しし、。

n ). 
ところ，でTはもともと －王一＋－er二；：め言で、あったのだから，これがn+

-r~ に等しいという こ とは，さ＝ 1 なることである つ これはつまり
S＝さrK=rK

となることで、あって，貯蓄総額は利潤総額に等しくなることを示している。但

し机意しなければならないのは，これだけでは利潤がすべて貯蓄されるとは言

えない事である。この式はあく までも，貯蓄と利潤の総額が等しいという事を

あらわすのみである。そこで次のことが言える。

JI 黄金時代においては，貯蓄率と資本の分け前は等しい。

IとEを合わせたものが資本蓄積の黄金律（新古典派定理）である。この定理
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をもう少し現実的に言い換えれば，国民の一人一人の消費を最大にしようとす

るならば．即ち国民に最大の福祉を得させるためには，所得と資本ストックの

成長率を利潤率に等しく，叉貯蓄量は利潤総額に等しく保つことが必要である

とL、うことである。これは必要条件であるから，そうすれば必ず、極大消費が得

られるというものではないが， しかし，これらの条件が満足されない限り極大

利潤は得られない。

以上の証明は， 生産関数としてコブ ・ダグラス型のものを採用した モデル

によって行ったが，一般的な生産関数による証明は前記フエルプスの論文や

T. W. Swanの論文 （“OfGolben Ages and Production Functions ” 

Economic Develoρment with Sρecial R司ferenceto East Asia, St. Mar-

tin’s Press, 1964）その他多くの成長理論に関する論文や書物に含まれてい

る。（例えば和田貞夫 『経済成長の基礎理論』昭和44年， ダイヤモン ド社， 浜

田宏一， 『経済成長と国際資本移動』昭和42年，東洋経済新鋭社）




