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第 1 章 緒言 

1.1 残留振動の制御 

残留振動とは，機械システムの動作停止時に残っている振動を指し，天井走行クレーン

やロボットアームといった，産業界で広く用いられている機械では残留振動が問題となる．

残留振動が生じると，安全性の低下や，待ち時間の発生による作業効率の低下などを引き

起こす．このことから，残留振動の抑制が強く求められている． 

残留振動の抑制手段としては Input Shapingと呼ばれる手法がよく知られている(1-8)．Input 

Shapingとは，線形減衰系を対象とした手法である．Input Shaperと呼ばれる複数のインパル

スの組み合わせを用い，任意の入力と Input Shaperの畳み込みで制御入力を設計する．最初

の入力で生じた振動を打ち消すように残りのインパルスの大きさとタイミングを決めるこ

とにより，残留振動を抑制することができる．最も簡単なものは 2 つのインパルスから成

る Zero vibration (ZV) shaperであり，制御に用いるパラメータが全て既知であれば残留振動

を完全に抑制することが可能である．Input Shapingは ZV shaperの他にも様々な手法が提案

されており，ロバスト性を向上させるための手法として，Zero vibration and derivative (ZVD) 

shaper，Zero vibration and double derivative (ZVDD) shaper, Zero vibration and triple derivative 

(ZVDDD) shaper, Extra insensitive (EI) shaper，Specified insensitivity (SI) shaperが提案されてい

る(7)．従来のローパスフィルターやノッチフィルターを用いた手法と比較しても，制御時間

の短さや残留振動の抑制効果の面で Input Shapingが優れている (5)．また，平滑な入力が持

つローパスフィルターのような性質を利用して，Input Shapingと平滑化を組み合わせた多自

由度系における低次モードのみでなく高次モードの残留振動も抑制する手法が提案されて

いる(8-10)． 

上記のように，Input Shapingは複数のインパルスを用いた入力設計により残留振動を打ち

消す手法であるが，結局制御入力のラプラス変換が制御系の固有振動数で零になるように

入力を設定することに等しく，これは残留振動を抑制するための必要十分条件であること

が知られている(11)．この性質を利用した多自由度線形減衰系の残留振動を抑制する制御入

力の設計手法も提案されている(11)．また，線形不減衰系について，制御入力のフーリエ変

換が固有振動数の成分を持たないことが残留振動抑制の必要十分条件であることが証明さ

れている(12)． 

線形系を対象とした，制御入力の持つ固有振動数成分に着目した制御としては，固有振

動数を含めた付近にある複数個の振動数の成分の和を目的関数に用いて最小化することに

よりロバスト性を持った制御入力を設計する手法(13)，制御入力のフーリエ変換と固有振動
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数を中心としたガウス関数の積を目的関数に用いてロバスト性を持った制御入力を設計す

る手法(14)が挙げられる． 

1.2 クレーンの残留振動制御 

クレーンは港湾や工場などで重量物の搬送に広く用いられている機械である．一口にク

レーンといっても様々な種類があり，天井を平面的に台車が走行する天井走行クレーン，

それを大型化したようなガントリークレーン，一本の柱から旋回するアームが伸びたタワ

ークレーン，支点となる台座から旋回および起伏するアームが伸びたブームクレーンなど

がある(15, 16)．クレーンを用いた搬送においては，しばしば動作停止時に吊り荷に残留振動

が発生して作業効率が著しく低下する．搬送には高速かつ正確な位置決めが求められてい

るが，一般に残留振動は搬送が高速であるほど顕著となり，吊り荷の正確な位置決めを妨

げる．現状では高速かつ正確な運転の実現を長年の経験に基づいた熟練者に頼らざるを得

ないが，物流が年々拡大傾向にある中で，安全性の向上や作業の効率化のため，クレーン

の運転を自動化することへの要望は強くなっている．また，熟練者の減少が将来的には避

けられないことも要望の一因である． 

クレーンの自動化を行うにあたっては，上記のように，目標位置における吊り荷の残留

振動を抑制するための手法が必要となる．クレーンの残留振動抑制に関しては多くの研究

が行われており，Abdel-Rahmanら(15)は 2001年以前の，Ramliら(16)は 2000年から 2016年ま

での，クレーンのモデリングおよび制御に関する研究を取りまとめている．研究は主にク

ローズドループ制御とオープンループ制御に大別できる． 

クローズドループ制御を用いた研究例としては，時間的に変化するロープ長さをもとに

適宜ゲインを更新しながらフィードバック制御を行う手法(17-19)，Input Shapingに吊り荷振れ

角の PD制御を合わせた手法(20-22)，遺伝的アルゴリズムを用いて PDコントローラやニュー

ロコントローラを最適化する手法(23, 24)，オンラインでパラメータを推定しながら制御する

手法(25)，が提案されている．その他，ファジィ制御(26-28)や H∞制御(29)を適用した研究もある．

クローズドループ制御は制御系のパラメータ変化に対するロバスト性が高く，外乱にも対

応できるという長所がある一方で，吊り荷の振れ角を測定するための計測機器が必要とな

るという短所もある．計測機器にはその設置費用やメンテナンス費用がかかり，また，計

測機器が故障した際に信頼性が低下してしまうリスクもはらんでいる． 

オープンループ制御にはクローズドループ制御で必要となる計測機器が不要なため，上

述したような問題点は生じない．オープンループ制御を用いた研究例として，Singer らは

1.1 節で述べた Input Shaping をクレーンに適用した手法(30)を提案している．しかし，Input 
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Shapingは線形減衰系を対象とした手法であり，無視できないほど大きな非線形性が含まれ

る系に対してはそれを考慮できず，残留振動を完全には抑制できないという欠点が存在す

る．クレーンの搬送においては，作業効率向上に不可欠な高速搬送を行った際に吊り荷の

大振幅が避けられず，この大振幅が原因でクレーンには非線形性が生じることから，非線

形性に対応できる手法が求められる．学習型または進化型の最適化手法を用いることによ

って非線形系に対する残留振動抑制を図った制御法の研究があり，阿部らはニューラルネ

ットワークの学習法として Particle Swarm Optimization (PSO)を採用し，サイクロイド関数を

元にした台車軌道の生成手法(31)を，小島らはべき乗で表した台車の速度パターンを遺伝的

アルゴリズムにより決定する最適軌道アルゴリズム(32)を，寺嶋らは制御入力を表す正弦波

多項式の角周波数を遺伝的アルゴリズムにより最適化する手法(33)を提案している．しかし，

これらの手法では試行錯誤的なパラメータ設定が必要であり，一般に膨大な計算量を要す

ることが問題である． 

実際にクレーンを制御することを考えると，搬送物の形状や保持状態は毎回同じとは限

らず，ロープ長さも変化することから，常に正確に系を同定することは困難である．その

ため，ある程度の誤差を許容可能なロバスト性を持った制御法が必要となる．オープンル

ープ制御で線形化したクレーンを対象とした残留振動抑制のロバスト性に関する研究とし

ては，固有振動数とその近傍で固有振動数を挟むもう 2 つの振動数の成分を制御入力から

除去することで固有振動数近傍の周波数成分を小さくする手法(12)や，周波数の変動範囲で

生じる残留振動の積分値を評価値として最小化する手法(34)がある．しかし，これらは適用

対象が線形系に留まっているため実際の機械への適用を考えると不十分である．非線形系

を対象とした制御法としては，阿部が荷の位置が異なる複数の場合で生じる残留振動の総

和を評価関数として， PSOで評価関数を最小化する最適軌道を求めてロバスト性を向上さ

せる手法を提案している(35)．しかし，進化型計算であることに加えて系パラメータの異な

る複数の条件に対する計算が必要であることから，一般にその計算量は膨大となると考え

られる． 

クレーンの搬送においては，吊り荷の初期位置と目標位置の高さが異なる場合や，初期

位置と目標位置の間に障害物があり，吊り荷の高さを変えずに搬送を行えば吊り荷と障害

物が衝突する場合など，吊り荷の巻き上げが必要な状況がある．そのため，吊り荷の巻き

上げを行いながら搬送を行った上で残留振動の抑制が可能ならば，搬送効率の向上が見込

める．線形化したクレーンで搬送中にロープ長が一定の速度で変化するような場合の研究

として，栗本らはロープ長の変化と吊り荷振れの位相変化の関係を示し，一定の加速度の

入力時間を残留振動が生じないように設定する手法(36)を，Alghanim らはロープ長の変化速
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度によりかかるコリオリ力を吊り荷の振れ角速度に対してかかる減衰とみなして制御する

手法(37)を提案している．しかし，これらは限定されたロープ長の変化に対してのみの考慮

に留まっている．Input Shaping を適用した研究(38-40)やローパスフィルターを用いた研究(41)

もあるが，いずれも残留振動を完全に抑制できる手法ではない． 

ここまでオープンループ制御の研究例として挙げてきたものはいずれも台車と吊り荷が

ロープでつながれた単振子型系でモデル化されたものであった．しかし，実際のクレーン

では吊り荷の質量と比べてフックの質量が無視できないほど大きいために単振子型系では

モデル化として不適切な場合がある．そのような場合にはクレーンを二重振子型系などの

多自由度系でモデル化しなければならず，複数モードの残留振動に対する抑制も必要とな

る．二重振子型系でモデル化されたクレーンの制御には，Input Shapingを用いたものがある．

入力により生じる 1 次モードおよび 2 次モードの残留振動の大きさを計算し，両方ともが

小さくなるように入力を設計する手法（Two-mode SI Shaper）(42, 43)，シミュレーションで Input 

Shapingの入力に台車とロープの成す角の角加速度フィードバックを用いた制御を行い，結

果を元に Input Shapingの入力を修正した制御入力を用いる手法(44, 45)，平滑化によりローパ

スフィルターのような効果が表れることを利用した手法(9, 10)が提案されている．また，二重

振子型系のクレーンの操作について，オペレータによるマニュアル制御と PD 制御または

Input Shapingによる補助を行った制御の比較が行われており，制御時間や操作回数において

Input Shapingによるものが優れた結果を示している(46, 47)．しかし，Input Shapingが線形系に

対する制御手法であることから，非線形性を考慮できていない点は問題であるといえる． 

1.3 固有振動数成分除去法 

本研究では，天井走行クレーンを対象としたオープンループ制御による残留振動抑制を

目的とし，そのための手段として，固有振動数成分除去法を用いて残留振動の生じない台

車軌道を設計する方法を提案している(48, 49)．固有振動数成分除去法は，線形不減衰系に関

して有限時間作用する外力が系の固有振動数の成分を持たなければ残留振動は生じない，

という性質(12, 50)を利用したものである．Bhatら(11)および山浦ら(12)はこの性質を利用したオ

ープンループ制御による多自由度系の制振について検討している．しかし，両者とも適用

対象は線形系に留まっているため，実際の機械への適用を考えると不十分である．クレー

ンの残留振動制御において系の固有振動数と残留振動の関係に着目した研究として，Lewis

らは操作者の入力に対して線形固有振動数成分を除去するフィルターをかけることで残留

振動の抑制を図っているが，非線形性の考慮を行っていないため，残留振動を完全には抑

制できていない(51)．三好らは線形系において固有振動数の変動に対するロバスト性を向上
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させることで非線形性への対応を行うとともに，ロバスト性と制御入力の周波数特性の関

係を数学的に示している(34)．しかし，非線形性の影響が明確ではないこと，および加速度

が不連続に変化していることが問題である．これらに対して，本研究で提案している固有

振動数成分除去法では線形系のみならず非線形系に対しても上記の性質を利用した制振が

可能である(48, 49)． 

固有振動数成分除去法では，上記の性質を非線形減衰系についても適用するために，ク

レーンの減衰や非線形性の影響を線形不減衰系にかかる外力とみなしたみなし外力を用い

ている．このように，運動方程式からみなし外力を求めて固有振動数成分を除去するとい

う明快な手続きで一般的な系に対して適用できることから，高い簡便性と汎用性を有した

手法であるといえる． 

また，本手法は非線形性を考慮した上で周波数領域において残留振動抑制に関する検討

ができる点で優れた手法である．例えば，線形系に対して外力の持つ固有振動数付近の成

分を低減させることによってロバスト性を向上させる手法には 1.1節および 1.2節で援用し

たものがあるが，非線形系に対してこれらの手法をそのまま適用することはできない．こ

れに対して，本手法では外力そのものではなく，みなし外力の持つ固有振動数付近の成分

を低減させることで，非線形系に対してもロバスト性の向上が期待できる． 

1.4 本論文の構成 

1.2節で述べたように，非線形性および減衰，同定の誤差に対するロバスト性，時間的な

パラメータ変化，および多自由度系の複数モードに生じる残留振動はクレーンの残留振動

制御において問題となり得る．本論文では，固有振動数成分除去法を用いてこれらを考慮

した残留振動制御を行い，これらの問題に対する手法の有効性を検証する． 

本論文は 6つの章から構成される． 

第 1章では，クレーンを中心とした残留振動制御に関する状況についてまとめた．また，

クレーンの残留振動を抑制する上での問題点を示した． 

第 2 章では，天井走行クレーンに固有振動数成分除去法を適用して台車軌道を設計する

方法について述べる．まず，線形不減衰系を用いて固有振動数成分除去法の基本概念を示

す．次に，天井走行クレーンモデルを提示し，固有振動数成分除去法を用いた台車軌道の

設計方法について述べる．最後に，数値シミュレーションおよび実験によって本手法の有

効性を検証する． 

第 3 章では，固有振動数の推定誤差に対するロバスト性の向上手法について検討する．

まず，推定誤差が残留振動の抑制に及ぼす影響を調べる．その後，みなし外力の持つ固有
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振動数周りの成分を低減することによるロバスト性向上を図って，みなし外力から複数の

振動数成分を除去する条件と振動数成分の微分係数を零にする条件の 2 種類の条件を与え

て台車軌道の設計を行う．設計した台車軌道のロバスト性や適用可能な制御時間の範囲に

ついて，数値シミュレーションおよび実験によって検証し，2種類の条件の比較を行う． 

第 4 章では，搬送中に台車と吊り荷をつなぐロープ長が時間的に変化して吊り荷の昇降

が生じる場合について検討する．まず，ロープ長の変化が残留振動抑制へ及ぼす影響を調

べる．次に，非線形性や減衰の影響と同様にロープ長の影響もみなし外力に含めて台車軌

道の設計を行い，残留振動抑制に対する有効性を数値シミュレーションで検証する．さら

に，ロープ長の変化に冗長性を持たせて，最適化手法を用いた障害物を回避する軌道の設

計方法を示し，その有効性の検証および回避できる障害物の大きさについて検討を行う． 

第 5 章では，フックと吊り荷から成る二重振子型系で天井走行クレーンをモデル化した

場合について検討する．まず，単振子型系で台車軌道を設計した際に二重振子型系に生じ

る残留振動について調べる．次に，固有振動数成分除去法の二重振子型系への適用方法に

ついて述べ，数値シミュレーションにより有効性を検証する．さらに，台車加速度に関し

て最適化を行うことで，台車軌道の改善を図る． 

第 6章では，第 2章から第 5章までの内容を踏まえ，本論文を総括する． 



 

7 

 

第 2 章 固有振動数成分除去法を用いた台車軌道の設計 

本研究では，オープンループ制御による天井走行クレーンの残留振動抑制を目的として，

台車軌道の設計手法に固有振動数成分除去法を提案している．この手法は線形不減衰系に

関して外力が系の固有振動数成分を持たなければ残留振動は生じない，という性質を利用

したものである． 

本章では，固有振動数成分除去法の基本概念について述べた後に，天井走行クレーンに

固有振動数成分除去法を適用して台車軌道を設計する方法について述べ，数値シミュレー

ションおよび実験により本手法の残留振動抑制に対する有効性を検証する． 

2.1 基本概念 

本節では，質量mの質点とばね定数kのばねから成る線形不減衰 1 自由度系に対して有

限時間だけ外力が作用するときの残留振動を例に，固有振動数成分除去法の基本概念につ

いて述べる．外力  f t が 0t  からt T まで作用するときの系の運動方程式は，質点の変位

をxとし，固有角振動数 /n k mω  を用いて次のように表される． 

     
 
 

2
1 0 1

,
0 0 ,

n

Tf t h t
x x h t

m t T t
ω

  
   

 
ɺɺ   (2.1) 

ここで，系は 0t  で静的平衡状態にあるものとする． 0 t T  で定義された外力  f t の複

素フーリエ変換  F ω を考えると，外力  f t が固有角振動数 nω の成分を持たない条件は次

のように示される． 

     

   
0 0

0 0

cos sin 0

cos 0 sin 0

T T

n n n

T T

n n

F f t t dt i f t t dt

f t t dt f t t dt

ω ω ω

ω ω

  

   

 

 
  (2.2) 

また，式(2.2)が満足されるとき， t T （強制外力が作用し終わった時間）における質点

の変位  x T および，質点の速度  x Tɺ は次のようになる． 

     

     

0 0

0 0

sin cos
cos sin 0

cos sin
cos sin 0

T T
n n

n n
n n

T T
n n

n n

T T
x T f d f d

m m

T T
x T f d f d

m m

ω ω
τ ω τ τ τ ω τ τ

ω ω

ω ω
τ ω τ τ τ ω τ τ


   


   

 

 ɺ

  (2.3) 

このように，系に作用する外力  f t に固有角振動数の成分が含まれない場合には
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  0x T  ，   0x T ɺ が成立し，t T で振動が発生しないことがわかる(50)． 

このような固有角振動数 nω を有する線形系で外力の作用が終了した t T における振動

が発生しないための必要十分条件は，式(2.2)のように，外力  f t が角振動数 nω の成分を持

たないことであることを，Bhat ら(11)は減衰系でラプラス変換を用いて，山浦ら(12)は不減衰

系でフーリエ変換を用いて明らかにしている． 

2.2 天井走行クレーンモデル 

本章および第 3章，第 4章では，図 2.1に示すような天井走行クレーンモデルを取り扱う．

この系は，質量M の台車，質量mの吊り荷，長さ l のロープで構成されている．ここで，

吊り荷は質点であると仮定し，台車と吊り荷を連結するロープは質量が無視でき，かつ伸

縮せずたわまないものとする．また，ロープの長さ l は時間的に変化するものとし，制御開

始時のロープ長を 0l とする．台車は水平方向の外力 xf によって直線状のレール上を移動可

能であり，台車と吊り荷の運動はレールを含む鉛直平面内に拘束される．台車および吊り

荷の並進運動に関する粘性減衰係数をそれぞれC およびcとし，重力加速度をgとする．台

車の変位をx（右向きを正）および台車に対する吊り荷の振れ角を θ（反時計回りを正）と

すると，xおよび θに関する運動方程式は次のように導出される． 

    2cos cos sin

sin 2 cos sin x

M m x ml C c x cl ml

ml ml cl f

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

         


     

ɺɺ ɺ ɺɺɺ ɺ

ɺɺ ɺ ɺ ɺ
  (2.4) 

2 2cos cos sin 2 0ml ml x cl cl x mgl mllθ θ θ θ θ θ       ɺɺ ɺ ɺɺɺɺ ɺ   (2.5) 

ここに，" " /d dt  である． 

 

 

 

Fig. 2.1 Analytical monel of overhean crane. 
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制御目標は，目標到達時間t T で台車をx d まで移動させ，かつ吊り荷の残留振動を抑

制することである．ここで，実時間tを目標到達時間T で除した無次元時間 /t Tτ  を導入

し，いくつかの無次元パラメータを用いて，上の運動方程式を次のように書き換える． 

    21 cos 2 2 cos sin

sin 2 cos 2 sin

h h

h

ξ θ θ

θ ξ

µ ξ µρ θ θ µ ζ ζ ω ξ µρζ ω θ θ µρ θ θ

µρ θ µρ θ θ µρ ζ ω θ σ

             


        
  (2.6) 

2 2 2
0cos 2 2 cos sin 2 0h h hθ θρ θ ρ θ ξ ρ ζ ω θ ρζ ω θ ξ ρρ ω θ ρρ θ               (2.7) 

ここに，" " /d dτ' であり，Lを代表長さとして，次のような変数および無次元パラメー

タを用いた． 

0

2
0

0

, , ,

, , , ,
2 2

h h h

x

h h

x m g
T

L M l

lf TC c l

m m ML L L
ξ θ ξ

ξ µ ω ω ω

ζ ζ σ ρ ρ
ω ω


    



     


ɶ ɶ

ɶ ɶ

  (2.8) 

このうち， hω は無次元固有角振動数を表す．後の第 3 章で固有振動数の推定誤差に対する

ロバスト性について議論する際には，数値シミュレーションと台車軌道の設計で用いる固

有振動数の間に推定誤差を設定することで，固有振動数に推定誤差がある場合の残留振動

の大きさを調べる．そのため，あらかじめ， hω を無次元固有角振動数の真値とし，台車軌

道の設計に用いる推定誤差を含む推定値を eω としておく． 

また，制御入力 ξσ は，目標到達位置における台車の位置決め精度を保証するために，台

車変位のフィードバックを用いて次のように与える． 

 tGξσ ξ ξ    (2.9) 

ここに， tξ は台車が追従すべき目標軌道，G はフィードバックゲインである． 

なお，本章および第 3 章では   0ρ τ ρ としたロープ長が一定の場合を扱い，第 4 章でロ

ープ長の時間変化を考慮した場合について検討する． 

2.3 固有振動数成分除去の条件 

固有振動数成分除去法は，線形不減衰系に関して外力が系の固有振動数成分を持たなけ

れば残留振動は生じないという性質を，みなし外力を用いることにより非線形減衰系にも

適用可能にしようという手法である．無次元固有角振動数を推定値 eω とし，その場合の台

車の目標軌道を teξ とすれば，固有振動数成分除去法を適用する運動方程式は，式(2.6)，(2.7)
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および(2.9)より次のようになる．ただし，本章ではロープ長は   0ρ τ ρ で一定として扱う

ため， 0ρ ρ ， 0ρ ρ   を代入している． 

   
 

 

0

2
0 0

2

02

0

1 cos 2

2 cos sin

cos 2 2 cos
sin

e

e te

e e

e e
e e

G

ξ θ

θ

θ

θ θ
θ

µ ξ µρ θ θ µ ζ ζ ω ξ

µρ ζ ω θ θ µρ θ θ ξ ξ

θ ω θ σ

θ ξ ρ ζ ω θ ζ ω θ ξ
σ ω θ θ

ρ

      

      

  


      
   



  (2.10) 

ここに， eθσ は吊り荷に対するみなし外力であり，吊り荷に作用する非線形性および減衰の

影響を無次元固有角振動数が eω の線形不減衰系に作用する外力として捉えたものである．

2.1節で示した性質より，線形不減衰系に外力が有限時間作用する場合，残留振動が生じな

いための必要十分条件は作用する外力が系の固有振動数の成分を持たないことである．し

たがって，無次元固有角振動数が eω の系では， eθσ が eω の成分を持たなければ吊り荷に残

留振動は生じない．この条件は次式で与えられる． 

1 1

0 0
cos 0 sin 0e e e ed dθ θσ ω τ τ σ ω τ τ      (2.11) 

式(2.10)から， eθσ は台車の変位 ξおよび吊り荷の振れ角 θを含む関数であることがわかる．

これら ξおよび θは，台車の目標軌道 teξ を時間関数として与えると，式(2.10)を数値積分す

ることによって求められる．したがって，吊り荷の残留振動を抑制する問題は，式(2.11)を

満足するような teξ を導出する問題となる． 

2.4 成分を除去する振動数について 

2.3節では固有振動数成分除去の条件について述べた．式(2.10)の第 2式の固有角振動数が

eω であることから，式(2.11)を満たすようにみなし外力 eθσ から eω の成分を除去することで

残留振動の抑制を図っている．しかし，式(2.10)の第 2 式の左辺第 2 項である 2
eω θは式(2.7)

を式(2.10)に変形する過程で両辺に加えられたものであり，式(2.7)の運動方程式にそのよう

な項はないため，ここで eω を用いる必然性はない．すなわち，式(2.10)の第 2式の固有角振

動数は eω 以外でもよいはずであるが，選ぶ固有角振動数によって残留振動を抑制できない

ようなことがあれば適切な固有角振動数を選ぶ手段が必要となる．この節では，式(2.10)の

第 2式の固有角振動数として eω を用いてよいか検討する． 

非線形性や減衰の項を  , ,N x x tɺ とおいた次のような運動方程式を用いて考える． 

   , ,x N x x t f t ɺɺ ɺ   (2.12) 
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xをyに変え，任意の振動数Ωを用いて，式(2.12)を次のように変形する． 

   2 2 , ,y y y f t N y y tΩ Ω   ɺɺ ɺ   (2.13) 

ここに，式(2.13)の右辺はみなし外力である．みなし外力を      2 , ,g t y f t N y y tΩ   ɺ とお

くと，式(2.13)の解は次式で表される． 

     
0

1
sin

t
y t g t dτ Ω τ τ

Ω
    (2.14) 

ここで，式(2.14)をtで微分することで次式が求まる． 

     

       
0

0

cos

sin

t

t

y t g t d

y t g t d g t

τ Ω τ τ

Ω τ Ω τ τ

  

   






ɺ

ɺɺ

  (2.15) 

式(2.15)は式(2.13)を満足する．式(2.14)および式(2.15)の  y t ，  y tɺ ，  y tɺɺ を式(2.12)の  x t ，

 x tɺ ，  x tɺɺ に代入すると，式(2.12)の左辺は次のようになる． 

         

          

   

         

 

0

2

0

0

2

0

, , sin , ,

sin , , , ,

sin

1
sin , , , ,

t

t

t

t

y N y y t g t d g t N y y t

g t d y f t N y y t N y y t

g t d

g t d f t N y y t N y y t

f t

Ω τ Ω τ τ

Ω τ Ω τ τ Ω

Ω τ Ω τ τ

Ω τ Ω τ τ
Ω

     

      

  

       
 











ɺɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ

ɺ ɺ

  (2.16) 

式(2.16)より，式(2.13)の解である式(2.14)は式(2.12)の解でもあることがわかる．したがっ

て，式(2.13)のみなし外力からΩの成分を除去することは，非線形減衰系である式(2.12)の残

留振動を抑制することに等しい．このとき，みなし外力から成分を除去すべき振動数であ

るΩは任意の振動数であることから，式(2.10)の第 2式の固有角振動数も任意の振動数を用

いることができる．そのため，そこに eω を用いることにも問題はない．ただし，上記の議

論はみなし外力を正確に求められていることが前提になっており，パラメータに推定誤差

が含まれるような場合にはみなし外力が正確に求められないため， e hω ω の場合には式

(2.10)の第 2式の固有角振動数にどのような振動数を用いても推定誤差の影響が現れる． 

2.5 台車の目標軌道の設計 

2.3節では残留振動を抑制するための固有振動数成分除去の条件について述べた．本節で
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は，クレーンに搬送をさせるための境界条件を与え，固有振動数成分除去の条件および境

界条件を満足するような台車軌道の設計に時間関数を用いる． 

台車の軌道を導出するにあたり，式(2.11)の条件に加えて，制御時間 0 1τ  の間に台車

が初期位置（ 0ξ  ）から目標到達位置（ /d Lξ δ  ）まで移動する条件，制御開始時と終

了時に台車が静止している条件，および無理のない始動と停止を実現する条件として，台

車軌道に関する以下の境界条件を与える．なお，制御入力を式(2.9)のように変位のフィード

バックで与えていることから，台車は目標軌道に完全には追従しないため，実際の台車軌

道と目標軌道との間にはずれが生じる．そこで，制御開始時は teξ ，制御終了時は ξを境界

条件に用いている． 

   

   

   

0 0 , 1

0 1 0

0 1 0

te

te

te

ξ ξ δ

ξ ξ

ξ ξ

  
   


   

  (2.17) 

teξ としては，関数形を次式で与える． 

 

   
0

6 2

3

1 1

!

hN

te n n

n

n n

n n

h P

d
P

n d

ξ τ

τ τ τ τ
τ τ




 



      


  (2.18) 

式(2.18)の nh は未定係数，  nP τ は目標軌道  teξ τ を構成する基底関数であり，  nP τ は

次式を満足する． 

   
 

 
1

0

0

1

2 7

n m

n m

P P d
n m

n

τ τ τ

 


  
 

   (2.19) 

     0 0 , 0 0 , 0 0n n nP P P      (2.20) 

式(2.19)は 0 1τ  の範囲において異なる nP が互いに独立であり，直交していることを表

す．式(2.20)は nP ， nP ， nP が 0τ  で零となり，あらかじめ式(2.17)における 0τ  の 3 個

の条件が満足されることを表す．したがって， teξ が満たすべき条件は式(2.11)の条件 2個と

式(2.17)のうち 1τ  の条件 3個を合わせた 5個となるため， 4hN  になる． 

 



 

13 

 

Table 2.1 Monifien Legennre polynomials 

n    nP τ   

0 3τ   

1 4 38 7τ τ   

2 5 4 345 72 28τ τ τ    

3 6 5 4 3220 495 360 84τ τ τ τ     

4 7 6 5 4 31001 2860 2970 1320 210τ τ τ τ τ      

5 8 7 6 5 4 34368 15015 20020 12870 3960 462τ τ τ τ τ τ       

 

 

Fig. 2.2 Graphs of monifien Legennre polynomials. 

 

以上より，式(2.11)および式(2.17)の条件を満足する未定係数  0 ~ 4nh n  を求めることに

より残留振動を抑制する台車軌道を決定することができる．なお，非線形性および減衰の

影響を考慮する場合には未定係数を解析的に求めることは不可能であるため，本報では固

有振動数成分除去の条件である式(2.11)および境界条件である式(2.17)を満足する未定係数

nh をニュートン法により求めた．ニュートン法の初期値には，基本的には減衰を無視して

線形化した運動方程式から設計した目標軌道の係数を用いる．その初期値で収束しないパ

ラメータである場合は，それとは別のパラメータで収束した係数を初期値に用いて，パラ

メータを目的の値に徐々に近づけながら目標軌道を求めてそれを次の初期値に用いるとい

う手順を繰り返し，最終的に目的のパラメータにおける目標軌道を求める． 

基底関数 nP としては他にも多数考えられるが，種々検討した結果，本手法で未定係数 nh

を求める際に用いるニュートン法の収束性に基底関数の直交性が大きな影響を及ぼすこと

がわかったため，ルジャンドル多項式を参考にして，式(2.17)における 0τ  の 3個の境界条

τ [] τ [] τ []

P
n

P
n

n = 0

n = 1

n = 2

n = 3

n = 4

n = 5

−1

0

1

0 1
−1

0

1

0 1 0 1
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件をあらかじめ満足するように作成した直交多項式を用いることとした．ここでは，この

 nP τ を修正ルジャンドル多項式と呼ぶ． 0 ~ 5n  の nP について，表 2.1にはそれぞれの具

体的な式を，図 2.2には関数形状を示す． 

2.6 数値シミュレーション結果 

本節では，2.3 節および 2.5 節で提案した手法を天井走行クレーンモデルの制振制御へ適

用したときの有効性を数値シミュレーションによって検証する．その際，台車の目標軌道 teξ

は無次元固有角振動数を推定値 eω とする式(2.10)から求め，数値シミュレーションは無次元

固有角振動数を真値 hω とする式(2.6)および式(2.7)に目標軌道 teξ を用いた次式から求めた． 

   
 

 

0

2
0 0

2

02

0

1 cos 2

2 cos sin

cos 2 2 cos
sin

h

h te

h h

h h
h h

G

ξ θ

θ

θ

θ θ
θ

µ ξ µρ θ θ µ ζ ζ ω ξ

µρ ζ ω θ θ µρ θ θ ξ ξ

θ ω θ σ

θ ξ ρ ζ ω θ ζ ω θ ξ
σ ω θ θ

ρ

      

      

  


      
   



  (2.21) 

これらの数値積分にはいずれも Runge-Kutta-Gill 法を利用し，制御時間 0 1τ  の分割数

を 1024 とした．数値シミュレーションに用いた系パラメータを表 2.2 に示す．ここで，台

車の減衰比 ξζ の値は制御装置のカタログ値を参考にして決めた．また，無次元固有角振動

数の真値 hω と推定値 eω の差を，推定誤差 εを用いて次のように定義する． 

 1h eω ε ω    (2.22) 

このように推定値を基準として真値を表すのは，目標軌道を設計する際には設計者の知

り得る推定値を用いざるを得ないためである．さらに，制御時間の長短を表すために次の

ような無次元パラメータνを導入する． 

2 / e

T
ν

π ω


ɶ

  (2.23) 

ここに， ν は制御時間 t T と吊り荷の固有周期の推定値 2 / eπ ωɶ （ e eTω ω ɶ ）の比であり，

この値が小さいほど短い時間で台車が目標位置まで移動することを意味する． 

 

Table 2.2 Dimensionless parameters 

µ   ξζ   θζ   G   δ   0ρ   

1.0 5.00 0.05 51.0 10   1.0 1.0 
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1.2ν  および 1.6ν  の場合の数値シミュレーション結果を図 2.3に示す．なお，誤差はな

い（ 0ε  ）ものとしている．上段が左から台車の位置 ξ，台車に対する吊り荷の振れ角 θ，

下段が左から ξ 方向の吊り荷の位置 sincξ ξ ρ θ  ，台車への入力 ξσ である．図 2.3(a)が

1.2ν  ，図 2.3(b)が 1.6ν  の場合である． 

図 2.3より， 1.2ν  および 1.6ν  の両方の場合で吊り荷の振れ角 θが制御終了以降（ 1τ  ）

で変動していないことから，本設計法の残留振動抑制に対する有効性が確認された．また，

搬送中（ 0 1τ  ）の吊り荷の振れ角は大きいにもかかわらず，吊り荷の位置 cξ は比較的滑

らかに動いていることがわかる． 

 

 

(a) 1.2ν    

 

(b) 1.6ν    

Fig. 2.3 Simulations using target trolley trajectories which nerive apparent external forces not having 

the natural frequency component.  
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Fig. 2.4 Frequency component of eθσ . 

 

さらに，図 2.3 の各数値シミュレーション結果について，みなし外力 eθσ の持つ振動数成

分を eF とし，角振動数ω毎の eF を図 2.4に示す． eF は次式により求められる． 

   
2 2

1 1

0 0
cos sine e eF d dθ θσ ωτ τ σ ωτ τ     (2.24) 

図 2.4より，式(2.11)の固有振動数成分除去の条件の狙いどおりに，どちらの結果も， eω ω

で 0eF  となっていることが確認できる． 

2.7 実験による検証 

本節では，2.6節で数値シミュレーションを用いて行った有効性の検証を実験により行う． 

2.7.1 実験装置の概略 

本論文で用いた実験装置の概略図を図 2.5に示す．実験装置はベルトによって直線のレー

ル上を駆動される台車と，台車に連結された剛体棒の振子から構成される．ベルトの両端

にはそれぞれ台車駆動用のモータと移動距離測定用のエンコーダを取り付けてある．また，

台車上にはエンコーダが取り付けてあり，振子の上端をこのエンコーダに固定して振子の

振れ角を測った．それぞれの測定およびモータの制御はサンプリング時間 1msで行った． 

振子の質量をm，全長を rl ，根元の減衰係数をcとし，密度は一様であるとみなす．台車

の変位をx（右向きを正）および台車に対する振子の振れ角を θ（反時計回りを正）とする

と，xおよび θに関する運動方程式は次のように導出される．ただし，台車の質量 0.610kg

に対して振子の質量 0.090kgが小さいことに加えて，後に示す台車の減衰に相当する値が大

きいことから，振子の運動は台車の運動に影響を及ぼさないとみなし，xに関する運動方程

式を簡略化している． 

0.9 1 1.1
0

0.5

1

ω / ωe

F
e

[
]

ν = 1.2

ν = 1.6
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Fig. 2.5 Schematic niagram of experimental setup. 

 

Table 2.3 Parameters of an experimental equipment 

1/2 1/2[m / (s V )]α   1/2[(V / m) ]β  [ ]ζ    [kg]m   [ran / s]hωɶ   

4.81 4.12 0.004 0.090 4.31 

 

22x x uαβ α ɺɺ ɺ   (2.25) 

2 3
2 sin cos 0

2
h h

r

x

l
θ ζω θ ω θ θ   

ɺɺ
ɺɺ ɺɶ ɶ   (2.26) 

ここに，α，βは制御系を含む台車のパラメータ，uは台車への制御入力， ( 3 / 2 )h rg lω ɶ  

は振子の線形固有角振動数， 2( 3 / 2 )r hc mlζ ω ɶ は減衰比である．実験装置より同定されたパ

ラメータを表 2.3 に示す．ただし， hωɶ は振子を自由振動させて測定した周期から求めてお

り，厳密には振子の固有角振動数と一致しないものと思われる．ここで，測定された値を

真値 hωɶ として用いているのは，後の第 3 章で推定誤差がある場合の実験を行う際に，推定

誤差 εを設定して hωɶ より推定値 eωɶ を求めて台車軌道の設計に用いる都合のためである．誤

差がある場合の実験方法については第 3章で詳しく述べる． 

式(2.25)および式(2.26)の運動方程式は数値シミュレーションに用いた式(2.6)および式

(2.7)の運動方程式と異なる点があるが，固有振動数成分除去法の残留振動抑制に対する有効

性の検証という観点で考えた場合，みなし外力から固有振動数成分を除去することで残留

振動が抑制されることが検証できるならば運動方程式の差異は問題ないと考えられる． 

Enconer for cargoEnconer for trolley

Trolley

Ron

Motor

1243mm
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制御入力uは，シミュレーションと同様に，台車が目標軌道 tx に追従するために次式の

ような台車変位のフィードバックを与える． 

 tu G x x    (2.27) 

2.7.2 台車の目標軌道の設計 

2.6 節と同様の方法で台車の目標軌道 tx を求める．固有角振動数を推定値 eωɶ ，その場合

の台車の目標軌道を tex とすれば，固有振動数成分除去法を適用する運動方程式は，式(2.25)，

(2.26)および(2.27)より次のようになる． 

 

 

2

2

2

2

3
sin cos 2

2

te

e e

e e e
r

x G x x

x

l

θ

θ

αβ α

θ ω θ σ

σ ω θ θ θ ζω θ

  

 

    


ɺɺ

ɺɺ ɶ

ɺɺ
ɺɶ ɶ

  (2.28) 

ここに， eθσ は振子に対するみなし外力である．みなし外力が固有角振動数 eωɶ の成分を持た

ない条件は次式で与えられる． 

0 0
cos 0 sin 0

T T

e e e et dt t dtθ θσ ω σ ω   ɶ ɶ   (2.29) 

ここに，T は制御時間である．また，台車の軌道を導出するにあたり，式(2.29)の条件に加

えて，制御時間 0 t T  の間に台車が初期位置（ 0x  ）から目標到達位置（x d ）まで移

動する条件，制御開始時と終了時に台車が静止している条件，および無理のない始動と停

止を実現する条件として，台車軌道に関する以下の境界条件を与える．なお，制御入力を

式(2.28)のように変位のフィードバックで与えていることから，台車は目標軌道に完全には

追従しないため，実際の台車軌道と目標軌道との間にはずれが生じる．そこで，制御開始

時は tex ，制御終了時はxを境界条件に用いている． 

   
   
   

0 0,

0 0

0 0

te

te

te

x x T d

x x T

x x T

  


  
  

ɺ ɺ

ɺɺ ɺɺ

  (2.30) 

tex として，式(2.18)と同じく修正ルジャンドル多項式 nP を用いて，関数形を次式で与え

る． 

 
0

hN

te n n

n

t
x t h P

T

   
 

   (2.31) 
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ここに， nP を /t T の関数としているのは，異なる  nP τ が直交しているのは 0 1τ  の範

囲だからである．式(2.20)に示したように，  nP τ ，  nP τ ，  nP τ が 0τ  で零となるため，

あらかじめ式(2.30)における 0τ  の 3 個の条件が満足される．したがって， tex が満たすべ

き条件は式(2.29)の条件 2個と式(2.30)のうち 1τ  の条件を合わせた 5個となるため， 4hN 

になる． 

以上より，式(2.29)および式(2.30)の条件を満足する未定係数  0 ~ 4nh n  を求めることに

より，残留振動を抑制する台車軌道を決定することができる．なお，式(2.29)および式(2.30)

を満足する未定係数 nh をニュートン法により求めた． 

2.7.3 実験結果 

2.7.1 項で示した実験装置に対し，2.7.2 項で求めた目標軌道 tex を用いた式(2.27)の制御入

力を台車に与えて実験を行い，手法の有効性を検証する．本論文の実験では，フィードバ

ックゲインを 60G  ，目標位置を 0.56md  とした． 

1.2ν  および 1.6ν  の場合の実験結果を図 2.6に示す．上段が左から台車の位置x，台車

に対する振子の振れ角 θ，下段が左からx方向の振子の重心位置 sin / 2c rx x l θ  ，台車へ

の入力uである．横軸は無次元時間 /t Tτ  にしている．図 2.6(a)が 1.2ν  ，図 2.6(b)が 1.6ν 

の場合である．図 2.6 より， 1.2ν  および 1.6ν  の両方の場合で制御終了時以降（ 1τ  ）

における振子の振れ角 θの振動が小さく，残留振動をよく抑えられていることがわかる．こ

のことから，本設計法の有効性が実験によっても示された． 
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(a) 1.2ν    

 

(b) 1.6ν    

Fig. 2.6 Experimental results.  

 

2.8 第 2 章のまとめ 

本章では，固有振動数成分除去法を用いて台車軌道の設計を行い，オープンループ制御

による天井走行クレーンの残留振動抑制を行った．吊り荷の運動方程式における非線形性

や減衰の影響をすべて線形不減衰系に作用するみなし外力として考慮し，そのみなし外力

から固有振動数成分を除去する固有振動数成分除去法について述べ，その有効性を数値シ

ミュレーションおよび実験により検証した．その結果，非線形性や減衰を考慮した残留振

動の抑制が可能であることを示した． 
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第 3 章 固有振動数の推定誤差に対するロバスト性向上手法 

実際にクレーンを制御することを考えると，搬送物の形状や保持状態は毎回同じとは限

らず，ロープ長さも変化することから，常に正確に系を同定することは困難である．その

ため，ある程度の誤差を許容可能なロバスト性を持った制御法が必要となる． 

本章では，まず固有振動数の推定誤差が固有振動数成分除去法による残留振動抑制に及

ぼす影響について調べる．その後，ロバスト性向上の条件を 2 種類提案し，新たに目標軌

道の条件として加え，その有効性を検証するとともに比較を行う． 

3.1 推定誤差が残留振動に及ぼす影響の検討 

数値シミュレーションにより，無次元固有角振動数の推定誤差が残留振動に及ぼす影響

について調べる． 

1.2ν  および 1.6ν  の場合の数値シミュレーション結果を図 3.1 に示す．図 3.1(a)が

1.2ν  ，図 3.1(b)が 1.6ν  の場合である．図中の実線は固有角振動数の推定値 eω が真値 aω

と一致する推定誤差のない場合（ 0ε  ），破線は推定誤差のある場合（ 0.15ε  ）である．

ここで，推定誤差のある場合を 0.15ε  としたのは，先行研究(12-14, 34)より誤差として許容す

べき大きさがその程度であると考えたためである． 

図 3.1より， 1.2ν  および 1.6ν  のどちらの場合も台車の軌道 ξは実線と破線がほぼ重な

っており，台車軌道は推定誤差の影響をほとんど受けていないことがわかる．一方，吊り

荷の振れ角 θは，実線はどちらも 1τ  での変動が見られないが，破線は 1τ  でも変動し続

けており，系に推定誤差が含まれる場合には残留振動を十分に抑制できていないことがわ

かる．さらに，制御時間が短く台車が速く動いている 1.2ν  の場合の方が 1.6ν  の場合よ

りも残留振動が大きくなっている． 

次に，推定誤差が残留振動抑制に及ぼす影響についてより詳しく調べるために，次式で

表される 1τ  における吊り荷の力学的エネルギー相当値 resE を考える． 

 2 2 2
res 0

1

1
1 cos

2
aE

τ

ρ θ ρρ ω θ


    
 

  (3.1) 

resE の値が大きいほど残留振動も大きい．また，εを変化させながらシミュレーションを実

施することで， resE に対する εの影響を調べることができる．その結果を図 3.2に示す．図

中の実線および破線は，それぞれ 1.2ν  の場合および 1.6ν  の場合の結果である．図 3.2

より， νがどちらの場合でも 0ε  では resE が零であるが， ε が大きくなるほど resE の値が

増加する． εが同じ値のときには， 1.2ν  の場合の方が 1.6ν  の場合よりも大きく，した
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がって，制御時間の短い方が resE が大きくなっている． 

系パラメータが推定誤差を持つときに残留振動を抑制できない原因について考えるため

に，式(2.21)に示した吊り荷に対するみなし外力 aθσ の持つ aω 成分の大きさを aF とし，この

aF に対する εの影響を調べた結果を図 3.3に示す． aF は次式により求められる． 

     
2 2

1 1

0 0
cos sin , 1a a a a a a eF d dθ θσ ω τ τ σ ω τ τ ω ε ω       (3.2) 

 

 

(a) 1.2ν    

 

(b) 1.6ν    

Fig. 3.1 Effect of estimation error on residual vibration. 
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Fig. 3.2 Effect of ε  on residual energy resE . 

 

 

Fig. 3.3 Effect of ε  on natural frequency component aF . 

 

図 3.3より，図 3.2の resE と同様に， 0ε  では 0aF  であるのに対して， 0ε  では 0aF 

であって ε が大きいほど aF が大きいこと，および 1.2ν  の場合の方が 1.6ν  の場合よりも

aF が大きいことがわかる．2.3 節で述べたように， aθσ が系の固有振動数の成分を持たない

こと，すなわち 0aF  が残留振動抑制の必要十分条件であるため， 0ε  の場合に残留振動

を抑制できないのは 0aF  であることが原因であるといえる．その上， 0ε  の近傍で aF の

勾配は比較的急であるため，系パラメータが推定誤差を持つときに対して本設計法の有効

性を高めるには何らかの対策が必要である． 

3.2 ロバスト性向上の条件 

本節では，推定誤差がある場合にも残留振動の抑制効果を高める方法について考える．

3.1 節では推定誤差が大きくなるほど吊り荷に対するみなし外力 aθσ の持つ固有振動数成分

aF が大きくなるため，残留振動が大きくなることを示した．この性質を踏まえると，推定

値を用いたみなし外力 eθσ を微修正することでなるべく広い εの範囲で aF を小さく抑える

ことができれば，推定誤差がある場合の残留振動の抑制効果を向上させることができると

考えられる．本節では，その具体策として，以下の 2 種類の条件を台車の目標軌道 teξ の設

計に適用する． 
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3.2.1 複数成分除去条件 

eω 近傍にある複数の振動数の成分をみなし外力 eθσ から除去することで， 0ε  まわりの

広い範囲における aF の低減を図る．そこで，次の条件を台車軌道の条件として加える． 

   

   

1 1

0 0

1 1

0 0

cos 1 0 sin 1 0

cos 1 0 sin 1 0

e p e e p e

e p e e p e

d d

d d

θ θ

θ θ

σ ε ω τ τ σ ε ω τ τ

σ ε ω τ τ σ ε ω τ τ

     

    


 

 
  (3.3) 

式(3.3)は，推定値から誤差 pε の振動数の成分をみなし外力から除去するための条件であ

る．制御性能の比較における便宜上，目標軌道の条件に固有振動数成分除去の条件（式(2.11)）

と境界条件（式(2.17)）のみを用いる場合を ZF1制御（Single zero frequency component control），

式(2.11)の代わりに2成分除去の条件（式(3.3)）を用いる場合をZF2制御（Double zero frequency 

component control），式(2.11)と式(3.3)の双方を用いる 3成分除去の場合を ZF3制御（Triple zero 

frequency component control）と呼ぶ． 

なお，ZF2制御では条件数が式(2.17)の 3個と式(3.3)の 4個の計 7個，ZF3制御では ZF2制

御に式(2.11)の 2個が加わった計 9個であるため，式(2.18)に示した目標軌道の項数をそれぞ

れ 7項（ 6aN  ）と 9項（ 8aN  ）にした式を目標軌道に用いる． 

3.2.2 推定誤差に関する微分条件 

みなし外力 eθσ の持つ振動数成分の 0ε  近傍における変化率を小さくすることによって，

0ε  まわりの広い範囲における aF の低減を図る．そこで，次の条件を台車軌道の条件とし

て加える． 

 

 

1 1

0 0
0

1 1

0 0
0

cos 1 sin 0

sin 1 cos 0

e e e e e

e e e e e

d
d d

d

d
d d

d

θ θ
ε

θ θ
ε

σ ε ω τ τ ω τ σ ω τ τ
ε

σ ε ω τ τ ω τ σ ω τ τ
ε





         


         

 

 
  (3.4) 

式(3.4)は， eθσ の持つ振動数成分は εの関数と考えられるので，その勾配が 0ε  で零にな

るための条件である． 

さらに，式(3.4)に加えて次の条件を用いることで， 0ε  近傍の振動数成分をより低減さ

せることを試みる． 
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 

 

2 1 1
2 2

2 0 0
0

2 1 1
2 2

2 0 0
0

cos 1 cos 0

sin 1 sin 0

e e e e e

e e e e e

d
d d

d

d
d d

d

θ θ

ε

θ θ

ε

σ ε ω τ τ ω τ σ ω τ τ
ε

σ ε ω τ τ ω τ σ ω τ τ
ε





         

         

 

 

  (3.5) 

ZF1制御の条件に式(3.4)の条件を加える場合をD1ZF1制御（First order differential single zero 

frequency component control），さらに式(3.5)の条件を加える場合を D2ZF1制御（Second order 

differential single zero frequency component control）と呼ぶ． 

なお，D1ZF1制御は条件数が ZF1制御に式(3.4)の加わった計 7 個，D2ZF1制御はさらに式

(3.5)の 2個が加わった計 9個であるため，式(2.18)に示した目標軌道の項数をそれぞれ 7項

（ 6aN  ）と 9項（ 8aN  ）にした式を目標軌道に用いる．3.2.1項の議論と比較すると，

ZF2制御と D1ZF1制御，ZF3制御と D2ZF1制御がそれぞれ同じ項数である．したがって，3.2.1

項と 3.2.2項で提案した手法の間の比較は，ZF2制御と D1ZF1制御，および ZF3制御と D2ZF1

制御で行う． 

3.2.3 2 種類の条件の関係 

3.2.1項で提案した複数成分を除去する ZF2制御と，3.2.2項で提案した微分係数を零とす

る D1ZF1制御の関係について考える．式(3.3)をマクローリン展開すると次のようになる． 

   

   

   

 

1 1 1

0 0 0
0

2 1
2 3

2 0
0

1 1 1

0 0 0
0

2
2

2

cos 1 cos cos 1

1
cos 1 0

2

sin 1 sin sin 1

1
sin 1

2

e p e e e p e e

p e e p

e p e e e p e e

p e e

d
d d d

d

d
d O

d

d
d d d

d

d

d

θ θ θ
ε

θ

ε

θ θ θ
ε

θ

σ ε ω τ τ σ ω τ τ ε σ ε ω τ τ
ε

ε σ ε ω τ τ ε
ε

σ ε ω τ τ σ ω τ τ ε σ ε ω τ τ
ε

ε σ ε ω
ε







       

       

       

  

  



  

 

   

   

   

1
3

0
0

1 1 1

0 0 0
0

2 1
2 3

2 0
0

1 1 1

0 0 0
0

0

cos 1 cos cos 1

1
cos 1 0

2

sin 1 sin sin 1

p

e p e e e p e e

p e e p

e p e e e p e e

d O

d
d d d

d

d
d O

d

d
d d d

d

ε

θ θ θ
ε

θ

ε

θ θ θ
ε

τ τ ε

σ ε ω τ τ σ ω τ τ ε σ ε ω τ τ
ε

ε σ ε ω τ τ ε
ε

σ ε ω τ τ σ ω τ τ ε σ ε ω τ τ
ε









     

       

       

       





  



  

   
2 1

2 3

2 0
0

1
sin 1 0

2
p e e p

d
d O

d
θ

ε

ε σ ε ω τ τ ε
ε 

























        



  (3.6) 
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式(3.6)の第 1式と第 3式の和と差および第 2式と第 4式の和と差をとり整理すると． 

   

       

1 1
2 2

0 0

1 1
2 2

0 0
0 0

cos , sin

cos 1 , sin 1

e e p e e p

e e p e e p

d O d O

d d
d O d O

d d

θ θ

θ θ
ε ε

σ ω τ τ ε σ ω τ τ ε

σ ε ω τ τ ε σ ε ω τ τ ε
ε ε 

  
              

 

 
  (3.7) 

式(3.7)より， pε が微小なときには式(2.11)および式(3.4)の条件が成り立つ．すなわち，ZF2

制御において 0pε  とすると D1ZF1制御と同じになる．ZF3制御と D2ZF1制御についても同

様のことがいえる．したがって，複数成分除去の pε が小さい場合の制御性能は微分係数を

零とする場合と近くなる． 

3.3 数値シミュレーション結果 

3.2節で提案したロバスト性向上手法の有効性を数値シミュレーションによって検証する． 

1.2ν  および 1.6ν  の場合に ZF2制御および D1ZF1制御を適用したときの数値シミュレ

ーション結果を図 3.4および図 3.6に示す．図 3.4(a)および図 3.6(a)が 0ε  ，図 3.4(b)および

図 3.6(b)が 0.15ε  の場合である．また，図 3.2および図 3.3と同様に resE および aF に対する

εの影響を図 3.5および図 3.7に示す．図 3.5(a)および図 3.7(a)が resE ，図 3.5(b)および図 3.7(b)

が aF である．いずれの図も，D1ZF1制御の結果を赤線，ZF2制御（ 0.1pε  ）の結果を青線，

ZF1制御の結果を黒線で示しており，さらに，図 3.5および図 3.7には ZF2制御（ 0.05pε  ）

の結果を青破線で示している．なお， pε を 0.1 または 0.05 としたのは，0.15 以下できりの

よい値を選んだためである． 

図 3.4 より，ZF2制御と D1ZF1制御の ξはほぼ重なっており差がわずかであることから，

台車軌道はほぼ一致している．0 1τ  の範囲を見ると，台車が経路を戻る折り返しの運動

が 2回発生しており，折り返しによる台車の加速度が増大した影響で θは大きくなっている．

同時に，台車への入力 ξσ も変動が大きくなっている．ただし，吊り荷の軌道 cξ には ξのよ

うな大きな折り返しは生じない．一方， 1τ  では，図 3.4(a)より，誤差のない（ 0ε  ）と

きには ZF1制御および D1ZF1制御では θの変動がなく，残留振動を抑制できているが，ZF2

制御は式(2.11)の条件を満たしていないため残留振動が生じている．しかし，図 3.4(b)より，

誤差のある（ 0.15ε  ）ときには ZF1制御よりも D1ZF1制御の残留振動が小さく，さらに ZF2

制御の残留振動が最も小さい． 
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(a) Without estimation error ( 0ε  ) 

 

(b) With estimation error ( 0.15ε  ) 

Fig. 3.4 Simulation using ZF2 control and D1ZF1 control for 1.2ν  . 
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(a) Residual energy resE   

 

(b) Natural frequency component aF   

Fig. 3.5 Effect of ε  for 1.2ν  . 

 

図 3.5より，図 3.5(b)を見ると，ZF1制御と比較して，D1ZF1制御と ZF2制御は推定誤差が

ある場合でも aF を低減できている．また，図 3.5(a)より， resE も小さくなっていることから，

固有振動数成分が低減されることで残留振動が抑制されることを確認できた．ZF2 制御と

D1ZF1制御の結果を比較すると， ε がある程度大きいときには ZF2制御（ 0.1pε  ），ZF2制

御（ 0.05pε  ），D1ZF1制御の順に残留振動は小さいが， ε が小さいときには逆になってお

り，D1ZF1制御がもっとも残留振動が小さい．なお，ZF2制御で eθσ の持つ振動数成分を除去

した 0.1ε   または 0.05ε   で res 0E  および 0aF  となっているのは，式(3.2)の aF は式

(2.21)から求められるみなし外力 aθσ の持つ固有振動数成分だからである． 

図 3.6および図 3.7より， 1.6ν  の場合は 1.2ν  の場合と比べて全体的に残留振動が小さ

くなっているが，推定誤差に対する残留振動の変化については同様の傾向が見られる． 
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(a) Without estimation error ( 0ε  ) 

 

(b) With estimation error ( 0.15ε  ) 

Fig. 3.6 Simulations using ZF2 control and D1ZF1 control for 1.6ν  . 
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(a) Residual energy resE   

 

(b) Natural frequency component aF   

Fig. 3.7 Effect of ε  for 1.6ν  . 

 

次に， 1.6ν  の場合に ZF3制御および D2ZF1制御を適用したときの数値シミュレーション

結果を図 3.8に， resE および aF に対する εの影響を図 3.9に示す．いずれの図も D2ZF1制御

の結果を赤線，ZF3制御（ 0.1pε  ）の結果を青線，ZF1制御の結果を黒線で示しており，さ

らに，図 3.9には ZF3制御（ 0.05pε  ）の結果を青破線で示している．なお， 1.2ν  の場合

の ZF3制御および D2ZF1制御の結果を示していないのは，後の 3.4 節で詳しく述べるが，

1.2ν  の場合は ZF3制御および D2ZF1制御では制御ができなくなるためである． 

図 3.8より，ZF2制御と D1ZF1制御の関係と同様に，ZF3制御と D2ZF1制御においても ξの

差は小さく，台車軌道はほぼ一致している．0 1τ  の範囲を見ると，台車に折り返しの運

動が 3回発生しており，θや ξσ の変動も 1.6ν  の場合の ZF1制御や図 3.6の ZF2制御および

D1ZF1制御と比較して大きくなっている．ただし，図 3.4と同様に， cξ には ξほど大きな折

り返しの運動は生じない．一方， 1τ  では，図 3.8(a)より，どの場合でも推定誤差のない場

合には残留振動は生じておらず，図 3.8(b)より，推定誤差がある場合には図 3.6のいずれの

制御と比較しても ZF3制御および D2ZF1制御では残留振動をより小さくできている． 

図 3.9 より，ZF3制御および D2ZF1制御では図 3.7 の ZF2制御および D1ZF1制御と比較し

ても推定誤差のある場合の resE と aF がより低減できており，ZF2制御および D1ZF1制御より

も高いロバスト性を有していることが確認できる． 
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(a) Without estimation error ( 0ε  ) 

 

(b) With estimation error ( 0.15ε  ) 

Fig. 3.8 Simulations using ZF3 control and D2ZF1 control for 1.6ν  . 
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(a) Residual energy resE   

 

(b) Natural frequency component aF   

Fig. 3.9 Effect of ε  for 1.6ν  . 

 

ZF2制御や ZF3制御といった複数成分を除去する手法では，D1ZF1制御や D2ZF1制御とい

った微分係数を零とする手法とは異なり，式(3.3)のように成分を除去する振動数の値を決め

なければならず，除去する成分の数が増えるほどそのパターンは多くなる．また， pε の値

によって制御性能は変わり，図 3.5および図 3.7のように誤差が小さいときの残留振動が大

きくなり得る．そのため，想定される誤差が過大でない場合には，余分な設計パラメータ

を必要としない微分係数を零とする条件を適用するのが便利であると考えられる． 

図 3.7および図 3.9より，ZF1制御よりも ZF2制御および D1ZF1制御のロバスト性が高く，

ZF3制御および D2ZF1制御のロバスト性が最も高いことがわかる．このことから式(3.3)のよ

うに除去する振動数成分の数を増やす，または式(3.4)および式(3.5)のように 0ε  で零とす

る振動数成分の微分階数を増やすことで，ZF3制御および D2ZF1制御からさらにロバスト性

を向上できる可能性が高い．しかし，そのための条件を追加することで，図 3.4と図 3.8の

間で見られるような台車の折り返し運動が増加することに注意が必要である． 

3.4 ロバスト性向上手法が制御時間の適用可能範囲に及ぼす影響の検討 

3.3節に示したように，提案した 2種類の手法によってロバスト性の向上が可能であるが，

図 3.4および図 3.8における θの波形を見ると提案手法の適用後に搬送中の吊り荷の振れ角
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が増大している．吊り荷の振れ角が大きくなるとロープにかかる張力の最小値が小さくな

る恐れがあり，その値が負になるとロープがたるむため正常な搬送が不可能となる．そこ

で，搬送中の吊り荷の最大振れ角とロープにかかる張力の最小値の関係を明らかにすると

ともに，正常な搬送が可能な制御時間の範囲に対してロバスト性向上手法が及ぼす影響に

ついて調べる．吊り荷の最大振れ角 maxθ ，張力相当値の最小値 minS を次式で定義する． 

  max max | 0 1θ θ τ τ     (3.8) 

  

   
min

2

2 2
0 0

min | 0 1

sin 2 sin
cos

a

a a

S S

S
θ

τ τ

ξ θ ρ ω ζ ξ θ ρρ θ
τ θ

ρ ω ρ ω

  


      
   



  (3.9) 

図 3.10は 0ε  の場合における νと maxθ および minS の関係を調べた結果である．図 3.10(a)

は maxθ ，図 3.10(b)は minS である．両図とも ZF1制御を黒の実線，ZF2制御および D1ZF1制御

をそれぞれ青および赤の破線，ZF3制御および D2ZF1制御をそれぞれ青および赤の実線で示

している． min 0S  となるνは正常な搬送が可能なνの下限であり，この νを minν とする． 

まず，いずれの結果においてもνが減少するにつれて maxθ は増大している．それにともな

い minS は減少しており， minν ν において maxθ が最大となっている．次に，手法間の比較を

行うと，ZF2制御と D1ZF1制御の結果および ZF3制御と D2ZF1制御の結果はそれぞれほぼ一

致している．ZF1制御と比較すると，ZF2制御および D1ZF1制御では minν が大きくなってお

り，ZF3制御および D2ZF1制御ではさらに大きくなっている．このことから，ロバスト性を

向上させる条件を増やすことにより minν は大きくなり，搬送可能な制御時間が大きくなる

ことがわかる．3.3節で 1.2ν  の場合の ZF3制御および D2ZF1制御の結果を示していなかっ

たのはこのためである． 

なお，上記は推定誤差のない 0ε  の場合に対する結果であり，誤差のある 0ε  の場合に

ついては εの値が結果に影響を及ぼす可能性がある．本研究で提案している制御入力の設計

ではロバスト性向上手法を含めて 0ε  の場合に関する計算を行わないため，仮に εの値に

より minν が大きく変化するようであれば何らかの対策が必要となる．そこで， εに対する

minν の変化を調べた結果を図 3.11 に示す．図 3.11 中の各線の意味は図 3.10 と同様である．

図 3.11 より，いずれの場合も minν は εの増加につれてわずかに小さくなっているが，ほぼ

一定値を保つことが確認できる．したがって，特別な対策は必要としないことがわかる． 
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(a) Maximum absolute angular displacement of the cargo maxθ  

 

(b) Minimum tension minS   

Fig. 3.10 Effect of ε  on maxθ  and minS  for 0ε  . 

 

 

Fig. 3.11 Effect of ε  on minν . 
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3.5 実験による検証 

本節では，2.7節で示した実験機を用いて，ロバスト性向上手法の実験による検証を行う．

ロバスト性向上の条件として，3.2.1項および 3.2.2項で提案したものと同様に，次式の条件

を目標軌道の設計に適用し，台車の目標軌道 tex は 2.7.2項と同様の方法で求める． 
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  (3.12) 

3.2節と同様に，式(2.29)および式(2.30)を条件に用いる場合を ZF1制御，式(2.29)の代わり

に式(3.10)を用いる場合を ZF2制御，式(2.29)と式(3.10)の双方を用いる場合を ZF3制御と呼

び，ZF1制御に式(3.11)の条件を加える場合を D1ZF1制御，さらに式(3.12)の条件を加える場

合を D2ZF1制御と呼ぶ． 

なお，誤差のある場合（ 0ε  ）の実験は，無次元固有角振動数の真値 ( )a aTω ω ɶ と推定

値 ( )e eTω ω ɶ の差が式(2.22)のように定義されていることから，表 2.3 の 4.31aω ɶ と設定し

た εから求めた  4.31 / 1eω ε ɶ を用いて目標軌道の設計を行う．そのため，式(2.23)のよう

に制御時間を表すνが固有周期の推定値と制御時間の比であることから，νが同じでも εの

値によって制御時間が異なる．ただし，設計の際には eωɶ のみを用いることから， aωɶ および

εは未知であるものとして設計している． 

1.2ν  および 1.6ν  の場合に ZF2制御および D1ZF1制御を適用したときの実験結果を図

3.12および図 3.13に示す．両図とも，図 3.12(a)および図 3.13(a)が 0ε  ，図 3.12(b)および図

3.13(b)が 0.15ε  の場合である．いずれの図も，D1ZF1制御の結果を赤線，ZF2制御（ 0.1pε  ）

の結果を青線，ZF1制御の結果を黒線で示している． 

図 3.12 より，図 3.4 の数値シミュレーション結果と似通った結果が見られる．図 3.12(a)

より，誤差のない（ 0ε  ）場合は D1ZF1制御と ZF1制御の残留振動はよく抑えられている
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ものの，ZF2制御では他 2つと比べて大きな残留振動が生じている．一方で，図 3.12(b)より，

誤差のある（ 0.15ε  ）場合には ZF1制御よりも D1ZF1制御の残留振動が小さく，さらに ZF2

制御の残留振動が最も小さい． 

  

 

 

 

 

(a) Without estimation error ( 0ε  ) 

 

(b) With estimation error ( 0.15ε  ) 

Fig. 3.12 Experimental results using ZF2 control and D1ZF1 control for 1.2ν  . 
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図 3.13より， 1.6ν  の場合は図 3.12の 1.2ν  の場合と比べて全体的に残留振動が小さく

なっているが，推定誤差に対する残留振動の変化については同様の傾向が見られる． 

次に， 1.6ν  の場合に ZF3制御および D2ZF1制御を適用したときの実験結果を図 3.14 に

示す．図 3.14(a)が 0ε  ，図 3.14(b)が 0.15ε  の場合である．どちらの図も D2ZF1制御の結

果を赤線，ZF3制御（ 0.1pε  ）の結果を青線，ZF1制御の結果を黒線で示している． 

図 3.14 より，こちらも図 3.8 の数値シミュレーション結果と似通った結果が見られる．

図 3.14(a)より，誤差のない場合はどの場合でも残留振動をよく抑えられており，図 3.14(b)

より，誤差のある場合には図 3.13 のいずれの制御と比較しても ZF3制御および D2ZF1制御

では残留振動をより小さくできている． 

 

 

(a) Without estimation error ( 0ε  ) 

 

(b) With estimation error ( 0.15ε  ) 

Fig. 3.13 Experimental results using ZF2 control and D1ZF1 control for 1.6ν  . 
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(a) Without estimation error ( 0ε  ) 

 

(b) With estimation error ( 0.15ε  ) 

Fig. 3.14 Experimental results using ZF3 control and D2ZF1 control for 1.6ν  . 

3.6 第 3 章のまとめ 

本章では，固有振動数成分除去法を用いた台車軌道の設計法に関して，固有振動数の推

定誤差に対するロバスト性の向上法について検討した．そのための基本的なアイデアとし

て，みなし外力から複数の振動数成分を除去する方法とみなし外力の振動数成分の微分係

数を零とする方法の 2 種類を用い，それぞれの有効性を数値シミュレーションおよび実験

により検証した．その結果，両者ともにロバスト性の向上に有効であり，その性能もほぼ

同一であることが示された．ただし，複数の振動数成分を除去する方法では除去する振動

数を設定する必要があり，その設定によって性能が変化することから，微分係数を零とす

る方法の方が実用の面で優位性があると考えられる． 
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第 4 章 吊り荷の昇降を考慮した制御 

搬送中に吊り荷の昇降をともなうような場合には，時間的に吊り荷の固有振動数が変化

するため，これまでの手法では残留振動を抑制できない可能性が高い．しかし，実際のク

レーンの運転では，制御開始時と制御終了時の吊り荷の高さが異なる場合など，吊り荷の

昇降が必要な状況は十分考えられる．そのため，吊り荷の昇降を考慮した上で残留振動抑

制が可能ならば，搬送の効率向上が見込める． 

本章では，搬送中にロープ長が時間的に変化し吊り荷の昇降が生じる場合を取り扱い，

まず，吊り荷の昇降が残留振動抑制に与える影響について調べる．その後，吊り荷の昇降

を考慮した目標軌道の設計方法を提案し，その有効性を検証する．さらに，吊り荷の昇降

を利用した障害物の回避手法についても検討する． 

4.1 吊り荷の昇降が残留振動に及ぼす影響の検討 

本節では，第 2章および第 3章で行ったようにロープ長を一定として目標軌道を設計し，

求められた目標軌道を用いてロープ長の変化を考慮した数値シミュレーションを行うこと

で吊り荷の昇降が残留振動に及ぼす影響を調べる．  

4.1.1 ロープ長変化の設定 

本章では 2種類のロープ長の時間的変化について検討を行う．それらの例を図 3.1に示す．

図の縦軸の下向きを正にしているのは，ρが小さくなる（ロープが短くなる）と吊り荷が上

昇することから，吊り荷の視覚的な変化と合わせるためである．1つ目（Case 1）は，図 3.1(a)

に示すように，制御開始時（ 0ρ ρ ）から制御終了時（ Tρ ρ ）までロープ長が単調に増加

または減少する場合である．このとき，ロープ長には次の拘束条件を与える． 

 

  

(a) Case 1 (1) Case2 

Fig. 3.1 Rope length variation. 
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           00 , 0 0 , 0 0 , 1 , 1 0 , 1 0Tρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ           (3.1) 

式(2.18)で用いた修正ルジャンドル多項式 nP を用いて，ロープ長 ρの関数形を次式で与え

る． 

 0

0

bN

q q

q

b Pρ ρ τ


    (3.2) 

式(2.20)の性質より  0 0qP  ，  0 0qP   ，  0 0qP   であるため，あらかじめ式(3.1)にお

ける 0τ  の 3個の条件が満足される．したがって，ρが満たすべき条件は式(3.1)のうち 1τ 

の条件 3 個となるため， 2bN  である．このとき，式(3.1)の条件を満足する未定係数

 0 ~ 2qb q  は次のようになる． 

     0 0 1 0 2 0

37 27 2
, ,

23 30 15
T T Tb b bρ ρ ρ ρ ρ ρ -  - -  -   (3.3) 

2つ目（Case 2）は，図 3.1(1)に示すように， 0.5τ  でロープ長が最大または最小（ Mρ ρ ）

になった後，制御終了時には制御開始時と同じ長さ（ 0ρ ρ ）に戻る場合である．このとき，

ロープ長には次の拘束条件を与える． 

             0 00 , 0 0 , 0 0 , 0.5 , 1 , 1 0 , 1 0Mρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ            (3.3) 

ここで， 0.5τ  でロープ長が最大または最小になるとしているが， 0.5τ  の条件は変位の

みであり，速度の条件はない．これは，基底関数に修正ルジャンドル多項式を用い， 0τ  と

1τ  の変位，速度および加速度の条件がそれぞれ同じであることから， ρが 0.5τ  を軸と

した線対称になり， 0.5τ  でロープ長が最大または最小になるためである． 

ロープ長 ρに式(3.2)を用いると， ρが満たすべき条件は式(3.3)のうち 0.5τ  と 1τ  の条

件 3個となるため， 3bN  である．このとき，式(3.3)の条件を満足する未定係数  0 ~ 3qb q 

は次のようになる． 

       0 0 1 0 2 0 3 0

8 72 16 16
, , ,

15 55 15 55
M M M Mb b b bρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ -  - -  -  - -   (3.5) 

4.1.2 数値シミュレーション結果 

吊り荷の昇降が残留振動に及ぼす影響を調べるため，ロープ長を一定として式(2.10)より

目標軌道を求め，ロープ長に式(3.2)と式(3.3)または式(3.5)を用いた運動方程式（式(2.6)，式

(2.7)）および制御入力（式(2.9)）で数値シミュレーションを行う． 1.2ν  で ZF1制御を用い
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た場合の結果を図 3.2に示す．図 3.2(a)は Case 1，図 3.2(1)は Case 2であり，線の色は図 3.1

の同色のロープ長変化を用いた場合の結果であることを示している．図は，第 2 章および

第 3章のシミュレーション結果を示した図と同じく，上段は左から台車の位置 ξ，台車に対

する吊り荷の振れ角 θ，下段は左から ξ方向の吊り荷の位置 sincξ ξ ρ θ  ，台車への入力 ξσ

である．図 3.2(a)および図 3.2(1)のどちらも ξが重なっていることから，いずれも台車軌道

は同じものであることが確認できる．図 3.2(a)の 1.0Tρ  および図 3.2(1)の 1.0Mρ  の場合は

θが 1τ  で振動していないことから残留振動は抑制できている．しかし，その他の図 3.2(a)

の 0.6,1.3Tρ  および図 3.2(1)の 0.6,1.3Mρ  の場合は残留振動が抑制できていない．このこ

とから，ZF1制御では吊り荷の昇降がある場合には残留振動を抑制できないことがわかる． 

 

 

(a) Case 1 

 

(1) Case 2 

Fig. 3.2 Simulation using ZF1 control not considering rope length variation for 1.2ν  . 
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吊り荷の固有振動数はロープ長に依存する値であるため，ロープ長の時間的な変化は固

有振動数の時間的な変化であるともいえる．そこで，第 3 章で提案した固有振動数の推定

誤差に対するロバスト性向上手法がロープ長の変化に対しても有効であると考えられる． 

有効性の有無を確かめるために，図 3.2と同様の方法で， 1.2ν  で D1ZF1制御を用いた場

合の結果を図 3.3に示す．図 3.3(a)を図 3.2(a)と比較すると， 1τ  の θより， 1.3Tρ  では残

留振動が小さくなっているが， 0.6Tρ  では振幅の大きな変化は見られない．一方，図 3.3(1)

を図 3.2(1)と比較すると， 0.6Mρ  と 1.3Mρ  のどちらともで残留振動が小さくなっている． 

 

 

(a) Case 1 

 

(1) Case 2 

Fig. 3.3 Simulation using D1ZF1 control not considering rope length variation for 1.2ν  . 
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(a) Case 1 

 

(1) Case 2 

Fig. 3.3 Effect of rope length variation on resE . 

 

吊り荷の昇降が残留振動抑制に及ぼす影響をより詳しく調べるために，式(3.1)で示した

1τ  における吊り荷の力学的エネルギー相当値 resE を用いる．Case 1および Case 2のそれ

ぞれについて， Tρ および Mρ の変化に対する resE の変化を図 3.3に示す．図 3.3(a)は Case 1，

図 3.3(1)は Case 2であり，どちらも ZF1制御および D1ZF1制御の結果をそれぞれ黒の細線お

よび太線で示している．図 3.3より，D1ZF1制御は吊り荷の昇降の影響で生じる残留振動に

対しても抑制効果が見られる．しかし，図 3.3(a)より，Case 1ではその効果は小さく， 1.0Tρ 

では ZF1制御からの変化はごくわずかである．一方で，図 3.3(1)より，Case 2では ZF1制御

と比べると D1ZF1制御は残留振動を Mρ の広い範囲でよく抑えられているが， Mρ の値が 1

から大きく離れると残留振動は大きくなってしまう． 

4.2 吊り荷の昇降を考慮した台車軌道の設計 

本節では，ロープ長の変化を考慮した台車の目標軌道の設計方法について述べ，その有

効性を数値シミュレーションによって検証する．  

ロープ長の変化を考慮した目標軌道を設計するため，目標軌道の設計に式(2.10)ではなく，
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次式を用いる． 

   
 

2

2

02

1 cos 2 2 cos sin

sin 2 cos 2 sin

cos 2 2 cos 2
sin

e a

a te

e e

e e
e e

G

ξ θ θ

θ

θ

θ θ
θ

µ ξ µρ θ θ µ ζ ζ ω ξ µρζ ω θ θ µρ θ θ

µρ θ µρ θ θ µρ ζ ω θ ξ ξ

θ ω θ σ

ρ θ ξ ρζ ω θ ζ ω θ ξ ρ θ
σ ω θ θ

ρ ρ

           - 

        -

  


           
 - -  

  

  (3.6) 

ここに，吊り荷に対するみなし外力 eθσ には，吊り荷に作用する非線形性および減衰の影響

のみならずロープ長の変化 ρによる影響も加えている．分母の ρや ρの項がロープ長の変

化による影響にあたる．2.3 節と同様に，式(3.6)より求められるみなし外力 eθσ が eω の成分

を持たなければ吊り荷に残留振動は生じない．以下では，式(2.10)を用いたロープ長一定と

みなした制御と区別するため，式(3.6)を用いてロープ長変化を考慮した制御を V-ZF1 制御

(ZF1 control considering varia1le rope length)，V-D1ZF1制御(D1ZF1 control considering varia1le 

rope length)および V-D2ZF1制御(D2ZF1 control considering varia1le rope length)と呼ぶ． 

1.2ν  の場合に，V-ZF1制御および V-D1ZF1制御を適用したときの数値シミュレーション

結果を図 3.5および図 3.6に示す．図 3.5(a)および図 3.6(a)が Case 1，図 3.5(1)および図 3.6(1)

が Case 2である．図 3.5および図 3.6のすべての場合において， 1τ  の θが変化しておらず，

残留振動が生じていないことがわかる． Tρ および Mρ の値による軌道の変化は図 3.6がわか

りやすく，ξの折り返しは図 3.6(a)および図 3.6(1)の両方で Tρ および Mρ が大きな 1.3で大き

くなっている． 0 1τ  の θは，図 3.6(a)では Tρ による差はそれほど大きくはないが，図

3.6(1)では ξと同じく 1.3Mρ  で振幅が大きく， 0.6Mρ  で振幅が小さくなっている．一方で，

ξの大きな折り返しや θの大きな振れが現れているのに対して， cξ はどれも比較的滑らかに

変化しており， Tρ および Mρ による変化も小さい． 

以上より，式(3.6)のようにみなし外力 eθσ にロープ長変化の影響も含めて設計した目標軌

道が残留振動の抑制に有効であることが確認できた． 

 



 

35 

 

 

(a) Case 1 

 

(1) Case 2 

Fig. 3.5 Simulation using V-ZF1 control for 1.2ν  . 
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(a) Case 1 

 

(1) Case 2 

Fig. 3.6 Simulation using V-D1ZF1 control for 1.2ν  . 

 

4.3 吊り荷の昇降がロバスト性に及ぼす影響の検討 

前節では，ロープ長変化の影響を含めて目標軌道を設計することで残留振動抑制が可能

であることがわかった．しかし，推定誤差に対するロバスト性についての検討は行ってお

らず，第 3 章で提案したロバスト性向上手法が吊り荷の昇降をともなう場合でも有効であ

るかは確認できていない．本節では，吊り荷の昇降が固有振動数の推定誤差に対するロバ

スト性に及ぼす影響について検討する． 
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れ細線および太線で示し， 0.05, 0, 0.05ε  - それぞれを一点鎖線，実線，破線で示している．

図 3.7より， 0ε  の場合はいずれも res 0E  と重なっており，推定誤差のない場合には Tρ お

よび Mρ に関わらず残留振動を完全に抑制できている．一方で， 0.05ε  および 0.05ε  - の

場合には残留振動が生じている．V-ZF1制御と V-D1ZF1制御を比較すると，図 3.7(a)および

図 3.7(1)はともに，V-D1ZF1制御は V-ZF1制御よりも resE が小さくなっており，ロバスト性

向上の効果が出ている． 

次に， 0.6,1.0,1.3Tρ  および 0.6,1.0,1.3Mρ  の場合について，εに対する resE の変化を図

3.8に示す．図 3.8(a)は Case 1，図 3.8(1)は Case 2である．図 3.8より，いずれの場合も V-D1ZF1

制御は V-ZF1制御よりも resE が小さく，高いロバスト性を示している．V-D1ZF1制御の異な

る Tρ および Mρ を比較すると，図 3.8(a)および図 3.8(1)はともに Tρ および Mρ が 1.3 の場合

には 0ε  で resE が他と比べて小さく，0.6の場合には逆に 0ε  で resE が小さい傾向が見られ

る． 

 

 

(a) Case 1 

 

(1) Case 2 

Fig. 3.7 Effect of rope length variation on resE  for 1.2ν  . 
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(a) Case 1 

 

(1) Case 2 

Fig. 3.8 Effect of ε  on resE  for 1.2ν  . 

 

推定誤差がある場合の数値シミュレーションの具体例として， 1.2ν  の場合に V-ZF1 制

御およびV-D1ZF1制御を用いた数値シミュレーションの結果をそれぞれ図 3.9および図 3.10

に示す．結果はすべて 0.15ε  の場合であり，図 3.9(a)および図 3.10(a)が Case 1，図 3.9(1)

および図 3.10(1)が Case 2である．図 3.9より，V-ZF1制御ではいずれの場合も大きな残留振

動が生じている．一方で，図 3.10 より，V-D1ZF1制御を図 3.9 の V-ZF1制御と比較すると，

1.0,1.3Tρ  および 1.0,1.3Mρ  では残留振動が小さくなっている．しかし， 0.6Tρ  および

0.6Mρ  ではわずかな減少しか見られない． 

さらに，V-D2ZF1制御を用いた場合に，ロープ長の変化がない場合と同様に V-D1ZF1制御

からさらにロバスト性を向上させられるか検証する．図 3.8と同様に 1.6ν  の場合について，

εに対する resE の変化を図 3.11および図 3.12に示す．図 3.11の太線は V-D1ZF1制御，図 3.12

の太線は V-D2ZF1制御であり，細線はどちらの図も V-ZF1制御である． 
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(a) Case 1 

 

(1) Case 2 

Fig. 3.9 Simulation using V-ZF1 control for 1.2ν   with estimation error ( 0.15ε  ). 
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(a) Case 1 

 

(1) Case 2 

Fig. 3.10 Simulation using V-D1ZF1 control for 1.2ν   with estimation error ( 0.15ε  ). 

 

図 3.11より， 1.0,1.3Tρ  および 1.0,1.3Mρ  の場合は V-D1ZF1制御はどの εでも V-ZF1制

御よりも残留振動が小さくなっている．しかし， 0.6Tρ  および 0.6Mρ  の場合は εが正に

大きくなると V-D1ZF1制御の残留振動が V-ZF1制御よりも大きくなっている． 

図 3.12より，V-D2ZF1制御を用いた場合は，Case 1の 0.6Tρ  の場合を除いて，V-ZF1制

御および図 3.11 に示した V-D1ZF1制御よりも残留振動を小さくすることができている．一

方で，Case 1 の 0.6Tρ  の場合には，V-ZF1 制御と比べると εが正に大きくなったときに

V-D2ZF1制御の方が残留振動が大きくなり，V-D1ZF1制御と比べると εが 0 から 0.1 程度の

範囲でのみ V-D2ZF1 制御の方がわずかに小さくなっているものの，その範囲を除けば

V-D2ZF1制御の方が残留振動が大きくなっている． 
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(a) Case 1 

 

(1) Case 2 

Fig. 3.11 Effect of ε  on resE  for 1.6ν  . 

 

 

(a) Case 1 

 

(1) Case 2 

Fig. 3.12 Effect of ε  on resE  for 1.6ν  . 
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以上より，ロープ長が搬送中に変化する場合でも，多くの場合で V-D1ZF1 制御および

V-D2ZF1制御はV-ZF1制御よりも固有振動数の推定誤差に対して高いロバスト性を示すこと

がわかった．一方で，V-D1ZF1制御および V-D2ZF1制御はロープ長の変化の仕方により推定

誤差に対する resE の変化に違いが表れており，場合によっては εが大きいときに残留振動が

大きくなっていた． 

4.4 吊り荷の昇降による障害物回避 

吊り荷の昇降が必要な場合として，制御の開始地点と目標位置の間に障害物があり，吊

り荷の高さを変えずに搬送を行えば吊り荷と障害物が衝突するような場合が考えられる．

図 3.1 に示したようなロープ長変化を用いて吊り荷を持ち上げることで障害物を回避でき

る状況もあるだろうが，対応できる障害物はそのロープ長変化で回避できるものに限定さ

れる．障害物を確実に回避するためには，障害物の形状毎にその障害物を回避できる台車

軌道およびロープ長変化を求める手法が必要となる． 

本節では，制御開始地点と搬送の目標位置の間に障害物があるような場合について，吊

り荷の昇降を利用して障害物を回避する手法を提案し，その有効性を数値シミュレーショ

ンによって示す．以下では V-D1ZF1制御を用いる． 

4.4.1 障害物を回避する目標軌道およびロープ長変化の設計 

障害物および吊り荷に関するパラメータを図 3.13 のように設定する．台車を基準とする

鉛直方向の無次元変位を η（下向きを正）とする．台車から地面までの距離は gη である．

障害物には ξ方向および η方向の無次元長さがそれぞれ 2 ξκ および ηκ の大きさの直方体を

用いる．障害物は制御開始地点とそこから ξ 方向に δ 離れた目標位置のちょうど中間

（ / 2ξ δ ）の位置で地面（ gη η ）に置かれている．吊り荷の位置を  ,c cξ η とすると，台

車変位 ξと吊り荷の振れ角 θを用いて    , sin , cosc cξ η ξ ρ θ ρ θ   と表される．ここで，制

御開始時には吊り荷は静的平衡状態であるため， 0τ  での吊り荷の位置を  0 0,ξ η とすると，

0 0ξ  ， 0 0η ρ である．推定誤差がない場合には，制御終了時も吊り荷は静的平衡状態に

あるため， 1τ  での吊り荷の位置を  ,T Tξ η とすると， Tξ δ ， T Tη ρ である．また，吊

り荷が地面や台車にぶつかるようなことは避けなければならないため，吊り荷は

b c gη η η  の範囲内で運動するものとする． 

障害物を回避する目標軌道およびロープ長変化の設計には最適化手法を用いる．ρの拘束

条件には Case 1と同じ式(3.1)を用い，式(3.2)に示したロープ長変化の項数を 3.1.1項の Case 

1で用いた 3項（ 2bN  ）に冗長な項を加えた 3 sbn 項（ 2b sbN n  ）にして用いる．ここ
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に， 0,1, 2,sbn  ⋯であり，条件数 3 個に対して冗長な項を表す．ここでは，この冗長な項

を余剰項と呼ぶ．余剰項を加える目的はロープ長変化の自由度を増やすためであり，ξの拘

束条件（式(2.11)，式(2.17)，式(3.3)）および ρの拘束条件（式(3.1)）に加え，次の目的関数

hを極小化する条件により未定係数 na および qb を定める． 
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  (3.7) 

式(3.7)の 1h はロープ長加速度の自乗積分値であり，ロープ長変化を滑らかにするために用

いている． 2h の被積分関数について，分母の波括弧内は，中心が  / 2, gδ η で ξおよび η方

向の半径が 3 2 ξκ および 3 2 ηκ の，障害物を囲む超楕円上で零となる． 2h は吊り荷をその超

楕円外かつ可動範囲内（ b c gη η η  ）で運動させるための関数である．  

式(3.7)の 2h より，障害物を囲む超楕円が bη η と重ならず，制御開始時および終了時の吊

り荷の位置が超楕円の内側に含まれないようにしなければならない．そのため， 0 Tη η の

場合には障害物の大きさの条件は次のようになる． 

 

 

Fig. 3.13 Geometrical parameters of the cargo and the o1stacle. 
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  (3.8) 

ここに， 0 Tη η の場合には式(3.8)の 0η を Tη に置き換えればよい．式(3.8)の第 1式は，超楕

円が bη η と重ならないための条件である．このときの ξκ の最大値は  / 2, bδ η （超楕円が

bη η と重なるときの位置）および  0 0,ξ η （制御開始時の吊り荷の位置）と重なる超楕円

の ξκ であるため，それよりも ξκ が小さい第 1式の範囲では制御開始時の吊り荷の位置は必

ず超楕円の外側になる．それよりも ξκ が大きくなると，超楕円が bη η と重なるときの ηκ よ

りも制御開始時の位置と重なるときの ηκ が小さくなる．したがって，第 2 式は制御開始時

の吊り荷の位置が超楕円の内側に含まれないための条件である． 

拘束条件を満たした上で，式(3.7)の目的関数を極小化する na および qb の組み合わせを求

めるために，Lagrangeの未定乗数法を用いる． 

4.4.2 余剰項数の検討 

式(3.7)の目的関数に対する余剰項数の影響を示し，適切な余剰項数について検討を行う．

       , 0.2, 0.6 , 0.3, 0.5 , 0.3, 0.3ξ ηκ κ  の 3 種類の場合について，余剰項数 sbn を増やしたと

きの目的関数hの変化を図 3.13に示す． 1.2ν  ， 0 1.0Tρ ρ  とし，目的関数（式(3.7)）の

パラメータには 0.2bη  ， 1.2gη  を用いた． 

図 3.13より，いずれの結果も sbn が大きくなるにつれてhは減少し続けているが，その減

少量は sbn が増加すると小さくなり，hは横ばいとなってくる．そのため，加える余剰項は

少ない数で十分な効果が見込める．また， 2, 3, 6,sbn  ⋯など sbn が偶数のときの減少量がわ

ずかである一方で， 3, 5, 7,sbn  ⋯など sbn が奇数のときの減少量は大きく，余剰項を加える

効果が大きい．この原因は，ロープ長が 0.5τ  を軸とした線対称に近い変化を行っている

ことにあると考えられる．線対称な形状を多項式で作る場合，その最大次数は偶数になる．

式(3.2)のように修正ルジャンドル多項式 nP を用いて ρを表した場合は， τ の最大次数が

3 5b sbN n   であることから， sbn が奇数のときに最大次数が偶数となる．τの最大次数が

奇数（ sbn が偶数）のときには，最大次数の nP が ρの形状を表すのにほとんど寄与しないた

め，図 3.12のように sbn が偶数のときの減少量が小さいのだと考えられる． 

実際に ξおよびρの変化を見るため， 1, 3sbn  の場合のシミュレーション結果を図 3.15お

よび図 3.16にそれぞれ示す．左図は上から台車の位置 ξ，吊り荷の振れ角 θ，台車への入力
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ξσ を示している．右図は一定時間ごとのクレーンの状態を表しており，黒線がロープ，青

四角が台車，赤丸が吊り荷であり，同色の線はそれぞれの軌跡である．また，上の点線は

bη η ，下の実線は gη η を表し，実線の長方形は障害物，それを囲む点線は式(3.7)で定め

た超楕円である．  

図 3.15(a)，(1)，(c)および図 3.16(a)，(1)，(c)は両方とも，それぞれ  ,ξ ηκ κ   0.2, 0.6 ，

 ,ξ ηκ κ   0.3, 0.5 および  ,ξ ηκ κ   0.3, 0.3 の結果を示している．いずれの結果も右図の吊

り荷の軌跡（赤線）が境界を表す点線および実線と重なっていないことから，式(3.7)の目的

関数の狙いどおりに吊り荷が障害物を回避する teξ および ρが求められていることが確認で

きる．図 3.15(a)，(1)，(c)および図 3.16(a)，(1)，(c)をそれぞれ比較すると，いずれも 3sbn 

の場合は 1sbn  の場合よりも吊り荷の最高点が低くなっており，吊り荷の上下動が小さくな

っている． 

上記のとおり，吊り荷の軌跡と境界が重なっていないことから目的関数の狙いは達成さ

れているが，吊り荷を表す赤丸が境界と重なっている結果がある．これは，吊り荷を質点

であるとしてその大きさを考慮していないためである．吊り荷の大きさを考慮する場合は，

2h の超楕円の半径を表す
3 2 ξκ および 3 2 ηκ に吊り荷の半径を足すなどして，障害物の大き

さに対して障害物を囲む超楕円を大きめに設定することで，障害物と境界である超楕円の

間に余裕を持たせればよい． 

 

 

Fig. 3.13 Effect of sbn  on h  for 1.2ν  . 
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(a)    , 0.2, 0.6ξ ηκ κ   

 

(1)    , 0.3, 0.5ξ ηκ κ   

 

(c)    , 0.3, 0.3ξ ηκ κ   

Fig. 3.15 Simulations using target trolley trajectories and rope length variations avoiding o1stacles 

with 1sbn  . 
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(a)    , 0.2, 0.6ξ ηκ κ   

 

(1)    , 0.3, 0.5ξ ηκ κ   

 

(c)    , 0.3, 0.3ξ ηκ κ   

Fig. 3.16 Simulations using target trolley trajectories and rope length variations avoiding o1stacles 

with 3sbn  . 
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4.4.3 障害物の形状の検討 

障害物の大きさは，式(3.7)の 2h より求まる式(3.8)の範囲に収まるものであるという制限

がある．しかし，台車の目標軌道およびロープ長の変化は式(2.18)および式(3.2)で表せるも

のに限定されるため，実際は式(3.8)の範囲に収まる障害物すべてを回避できるわけではなく，

回避できる障害物の大きさには限界がある．また，3.3.2項の図 3.15および図 3.16の数値シ

ミュレーション結果のように，余剰項数 sbn によって吊り荷の軌道は変わるため， sbn によ

って回避できる障害物の大きさに差が出てくることが考えられる．本項では，回避できる

障害物の大きさの上限を調べるとともに，余剰項数によって上限に差が現れるかを調べる． 

式(3.7)で定めた 2h は 3.3.1項で述べたとおり，設定した範囲内で吊り荷を運動させるため

の目的関数であり，境界である bη η ， gη η および障害物を囲む超楕円に近づくほど値は

増大する．また，障害物が大きくなると吊り荷は境界に近づく軌道を取らざるを得ないた

め， 2h は増大する傾向にある．さらに，障害物が大きくなりすぎると，障害物を回避でき

るような吊り荷の軌道がなくなるため制御はできなくなり，その直前には吊り荷の軌道と

境界の間隔が微小となるため 2h は急増する．そのため， 2h の値は障害物の大きさの上限を

調べるための目安となるといえる． 

ξκ を一定にして ηκ を変化させ，目的関数 2h の推移を見ることで障害物の大きさの上限に

ついて検討する． 1, 3sbn  それぞれの場合について， ηκ に対する 2h の変化を図 3.17に示す．

図 3.17(a)は 1sbn  ，図 3.17(1)は 3sbn  の場合であり， 0.1, 0.2, 0.3, 0.3ξκ  それぞれの場合を

黒，赤，青および緑の線で示している． ηκ は，障害物が吊り荷の初期位置 0η と同じ高さに

なる 0 0.2gη η-  から，超楕円と bη η が重なる障害物の大きさである   3/ 2 0.83g bη η- ≃ ま

で表示している． 

図 3.17より，いずれの結果も 2h があるところから急増している．目安として 2 1000h  と

なる ηκ を 1000ηκ とおく． 1000ηκ は図 3.17(a)および図 3.17(1)の両方で 0.1ξκ  の場合が最も大

きく， ξκ が大きくなるにつれて小さくなっている． 1sbn  の図 3.17(a)では ξκ 毎の 1000ηκ の

差が大きいが， 3sbn  の図 3.17(1)では 1000ηκ が 0.7から 0.8の範囲に収まっている．図 3.17(a)

と図 3.17(1)の各 ξκ での結果を比較すると，どの結果も図 3.17(1)の方が 1000ηκ が大きい．ま

た， 0.1ξκ  では 1000ηκ の差は小さいが， ξκ が大きくなるごとに差は広がっている．このこ

とから， 1sbn  では回避できる障害物の大きさの上限が小さいため， sbn には 3以上を用い

るのがよい． 

障害物の大きさが上限に近い場合の吊り荷の軌道を見るため，図 3.17中の 1000ηκ 以下で最

大の ηκ を用いたシミュレーション結果を図 3.18 および図 3.19 に示す．図 3.18(a)，(1)，(c)

は 1sbn  ，図 3.19(a)，(1)，(c)は 3sbn  のときの，それぞれ 0.2, 0.3, 0.3ξκ  の場合である． 
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まず，図 3.18(a)，(1)，(c)の右図より， 1sbn  の場合は 3 つの吊り荷の軌道の差があまり

なく，いずれも吊り荷が最高点に至る前後の軌道が直線的である．障害物の角付近に吊り

荷の軌道が接近し，最高点では bη η に接近しており，障害物がこれ以上大きくなればどち

らかで吊り荷が境界を越えてしまう．このように 3 つの結果が似通っている原因は，余剰

項を 1 個しか加えていないため軌道の自由度が小さいことであると考えられる． ξκ 毎に

1000ηκ に差が出たのも，吊り荷の軌道の自由度が小さいため，限界の大きさが障害物の角の

座標に依存していたことが原因であると思われる． 

次に，図 3.19の右図より， 3sbn  の場合は膨らむ軌道で吊り荷が障害物を回避している．

膨らみ方は ξκ が大きな 0.3のときが最も大きい．一方で，吊り荷の振れ角 θも 0.3ξκ  で最

も大きくなっており，吊り荷の最高点付近では吊り荷が輪を描くような動きをしている． 

 

 

 

(a) 1sbn    

 

(1) 3sbn    

Fig. 3.17 Limit of o1stacle size. 
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(a)    , 0.2, 0.70ξ ηκ κ   

 

(1)    , 0.3, 0.61ξ ηκ κ   

 

(c)    , 0.3, 0.38ξ ηκ κ   

Fig. 3.18 Simulations using target trolley trajectories and rope length variations avoiding o1stacles 

whose ηκ  is maximum under 2 1000h   with 1sbn  . 
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(a)    , 0.2, 0.77ξ ηκ κ   

 

(1)    , 0.3, 0.76ξ ηκ κ   

 

(c)    , 0.3, 0.73ξ ηκ κ   

Fig. 3.19 Simulations using target trolley trajectories and rope length variations avoiding o1stacles 

whose ηκ  is maximum under 2 1000h   with 3sbn  . 
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4.5 第 4 章のまとめ 

本章では，搬送中に吊り荷の昇降をともなうような制御について，固有振動数成分除去

法を用いて台車軌道の設計を行い，天井走行クレーンの残留振動抑制を行った．吊り荷の

運動方程式における非線形性や減衰の影響と同様に，時間的なロープ長変化の影響も線形

不減衰系に作用するみなし外力として考慮し，みなし外力から固有振動数成分を除去する

ことで残留振動抑制が可能であることを数値シミュレーションにより示した．また，第 3

章で提案した固有振動数の推定誤差に対するロバスト性向上手法が，吊り荷の昇降をとも

なうような場合でも多くの場合で有効であることも示した．さらに，クレーンの制御開始

位置から目標位置までの間に障害物を設定し，吊り荷の昇降による障害物回避を行う軌道

を設計した．吊り荷高さの上限と下限および障害物を囲うように境界を設けるような目的

関数を与え，それを極小化する条件を新たに与えることで，障害物を回避する軌道が求め

られることがわかった． 
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第 5 章 二重振子型系への適用 

ここまでは台車と吊り荷から成る単振子型系の天井走行クレーンモデルを取り扱ってき

た．しかし，実際のクレーンでは，フックの質量が吊り荷と比べて無視できないほど大き

い場合など，単振子型系ではクレーンのモデル化が不適当な場合がある．そのような場合

には複数モードの残留振動に対する抑制が必要となる． 

本章では，フックと吊り荷から成る二重振子型系で天井走行クレーンをモデル化する．

そのモデルを用いて，単振子型系で設計した台車軌道を用いた場合に二重振子型系に生じ

る残留振動について調べた後，二重振子型系への固有振動数成分除去法の有効性を検証す

る．さらに，最適化により台車軌道の改善を図る． 

5.1 二重振子型天井走行クレーンモデル 

本章では図 561に示すような二重振子型の天井走行クレーンモデルを取り扱う．この系は，

質量M の台車，質量 1m のフック，質量 2m の吊り荷，長さ 1l と 2l のロープで構成されてい

る．ここで，フックおよび吊り荷は質点であると仮定し，台車とフックおよびフックと吊

り荷を連結するロープは質量が無視でき，かつ伸縮せずたわまないものとする．また，ロ

ープ長さは時間的に変化しないものとする．台車は水平方向の外力 xf によって直線状のレ

ール上を移動可能であり，台車，フックおよび吊り荷の運動はレールを含む鉛直平面内に

拘束される．台車，フックおよび吊り荷の並進運動に関する粘性減衰係数をそれぞれC ， 1c ，

2c とし，重力加速度をgとする．台車の変位をx（右向きを正），台車に対するフックおよ

びフックに対する吊り荷の振れ角を 1θ および 2θ （反時計回りを正）とすると，x， 1θ およ

び 2θ に関する運動方程式は次のように導出される． 

 

 

 

Fig6 561 Analytical model of double pendulum type overhead crane6 
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ここに，" " /d dt  である． 

262節と同様に，実時間tを目標到達時間T で除した無次元時間 /t Tτ  を導入し，いくつ

かの無次元パラメータを用いて，上の運動方程式を次のように書き換える． 

   

   

 

1 2 1 2 1 1 1 2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 1 2 2 2 2

2 2
1 2 1 1 1 2 2 2 2

1 cos cos

2 2 cos 2 cos

sin sin

n n nξ θ θ θ θ θ

ξ

µ µ ξ µ µ ρ θ θ µ ρ θ θ

ω ζ ζ ζ ξ ω ζ ζ ρ θ θ ω ζ ρ θ θ

µ µ ρ θ θ µ ρ θ θ σ

       

         


     

  (564) 

     

     

   

2
1 2 1 1 1 2 1 1 2 1 2 1 2 2

2
1 2 1 1 1 2 1 1 2 1 2 1 2 2

2 2 2
2 1 2 2 1 2 1 2 1 1 1

cos cos

2 cos 2 2 cos

sin sin 0

n n n

n

θ θ θ θ θ

µ µ ρ θ ξ µ µ ρ θ µ ρ ρ θ θ θ

ω ζ ζ ρ θ ξ ω ζ ζ ρ θ ω ζ ρ ρ θ θ θ

µ ρ ρ θ θ θ µ µ ρ ω θ

       

         


     

  (565) 
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  (566) 

ここに，" " /d dτ' であり，Lを代表長さとして，次のような変数および無次元パラメー

タを用いた． 
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ここに， nω はフックを無視した単振子型系（図 261）における吊り荷の無次元固有角振動数

を表す．また，制御入力は式(269)を用いる． 

なお，本章では固有振動数の推定誤差はないものと考え，ロバスト性についての検討は

行わない． 

5.2 フックの質量および位置が残留振動に及ぼす影響の検討 

本節では，天井走行クレーンモデルのフックを無視した単振子型系に固有振動数成分除

去法を適用して得られた台車軌道を二重振子型系に適用し，フック質量および位置が残留

振動に及ぼす影響を数値シミュレーションにより検証し，これらを考慮する必要性の有無

について検討する． 

フックの質量および減衰を無視（ 1 0µ  ， 1 0θζ  ）した単振子型系の運動方程式には，式

(2610)に 2µ µ ， 0 1 2ρ ρ ρ  ， 2θ θζ ζ ， e nω ω を代入したものを用いる．台車の目標軌道 tξ

は 265節の手法で設計し，フックの位置および質量が残留振動に及ぼす影響は二重振子型系

の運動方程式である式(564)，(565)，(566)および制御入力である式(269)に目標軌道 tξ を用いて

求めた．制御時間の長短を表すための無次元パラメータは単振子型系の固有周期 2 / eπ ωɶ を

用いた式(2623)と対応をとるために次のように定めた． 

2 / n

T
ν

π ω


ɶ

  (568) 

フックの質量および位置を変化させながら上記のシミュレーションを行うことで，残留

振動に対するフックの質量および位置の影響を調べる．数値シミュレーションに用いた系

パラメータを表 561に示す． 

 

Table 561 Dimensionless parameters 

2µ   ξζ   1θζ   2θζ   G   δ   

160 5600 0601 0605 5160 10   160 
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残留振動の大きさを示すために，次式で表される 1τ  におけるフックおよび吊り荷の力

学的エネルギー相当値 1resE および 2resE の和 resE を用いる． 
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  (569) 

図 562 は 068ν  の場合において 1µ および 1ρ が変化したときの resE を調べた結果である．

図の横軸は 1ρ であり， 2 11ρ ρ  としている．図中の黒線は 1 061µ  ，赤線は 1 062µ  ，青線

は 1 063µ  ，緑線は 1 064µ  の場合の結果である． 

図 562より， resE は 1µ が大きく 1ρ が小さい方が大きくなりやすい傾向にあることがわかる．

しかし， 1ρ がどのような値でも 1µ が大きければ resE が大きくなるというわけではなく， 1ρ の

値によっては 1µ が小さいときの方が resE が大きくなる場合もある． 

図 562で resE がピークとなっている 1µ および 1ρ を選んで，シミュレーション結果の具体例

を示す．ただし， 1ρ が小さすぎる場合は現実的ではないため， 1ρ はある程度大きい値にし

ている． 1 063µ  ， 1 0668ρ  ， 2 0632ρ  の場合（Parameter A，図 562中の青×印）と 1 064µ  ，

1 0638ρ  ， 2 0662ρ  の場合（Parameter B，図 562中の緑×印）のシミュレーション結果を図

563(a)，(b)にそれぞれ示す．左図上は台車の位置 ξ，左図中はフックおよび吊り荷の振れ角 1θ ，

2θ をそれぞれ黒線および赤線で示しており，左図下は台車への入力 ξσ を示している．右図

は一定時間ごとのクレーンの状態を表しており，黒線がロープ，青四角が台車，緑丸がフ

ック，赤丸が吊り荷であり，同色の線はそれぞれの軌跡である． 

 

Fig6 562 The effect of 1µ  and 1ρ  on resE 6 

061 063 065 067 069
0

065

1

E
re

s
[

]

ρ1 []

µ1 = 064

µ1 = 063

µ1 = 062

µ1 = 061

ν = 068, ρ2 = 1 ρ1

A

B



 

67 

 

 

(a) Parameter A ( 1 063µ  , 1 0668ρ  , 2 0632ρ  )6 

 

(b) Parameter B ( 1 064µ  , 1 0638ρ  , 2 0662ρ  )6 

Fig6 563 Simulations using target trolley trajectories for single pendulum type system6 

 

図 563の ξより，両者に大きな違いはなく，台車軌道はフックの影響をほとんど受けてい

ないことがわかる． 1θ および 2θ を見ると， 1τ  において図 563(a)および図 563(b)の両者とも

に振動しており，どちらの場合も 1θ と 2θ が逆位相の振動が大きく現れている．それぞれの

場合の 1θ および 2θ の変化の違いを詳しく見ると，図 563(a)の 1θ と 2θ は 0 1τ  においてはほ

ぼ同位相であり，右図からもフックと吊り荷は比較的滑らかに動いている．一方，図 563(b)

では台車軌道に折り返しの運動が生じる 065τ  付近で 1θ と 2θ が逆位相となっており，右図

より，フックにも折り返しの運動が生じている． 

0 1

0

1

−1

−065

0

065

1

0 1 2
−500

0

500

ν = 068

µ1 = 063

ρ1 = 0668, ρ2 = 0632

θ1 θ2

Trolley

Hook

Cargo

ξ []
ξ 

[
]

θ
[r

ad
]

τ []

σ
ξ

[
]

0 1

0

1

−1

−065

0

065

1

0 1 2
−500

0

500

ν = 068

µ1 = 064

ρ1 = 0638, ρ2 = 0662

θ1 θ2

Trolley

Hook

Cargo

ξ []

ξ 
[

]
θ

[r
ad

]

τ []

σ
ξ

[
]



 

68 

 

以上より，フックの影響により残留振動が抑制できていないことから，二重振子型系で

あることを考慮した台車軌道の設計が必要であるといえる．以下では，これら 2 種類のパ

ラメータ（Parameter A，B）を用いた場合について検討する． 

5.3 二重振子型系に対する固有振動数成分除去法の適用 

本節では，二重振子型系に固有振動数成分除去法を適用する場合の台車軌道の設計方法

について述べ，その有効性を数値シミュレーションによって検証する． 

5.3.1 台車軌道の設計手法 

フックおよび吊り荷の運動方程式である式(565)および式(566)を次のように変形する． 
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ここに， 1θσ および 2θσ はそれぞれフックおよび吊り荷に作用する非線形性および減衰の影

響を無次元固有角振動数が 1nω および 2nω の線形不減衰系に作用する外力として捉えたもの

である．残留振動が生じないための条件は 1θσ が 1nω の成分を持たず， 2θσ が 2nω の成分を持

たないことである．したがって，二重振子型系に対する固有振動数成分除去の条件は次式

で与えられる． 
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なお，二重振子型系の残留振動を抑制する台車軌道の設計には境界条件である式(2617)と

固有振動数成分除去条件の式(5612)を用いるため，条件数は式(2617)のうち 1τ  の条件 3 個

と式(5612)の 4個を合わせた 7個となる．そのため，式(2618)に示した目標軌道の項数を 7項

（ 6aN  ）にした式を目標軌道に用いる．  

5.3.2 数値シミュレーション結果 

56361 項で述べた二重振子型系に対する残留振動抑制手法の有効性を数値シミュレーショ

ンによって検証する． 

 

(a) Parameter A ( 1 063µ  , 1 0668ρ  , 2 0632ρ  )6 

 

(b) Parameter B ( 1 064µ  , 1 0638ρ  , 2 0662ρ  )6 

Fig6 564 Simulations using target trolley trajectories for double pendulum type system6 
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56361 項で述べた方法で台車軌道を求めて数値シミュレーションを行った結果を図 564 に

示す．図 564(a)が Parameter A，図 564(b)が Parameter Bの場合である． 

図 564 の θより，両者とも 1τ  における 1θ および 2θ の変動がないことから，残留振動を

抑制できていることがわかる．それぞれの場合で見ると，図 564(a)より，台車の位置 ξには

大きな折り返しの運動が生じており，折り返しにより加速度が増大した影響で搬送中のフ

ックおよび吊り荷の振れ角も大きい．台車が大きな折り返し運動をすることにより，右図

のようにフックも折り返し運動をしており，それらの影響で吊り荷の上下動も大きい．図

564(b)より， ξに折り返しの運動は見られるが図 564(a)のものよりも小さく， 1θ および 2θ も

比較的小さい．しかし， 065τ  付近で 1θ と 2θ が逆位相となっていることにより，右図のよ

うにフックも折り返し運動をしている． 

5.4 最適化手法の適用 

天井走行クレーンを運転する際には，搬送終了時の残留振動抑制に加えて，搬送中のフ

ックおよび吊り荷の振幅もなるべく小さくなることが望ましい．そこで，台車軌道の最適

化手法を適用することで搬送中のフックおよび吊り荷の振幅を小さくすることを図る． 

式(2618)に示した目標軌道の項数を，563 節で用いた 7 項（ 6aN  ）に冗長な項を加えた

7 san 項（ 6a saN n  ）にして用いる．ここに， 0,1, 2,san  ⋯であり，条件数 7個に対し

て冗長な項を表す．ここでは，この冗長な san 個の項を余剰項と呼ぶ．余剰項を加える目的

は目標軌道の自由度を増やすためであり，拘束条件（式(2617)，式(5612)）の 7個に加え，次

の目的関数hを極小化する条件により未定係数 na を定める． 

  21

0 th dξ τ τ    (5613) 

ここで，式(5613)は目標軌道の加速度の自乗積分値である．フックおよび吊り荷の運動には

台車加速度による慣性力が大きく寄与していることから，台車加速度を小さくすることで

振れ角の低減が期待できる． 

拘束条件を満たした上で，式(5613)の目的関数を極小化する na の組み合わせを求めるため

に，465節の吊り荷の昇降を利用した障害物回避手法と同じく，Lagrangeの未定乗数法を用

いる． 

5.4.1 数値シミュレーション結果 

563節と同様に，最適化手法の有効性を数値シミュレーションによって検証する． 
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2san  および 4san  の場合の数値シミュレーション結果を図 565および図 566に示す．図

565(a)および図 566(a)が Parameter A，図 565(b)および図 566(b)が Parameter Bの場合である．

図 565(a)を図 564(a)と比較すると，ξの折り返し運動が非常に小さくなっており，0 1τ  に

おける 1θ および 2θ の振幅も小さくなっている．図 565(b)を図 564(b)と比較すると，こちらは

ξの変化はそれほど大きくないが， 1θ および 2θ の振幅は小さくなっており，0 1τ  全域で

1θ と 2θ がほぼ同位相となっている．それにより，図 565の右図のように，両者ともフックと

吊り荷が比較的滑らかに動いている．余剰項をさらに 2個増やした図 566と図 565の差はそ

れほど大きくない． 

 

(a) Parameter A ( 1 063µ  , 1 0668ρ  , 2 0632ρ  )6 

 

(b) Parameter B ( 1 064µ  , 1 0638ρ  , 2 0662ρ  )6 

Fig6 565 Simulations using target trolley trajectories optimized with 2san  6 
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(a) Parameter A ( 1 063µ  , 1 0668ρ  , 2 0632ρ  )6 

 

(b) Parameter B ( 1 064µ  , 1 0638ρ  , 2 0662ρ  )6 

Fig6 566 Simulations using target trolley trajectories optimized with 4san  6 

5.4.2 余剰項数の影響の検討 

前項で図 564，図 565および図 566を比較したところ， 0san  と 2san  の場合には大きな

差が表れたが， 2san  と 4san  の場合には差がほとんど見られなかった．そこで，余剰項

の数とフックおよび吊り荷の振れの関係を見ることにより，余剰項数が最適化の効果に与

える影響を調べる． 

最適化の効果をより詳しく調べるために，次式で表される搬送中のフックおよび吊り荷

の最大振幅 1maxθ および 2 maxθ を考える． 
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   max max | 0 1 1, 2p p pθ θ τ      (5614) 

余剰項数 san を横軸にとり， 1maxθ を黒の点および線で， 2 maxθ を赤の点および線で表した

ものを図 567に示す．図 567(a)が Parameter A，図 567(b)が Parameter Bの場合である．図 567(a)

および図 567(b)の両者に共通する特徴として， san が大きいほど 1maxθ および 2 maxθ が小さく

なってはいるが，始めの数個以降はほぼ横ばいであり，少ない余剰項の数で十分に最適化

の効果が表れている．また， 2san  や 4san  など余剰項が偶数のときの変化が奇数のとき

のものより大きい傾向にあり， 1san  から 2san  での変化が最も大きい点も共通している． 

 

 

 

(a) Parameter A ( 1 063µ  , 1 0668ρ  , 2 0632ρ  )6 

 

(b) Parameter B ( 1 064µ  , 1 0638ρ  , 2 0662ρ  )6 

Fig6 567 Effect of san  on 1maxθ  and 2 maxθ  for 068ν  6 
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464節で吊り荷の昇降により障害物を回避する目標軌道およびロープ長変化の設計を行っ

た際にも同様に最適化手法を用いたが，その際は余剰項が奇数のときの変化が大きい傾向

にあった．しかし，ここでは偶数のときの変化が大きいという違いが現れている．この原

因は，464節で余剰項を加えたロープ長が 065τ  を軸とした線対称に近い変化を行っていた

のに対し，ここで余剰項を加えた台車軌道が 065τ  を軸とした点対称に近い変化を行って

いることにあると考えられる．点対称な形状を多項式で作る場合，その最大次数は奇数に

なる．式(2618)のように修正ルジャンドル多項式を用いて tξ を表した場合は， τの最大次数

が 3 9a saN n   であることから， san が偶数のときに最大次数が奇数となる． τ の最大次

数が偶数（ san が奇数）のときには，最大次数の nP が tξ の形状を表すのにほとんど寄与しな

いため，図 567のように san が奇数のときの減少量が小さいのだと考えられる． 

5.4.3 制御時間による変化 

ここまでは 068ν  の場合について検討を行い，最適化により台車軌道が改善されること

がわかった．ところで，第 3 章より，単振子型系では制御時間が小さい場合には台車の折

り返し運動や吊り荷の振れ角が大きくなる傾向にあることがわかっている．この傾向が二

重振子型系にも表れるとすると，制御時間が小さい場合には最適化を行う前の台車加速度

が大きいため，台車加速度が元々小さい場合よりも，最適化による軌道の改善効果が大き

くなると考えられる．本項では，余剰項数毎に νに対するフックおよび吊り荷の最大振れ角

の変化を見ることで，制御時間が及ぼす最適化の効果への影響を調べる． 

ν を横軸にとり，式(5614)に示す目標軌道毎の搬送中のフックおよび吊り荷の最大振れ角

である 1maxθ を実線で， 2 maxθ を破線で示したものを図 568 および図 569 に示す．図 568 は最

適化していない（ 0san  ）場合で，複数の色で示しているのは一続きの線を 1 色で表して

いるためである．配色の仕方には特に意味はない．図 569は最適化した（ 2, 4san  ）場合で，

2san  の場合を黒線， 4san  の場合を赤線で示している．なお，線が途切れているのは，

それより先の表示していない領域ではロープにかかる張力の最小値が搬送中に負の値とな

り，実際にはロープにたるみが生じて正常な搬送が不可能となるためである． 

図 568より， 0san  の場合には一続きの線がいくつもあるが，両者とも 166ν  から黒線の

最小のνまで一続きとなっている線はない．また， 1maxθ および 2 maxθ が複数存在しているν

があることから，1つのνに対して複数の目標軌道が求められるような，解の多値性が見ら

れる．図 568のように解が多値性を持つ場合には，適切な目標軌道を選び出すための基準が

必要となる．一方，図 569より， 2, 4san  の場合には 166ν  から最小のνまで連続的に求め

られ，図 568の 0san  の場合のように目標軌道が複数求まるようなνは，表示されている範
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囲では図 568(a)の最小値付近で見られるのみである．実際は表示されていない軌道が求まる

こともあるため，解の多値性は失われていない．しかし，図 569に表示している軌道は，図

568(a)の多値性が見られる ν 以下を除いて，減衰を無視して線形化した運動方程式から目標

軌道を設計してニュートン法の初期値に設定する，という決まった操作から求まるため，

新たに目標軌道を選び出すための基準を作る必要はない．このように，目標軌道を求める

際に余計な手間が増えない，という観点からも余剰項を付与して最適化を行う利点がある． 

図 569の 2san  と 4san  の場合を比較すると， 2san  （黒線）の場合には，局所的に maxθ

が大きくなるような起伏がところどころに見られるが， 4san  （赤線）の場合には起伏が

抑えられている． 

以上より，台車の加速度に関して最適化を行うことでフックおよび吊り荷の振幅を小さ

くできるだけでなく，決まった操作で目標軌道を求められるようになり，多値性を持つ場

合の手間を解消できることがわかった． 

 

 

(a) Parameter A ( 1 063µ  , 1 0668ρ  , 2 0632ρ  )6 

 

(b) Parameter B ( 1 064µ  , 1 0638ρ  , 2 0662ρ  )6 

Fig6 568 Effect of ν  on 1maxθ  and 2 maxθ  for 0san  6 
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(a) Parameter A ( 1 063µ  , 1 0668ρ  , 2 0632ρ  )6 

 

(b) Parameter B ( 1 064µ  , 1 0638ρ  , 2 0662ρ  )6 

Fig6 569 Effect of ν  on 1maxθ  and 2 maxθ  for 2san   and 4san  6 

5.5 第 5 章のまとめ 

本章では，台車と吊り荷をつなぐロープにフックがついているような二重振子型系でク

レーンをモデル化し，固有振動数成分除去法を適用した残留振動抑制を行った．フックお

よび吊り荷の運動方程式それぞれからみなし外力を求め，対応する振動数成分を除去する

ことで残留振動の抑制が可能であることを数値シミュレーションにより示した．さらに，

台車軌道の加速度の自乗積分を目的関数とした最適化を行い，台車軌道の改善を図った．

その結果，台車軌道の折り返しやフックおよび吊り荷の振れの大きさに低減が見られ，最

適化による台車軌道の改善が可能であることがわかった．また，解が多値性を持っており，

最適化を行わない場合は適切な目標軌道を選び出す基準が必要であったが，最適化を行う

ことによって決まった操作で目標軌道を求められるようになり，そのような手間を解消で

きることがわかった． 
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第 6 章 結言 

本研究では，オープンループ制御による天井走行クレーンの残留振動抑制を目的として，

固有振動数成分除去法を用いた台車軌道の設計方法を提案した．本章では，以下のように

本論文を総括する． 

 

第 1 章では，クレーンを中心とした残留振動制御に関する状況についてまとめた．従来

のオープンループ制御法では非線形性を考慮することは難しく，非線形性を考慮できる手

法が必要であることについて述べ，それを実現するための手法として本研究で提案してい

る固有振動数成分除去法について述べた．また，本研究の目的および本論文の構成を示し

た． 

第 2 章では，天井走行クレーンに固有振動数成分除去法を適用して台車軌道の設計を行

った．吊り荷の運動方程式における非線形性や減衰の影響をすべてみなし外力として考慮

し，そのみなし外力から固有振動数成分を除去することで，残留振動の抑制が可能である

ことを数値シミュレーションおよび実験により示した． 

第 3 章では，固有振動数の推定誤差に対するロバスト性の向上法について検討した．ロ

バスト性向上の条件として，複数の振動数成分を除去する方法とみなし外力の振動数成分

の微分係数を零とする方法の 2 種類の条件を提案し，それぞれの有効性を数値シミュレー

ションおよび実験によって検証した．その結果，両者ともにロバスト性の向上に有効であ

り，その性能もほぼ同一であることが示された． 

第 4 章では，搬送中に吊り荷の昇降をともなうような場合について検討した．吊り荷の

運動方程式における非線形性や減衰の影響と同様に，時間的なロープ長変化の影響も線形

不減衰系に作用するみなし外力として考慮し，みなし外力から固有振動数成分を除去する

ことで残留振動抑制が可能であることを数値シミュレーションにより示した．また，ロバ

スト性向上手法が，吊り荷の昇降をともなうような場合でも多くの場合で有効であること

も示した．さらに，障害物を囲うような境界を設ける目的関数を用いて最適化を行うこと

で，吊り荷の昇降を利用して障害物を回避することが可能であることがわかった． 

第 5 章では，フックと吊り荷から成る二重振子型系でモデル化したクレーンに対して固

有振動数成分除去法を適用して残留振動抑制を行った．フックおよび吊り荷の運動方程式

それぞれからみなし外力を求め，対応する振動数成分を除去することで残留振動の抑制が

可能であることを数値シミュレーションにより示した．さらに，台車軌道の加速度の自乗

積分を目的関数に用いて最適化を行うことで，台車軌道の改善が可能であることがわかっ

た． 
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以上より，固有振動数成分除去法を用いて様々な条件の下でクレーンの残留振動抑制の

制御を行い，いずれについても本手法の有効性が示された． 
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