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ジャンプ過程を含む変動要因で記述される投資・事業モデルの

リアルオプション手法による評価とその応用

1 まえがき

インターネットを基盤とする情報ネットワー

クの整備は，企業間の情報通信のオープン化を

促進させているとともに，電子調達など企業間

の連係を拡大させている［ 1]-[4］。また，サプ

ライチェーン形成やモジュール生産の広がりな

ど，部品や半製品を企業間で調達するシステム

も一般化している。このような企業活動の拡大

にともない，投資や事業に影響を与える変動要

因の種類も多様になっている。特に，自動車産

業に見られるような，メーカがサプライヤから

部品を調達するケースにおいては，一部の部品

供給がストップするだけで，生産ライン全体に

重大な影響を与えることが，すでに経験されて

いる。投資や事業の評価に関して，従来の株式

投資におけるオプション理論を応用する，いわ

ゆる，リアルオプション手法は一般化している

が，このような急激な要因変動を考慮した分析

は行われていない［ 5]-[8］。

本論文では，ジャンプ過程を含む変動要因で

記述される投資・事業モデルのリアルオプショ

ン手法による評価と，その応用について述べる

[ 9 J。これまで，リスク分析に関連して資金貸

付など金融分野でのリスク評価手法が主として

議論され，デフォルトリスクの指標化や，クレ

ジットデリパティブなどのリスクプレミアムの

評価に，従来の株式オプションの理論を援用す

ることが行われてきた［ 5] [8］口6][17］。同時
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に，投資や事業に関連するリスクについても，

同様な手法で定式化し，評価することが行われ

ている口O］口4］。しかし，現実には，このよう

な変動要因を記述する場合に，プランン運動な

ど比較的取り扱いやすいモデ、ルが用いられてお

り，急激な変動は考慮されていない。また，株

式オプションの理論式を形式的に適用する方法

論がクレジットデリパティブなどについては示

されているが，これを一般的な製造業にまで拡

張することには問題がある。

このような課題に対して，本論文では，ジャ

ンプ過程を含む変動要因で記述される事業モデ

ルを対象として，リアルオプション手法による

リスク分析を行う［ 9 J口9］。具体的には，市場

における商品価格の変動や，取引相手の倒産な

どをジャンプ状の確率的な事象として取り入

れ，モデル化をすることである。このような確

率変動を取り入れた場合の投資・事業のリスク

は，株式オプションの評価と同様に，形式的に

は確率微分方程式で記述することが可能であ

る。しかし，これを解析的に解くことは困難で、

あるので，本論文では，最初に示す手法におい

て，動的計画法による評価方法を用いる。確率

変動のモデル化においては，通常のブラウン運

動と同時に，スパイク状の変動を含むジャンプ

過程を含むモデルを導入する。動的計画法にお

いては，変動要因の変化が与えられた場合に，

最適な生産を継続することが可能である場合の

コストや利益を推定できるので，これを実施す

ることができない場合（評価方法としては，現
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在価値法にあたる）との差を求めることにより，

リスクプレミアムを予測する。

次に，より正確な投資・事業のモデルを微分

方程式により記述し，これを解析する方法を示

す。この場合，確率的モデルにおけるな変動要

因としては，通常のブラウン運動だけではなく，

突発的なジャンプ過程（パルス状の変化）を含

むケースを導入する。分析の目的を明らかにす

るため，発電事業に代表される資本や費用の投

入による事業で利益を最大化する問題をとりあ

げ，条件により 2つのタイプについて論じる。

このような確率モデル分析では，やや複雑な確

率過程を変動要因とするため解析的な解を得る

ことは極めて難しいので，有限差分(finitedif-

ference）による数値解法を用いる［21］。また，

利益の評価関数そのものではなしその損失が

極めて大きくなるケースを推定する問題を考察

している［19］。

以下， 2.では企業間取引リスク評価とその応

用の概要について述べ， 3.ではジャンプ過程を

含む変動要因によりプロジェクトをモデル化し

た場合における，動的計画法による最適生産の

モデル化，およびリスク評価を示す。また， 4.

で、は，ジャンプ過程を含む変動要因により記述

される事業の例として発電事業をとりあげ， 5.

では，そのリスク評価を行う。

2 投資・事業に関連した企業間取引リ

スク

2.1 企業間取引におけるリスクと課題

企業間取引が議論されはじめた当初， NECや

ソニーなどの大手電機メーカは自社の調達シス

テムをオープンネットワークとして構築するこ

とを開始したが，数年でサイトを閉鎖している

[ 4 J。また，大きな話題となったeMPは，現在

で、は，主として，それぞれの金額が小額である

間接財の取引が主体となっている。このような

eMPにおいては，商社が介在することが通例と

なっている［ 1][2］。また，日本の鉄鋼メーカ

は，自社で生産した製品を市場で直接販売する

のではなく，商社に販売し，間接的な販売体制

をとっており，商社の存在は日本に固有のもの

であるとも言える。

このように，企業間取引において，自社が直

接行うのではなく商社を通じた間接的なものに

なること，あるいは取引が経常的で，安定して

いる相手企業に限定する背景には，次のような

ことがある。（1）自社でサイトを運用するコスト

が高い，（2）告知を徹底できない，（3）相手企業の

信用調査にコスト時間がかかる，（4）機密保持に

課題が残る。

しかしながら，長期的にはオープンネット

ワークによる販売・調達が進行するのは明らか

である。これまで，この種のリスクについては，

具体的な評価はなされておらず，例えば鉄鋼業

界では，商社にまとめて倉庫運用を任せ，その

代価を支払いなどにより，リスク回避の方策が

とられている。以下では，このようなB2B取引

や類似の事例におけるリスクの発生と，その評

価などに関する主な話題を整理している［18]

[20］。

爆発火災事故

新日本製鉄名古屋製鉄所での爆発事故発生に

より，ここより自動車鋼板などを調達していた

自動車製造企業での在庫確保が難しくなり，生

産の縮小を余儀なくされた。自動車産業の高度

な要求にこたえる必要性があり，製品代替が極

めて困難とされている。同様に，ブリヂストン

栃木工場の火災事故においても，タイヤ在庫不

足が見込まれ，大型トラック製造縮小などがな

された。
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半導体製品

CCDなどの高度な技術をもったデバイスを

供給する企業は，少数に限定される傾向にあり，

それに従ってリスクも増大している。ソニー，

三菱電機など電機メーカで、は，調達先の分散化

をはかることにより対処しているが，高度デバ

イスを製造できる会社が少ないのが基本的な課

題となっている。

債権回収代行・ファクタリング

顧客企業に対する売掛金の回収にあたり，こ

の業務を代行する金融機関サービスがある。企

業は，顧客企業に対する売掛債権を金融機関に

譲渡・売却し（いわゆるファクタリング），その

代金をあらかじめ得ることにより，リスクを回

避する。また，系列企業などに限定される範囲

では，いわゆる決済専用の子会社を設立して，

債権処理を一元化し，効率化することが多くの

企業で行われており，これもリスクの拡大を防

止する効果がある。

貸倒リスク保証商品

金融機関の商品として貸倒リスク保証商品が

あり，企業が販売する商品やサービスなどの対

価・費用を回収できない場合に，これを保証す

る業務を行う。債務不履行が発生した場合に，

これにより発生するリスクを負担するかわり

に，平常時におけるプレミアムを支払う方式と

なっている。

倉庫貸し・一次製品の販売

鉄鋼メーカでは，自社で製造した一次製品を

直接加工メーカに販売することはなく，商社に

売り渡すことを行う。これは，加工メーカが自

社系列の企業である場合にも，同様に行われる。

同時に，鉄鋼メーカの敷地にある倉庫を，商社

が利用し製品を管理することも行われる。これ

により，加工メーカが倒産した場合のリスクを

回避できる効果と，商社による企業の信用度調

査を活用できる効果がある。

天候デリバティブ

保険会社の提供する天候デリパティブの種類

も，拡大する傾向にあり，直接天候に関連する

冷夏，猛暑，暖冬，長雨，カラ梅雨，梅雨あけ，

台風などの，現象に付随するデリパティブと同

様に，桜前線，お花見，流氷などの各種の行事

や，イベントの開催がスケジュールどうりにで

きなかった場合のリスク回避の商品も存在す

る。

これらの事例で示すように，極限まで効率化

されたサプライチェーン形成においては，微小

な事故の発生においても，重大な結果をまねく

ことになる。そのため，リスク分散などの手段

が考慮されているが，発生の頻度とリスク回避

のコストを見積もることがポイントとなってい

る。本論文で示すリアルオプションにより投

資・事業リスクの評価手法は，このように明確

でなかったリスク回避の金額（プレミアム）を

求める方法を与えることを目的としている。

2.2 変動要因と企業価値評価モデル

すでに述べたように，リアルオプションの分

野では株式オプションによるアプローチも可能

であるが，よりモデルを拡張し，カバーできる

範囲を広げることが行われている。リアルオプ

ションの研究は1980年代から1990年代にかけ

て， McDonaldand Siegel, Dixit, Pindrickな

どの研究者により開始されている［10］口1］。こ

れらの問題は，いわゆる投資選択問題として定

式化され，投資を休止するか，投資により市場

に参入する時期を決定する問題として議論され

て，投資決定問題（irreversibility,uncertainty 

in investment）とか参入撤退問題（entryand 

exit under uncertainty）と呼ばれている［11］。

これらの研究においては，連続型のベルマン方
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程式を基礎として，関数解析から決定の性質を

議論しているo

その後，為替レート変動を前提として，工場

の立地を国内に求めるか海外に求めるかの決定

を，動的計画法の問題として定式化し，数値的

な計算と決定の性質を議論する研究がなされて

いる［12]-[15］。このような問題の定式化におい

ては，変動要因が複雑な動きをするケースが少

なくないことや，海外からの資源調達や生産拠

点、の選択など，いわゆるシナリオが多様となる

などの理由から，解析的な方法ではなく，動的

計画法による解法が用いられている。また，生

産拠点の切り替えなどのコストを導入した場合

の，コスト比較などを行い，為替レート変動を

前提とした，生産の柔軟化の効果を分析してい

る。

3 動的計画法によるリアルオプション

評価

3.1 プロジェクトにおけるコスト変動

リアルオプション手法によるリスク評価の最

初の方法として，動的計画法によるリアルオプ

ションを用いたプロジェクト評価をとりあげ

る。この手法は，動的計画法に基づいてはいる

が，比較的取り扱いやすく，結果の表現も容易

なものとなっている。ただし，通常の動的計画

法によるプロジェクト評価において，投資に関

連したコストが非定常的な変動を含む場合を考

察している。具体的には，例えば，施設の建設

プロジェクトなどにおいて，急激なコストの増

加が発生したりする変動を考慮、した手法であ

る。

このような事例は，企業間取引におげる販

売・調達におけるリスクとしても，発生する可

能性がある。例えば，メーカがサプライヤから

部品を調達するシステムをとっている場合に，

火災などの事故により，部品供給が一時的にス

トップして，代替するためのコストが急速に上

昇するなどの事態である。あるいは，販売側か

ら見た場合に，取引先の企業が倒産し，商品の

代金を回収できないケースなどが考えられる。

このような事象をモデル化する方法には，さ

まざまなものが可能であるが，以下では，代表

的なモデルとして，プロジェクトにおける投資

選択の問題としてモデ、ル化する。しかし，この

基本的なモデルを修正することは可能であり，

販売にともなう回収リスク評価などへも適用す

ることができる。モデ、ル化の概要は，次のよう

にまとめられる。

(1) プロジェクトの初期値

プロジェクトが開始されたときに，プロジェ

クトがもつべき価値が与えられる。例えば，何

も付加的な投資を行っていない場合のプロジェ

クトの価値と考えられる。

(2) プロジェクト期間におげる投資選択

プロジェクトが進行するにともなって，プロ

ジェクトの価値を高めるための投資を行ってい

く。しかしながら，行う投資はプロジェクトの

現状とまわりの環境により変動するので，いく

つかの選択肢から選ぶ、方法をとる。具体的には，

投資中止，投資継続，投資増強の 3つの選択肢

から 1つを決定する問題となる。一般的には，

投資の増強におけるコストが最大となる。また，

投資中止を選択した場合には，プロジェクトの

価値はゼロになる。

(3）投資増強投資でのコストの急激な変動

3つの可能な選択肢のいずれにおいても，コ

ストの変動が発生すると仮定することができ

る。しかし，以下では，投資増強の場合にコス

トに急激な変動が含まれるケースだけを議論す

る。このような単独の変動を含む場合を，複数

の変動を含む場合へと拡張することは容易であ
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る。

(4) プロジェクトの選択投資の評価

このような，プロジェクトにおける投資問題

は，時間の進行方向に解いていく方法を用いた

場合には，途中の選択肢が急増するので，計算

時聞が膨大となる。そのため，動的計画法を用

いることにより，最終段階から時間方向を逆向

きにする方法で，解いていく。動的計画法の一

般論については省略するが，ここでとりあげて

いる問題においては，投資中止，投資継続，投

資増強のどれを選択するかを，プロジェクトの

価値の最大化問題として決定していくことにな

る。

3.2 プロジェクトの状態選移と投資

以下では，投資や資産運用におけるリスク回

避を考慮、した場合の状態遷移をもとにして，プ

ロジェクトリスクのリアルオプション手法によ

るプレミアムの分析について示す。多段的に投

資を実施することにより，最終的に市場で評価

される製品製造による企業価値を実現した場合

の最適解と現実に得られる解との差を，動的計

画法により求める。具体的には，製品を製造す

るまでのリードタイム Tが存在すると仮定し，

この時間経過とともに，どのような投資をする

かの選択肢が複数存在すると仮定し，この最適

解を推定する。

最初に，企業の投資問題における投資の時間

的選択（継続，増強および停止の選択）の効果

を定式化する方法についてまとめておく。この

ような最適化問題においては，時間経過にあわ

せて最初から解いていくと，選択肢が急激に増

加し計算時間を要するため，時間の終点から最

適な経路を推定する動的計画法を用いる。

以下では，リスク回避戦略の有効性を確認す

ることが主要な課題であるので，これら変動要

因を，ただ 1つの時間変動の変数 iにより代表

させることにする。

いま，時刻 tにおりるレベルが jである企業

価値を~（t）とする。例えば， t=T における

Vi(T）は，製品として評価される価格合計であ

るとか，設備の完成時の価格であり，途中の時

間における値 Vi(t）は，その中間における状態

である。

数値 iは整数に限定されないが，以下で用い

るモデルを簡単化するために， iは整数に限定

する。しかし，このモデルは容易に状態が連続

値をとる場合に一般化できる。更に，設備の能

力が高いほど市場でのぺイオフは大きくなる傾

向にあるので，これを 1つの分布関数ILによ

り表現する。関数ILの代表例は正規分布関数

（密度関数の積分）であり，状態 iが増加するに

従って，関数値は単調に増加する。投資の最終

時刻を Tとすると，投資の最終価値は

Vi( T)= IIi (1) 

により表現される。

次に，このように中間段階におけるプロジェ

クトの状態は変動過程に従って変化するので，

これを制御する方法について考察する。プロ

ジェクトを進行する管理者は，初期投資と，こ

のような追加投資を考慮、し，次に示す 3つの投

資の状況のいずれかを選択すると仮定する。

1) 投資をあきらめる（abandon)

2) 通常の投資をする（continue)

3) 追加投資をする（improve)

投資をあきらめた場合には，この時点、までの

企業価値はぜロに戻ってしまうが，投資を継続

しても意味がないと判断した場合にはこれを選

択する。追加投資により，プロジェクトの価値

Vi(t）がたかまることが予想されるので，以下

では，追加投資と状態遷移には相関があると仮

定する。通常投資の費用を c(t），追加投資の費
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用を α（t）とする。

次に，状態遷移の定義について述べる。状態

の遷移には不確実性があり，時刻 tにおいて状

態 iにある投資は，次の時刻 t+lでは 2N+l

個の状態の，どれかに遷移すると仮定する。通

常の投資では，式（2）に示すようなプロジェクト

の状態遷移が実現するo

j=i十k,k=-N, -N+l，…，O，…，N-l,N 

(2) 

更に，追加投資を選択した場合には，式（2）に示

す状態遷移ではなく，一般にプロジェクトの状

態が改善されるような，次に示す遷移を行うと

仮定する。

j=i十1十k,k=-N,-N+l，…，o，…，N-1,N (3) 

プロジェクトの進行にあわせて，どの状態を選

択することが有利であるかを求める問題とな

る。

中止の場合には

Vt(t)=O (4) 

投資の期間（長さ T）を通じて， 状態を表す

添字である iを仮定すると，この企業価値最大

化の最適解は，以下に示すような動的計画法に

より求めることができる。

Vt(T)=IL (5) 

j 

／ 
i ----- -

～～～h』‘

＼＼  

(a）継続

投資中止；

J -c(t)t77 －呂 q;j陀（t十1) 投資継続；
日（t)=max~ 

ト c(t）－α（ t)+772~ρVj(t 十1）投資増強；

(6) 

ただし， l}=l/(l十ρ）（ρは割引率），九・， Qu, 

九－は，式（2),(3), (4）に示す状態推移に対応する

確率であり，それぞれ，通常投資，投資増強に

おける状態変化の確率である。 11；はプロジェ

クト終了時における状態 iに対する評価値（ペ

イオブ）である。以下のシミュレーションでは

正規分布の累積関数（分布関数）を用いている。

上に示したモデルにおいて，投資にともなう

調達リスクは，通常投資の費用を c(t），追加投

資の費用を α（t）により代表させることができ

るであろう。例えば，協力会社（サプライヤ）

の火災により製造に必要な部品を急逮別のルー

トで取り寄せる必要が発生する場合などでは，

これらの費用が高騰することで表現できる。本

来なら，多数のサプライヤとこれらが供給する

部品が存在するが，本論文では 1つの関数で代

表させて，問題を簡単化している。

以下では，これまで述べた投資選択のモデル

を理解するため，簡単な例を考察する。投資増

強のコストにおいて， 1/20=0.05の確率で，幅

(b）増強

図1 投資選択と状態遷移の関係
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がN(lO,2）に従うパルス状（ジャンプ状）の変

動が加算されているoただし， c(t)+jumρ値く

Oとなるときには，コストが安価な方向に変動

したと考え，そのまま c(t）と同じであるとして

いる。

シミュレーションの条件を，次のように決め

るo

IL ：平均O，標準偏差 σの正規確率分布の積分

最大値M=300, 最小値 m=Oとする。また，

通常投資などの大きさを時間の関数として，表

1に示すように与える。シミュレーションの条

件は次のように与える。

m=O, M=300，σ＝2 

T=6，割引率 ρ＝7%，初期投資 1=50.0

図2は投資の進行にともなう状態数の増加を

示す樹状図であり，動的計画法による最適化の

過程を示している。図の中で示された記号は，

この時刻における最適な投資方法であり，記号

のA,C, Iは，それぞれ，投資停止，継続投資，

投資増強に対応している。また，示された数値

は，この時刻におけるプロジェクトの期待価値

である。この図より分かるように，このプロジェ

クトの期待価値は74.0250.0二 24.02である。

投資選択を実施する効果を，通常の投資と比

較するための計算としては，通常投資を継続し

た投資する場合があげられる。この場合には，

いわゆる， NPV(Net Present Value）による

投資の期待価値評価が得られる。この例では，

NPVによる投資の期待価値は36.15-50.0二

一13.85である D 従って，投資選択を実施する場

合の効果，すなわち，投資におけるリアルオプ

表1 期間ごとの投資金額データ

投資｜円｜ 2 I 3 I 4 I 5 j 6 

：~~~ IすI~00° I 1350° Iす｜す｜す

ションの期待価値は，これらの差である37.87に

なる。表2には， σの値をいくつかのケースにつ

いて与えた場合の，時刻 t=Oにおけるプロジェ

クトの値%，すなわち投資選択の木構造の，

lレートの値を求めている。これより分かるよう

に， σの値が大きくなるに従って，プロジェクト

の価値は減少している。

3.3 投資増強のコストが急激に変動する場合

次に，同じようなプロジェクト評価の例を考

えるが，投資期間が長くしかもパルス状の変動

の含まれるシミュレーションの期待値をとる

ケースを考える。投資増強のコストである c(t)

において，急激な変動が含まれていると仮定す

る。シミュレーションの結果だけを，以下にま

とめておく。具体的には，次のようになる。

投資期間を Tニ 20とし，これらを t=Oから

t=19までとして区別する。これらの時刻にお

ける c(t),a(t）の値を表3に示している。投資

増強のコストにおいて， 1/20ニ 0.05の確率で，

幅がN(l0,2）に従うパルス状（ジャンプ状）の変

動が加算されている。ただし， c(t）十jumρ値く

Oとなるときには，コストが安価な方向に変動

したと考え，そのまま c(t）と同じであるとして

いる。

このようなパルス状の変動は，確率的な変動

であるので，期待値の計算を行う必要がある。

確率分布を用いて解析的に評価する方法がない

ため，シミュレーションを繰り返して計算する

方法を適用している。シミュレーションの条件

は次のように与える。

M=280，ρ＝8%，σ＝3 

このシミュレーションによる評価を実施した

結果，10000回での計算によるプロジェクトの評

価値の期待値すなわち動的計画法の決定過程を



-48- 経済論 究第 125 号

74.02 
I 

最適投資（σ＝2)

3 279.96 

2 252.40 

1 207.44 

0 150 

1 92.56 

2 47.60 

3 20.04 

36.15 
C 

279.96 

252.40 

207.44 

150 

-1 92.56 

2 47.60 

-3 20.04 

NVPの算出（σ＝2)

図2 投資選択を実施した場合の状態推移と価値

表2 σによる%の変化

σ 2 3 I 4 5 6 

Vo I 74.02 I 57.85 I 49.02 I 45.54 I 43.12 

表3 期間ごとの投資金額データ

t=O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

c(t) 11 12 14 15 17 18 19 21 24 27 

α（t) 6 11 22 25 30 32 36 38 41 41 

t=lO 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

c(t) 31 35 37 39 41 43 45 48 52 55 

α（t) 43 45 46 48 50 55 58 60 61 64 

示す木構造のルートにおける値は， 161.52とな

る。なお，このシミュレーションと比較するた

め，常に投資継続だけを選択する場合，すなわ

ちNPVによる投資効果を測定する。このNPV

による評価での，ルートにおける値を求めると

101.9となる。従って，これらの数値の差である

59.62がリアルオプションの評価値となる。

4 ジャンプ過程を含む変動要因で記述

される事業モデル

4.1 ジャンプ過程を含む変動要因とリスク分

析

確率的な変動要因により記述される動的シス

テムにおいて，評価関数を推定する問題がしば

しば発生する。確率分布の推定の 1つの方法と

して，モンテカルロシミュレーションを適用す

る場合の大きな問題点として，確率的な変動要

因は，通常のブラウン運動だけではなく，突発

的なジャンプ過程（パルス状の変イ七）を含む場

合が少なくないので，これを考慮、したモデルの

導入が必要である。

本論文では，ジャンプ過程変動を含む時系列

で記述される確率モデルにおける推定とその応

用について述べるo これまでの確率的な変動要

因により記述される動的システムに関する研究

では，変動過程を通常のブラウン運動で記述す

ることが多い［ 1]-[6][8][9］。しかしなが

ら実際に自由化された電力市場で観測される

電力価格などで発生することが知られている

ジャンプ状のモデルを用いた例はない。
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この場合に，変動要因の記述モデルに突発的

なジャンプ過程を含むモデルを仮定する［15]

[19］。このようなシミュレーション手法の拡張

を行うことにより，広い範囲の確率モデルの評

価関数の確率分布の評価が可能となる。分析の

目的を明らかにするため，発電事業に代表され

る資本や費用の投入による事業で利益を最大化

する問題をとりあげ，条件により 2つのタイプ

について論じる。なお，このような一般的な確

率モデルの定式化において，解析的な解を得る

ことは極めて難しいので，本論文では有限差分

(finite difference）による数値解法を用いて

いる。

最初に変動要因をランダムに生成し，モデ、ル

の挙動について整理する。次に，ジャンプ過程

を含む時系列を変動要因として含む確率モデル

を導入し，得られる利得を最大化する行動を導

出する関係式を示す。この場合，最大化するた

めのパラメータを含む項目を分離することによ

り，変動要因により記述される偏微分方程式を

得ることができる。このように，やや複雑な変

動過程により記述される偏微分方程式を，解析

的に解くことは不可能で、あるので，本論文では

有限差分法による解法を用いる。応用例として，

価格変動においてジャンプ過程の変動を含む場

合の電力事業における利益損失評価の事例を示

す。

4.2 確率過程の記述

変動要因で記述される確率モデルに関して，

これまでの研究では，変動要因としてはブラウ

ン運動や類似の確率過程を用いることがなされ

ている。代表的な例として，株式の売買の権利

を取引する，いわゆるオプション価格の推定に

おいて，もとの株式（原株）の変動をブラウン

運動でモデル化することがなされている［10]

[16] [17］。

しかしながら，現実の世界では，このような

緩やかな変動だけではモデル記述ができないこ

とが見出され，変動要因を記述する方法の拡張

がなされている。例えば，文献［15］においては，

自由化された電力市場での売価変動をモデ、ル化

する場合において，特に，需要期などでは，ジャ

ンプ過程（スパイク状の急激な高騰）に従って

価格が変動することが存在することを考慮、して

し〉る。

このようなジャンプ過程は，一般的な確率微

分方程式により記述される。例えば，変動要因

P(t）の挙動は，次のように記述される。

M 

dP=μ(P，けdt＋σ（P,t)dA1+ ~1 rk(P,t,Jk)dqk 

(7) 

ー [O, 1ーむ（P,t)dtの確率で

仏qk=11，凸（P，似の確率で
(8) 

ここで， μ（．）， σ（．），九（．）は任意の P,tに関す

る関数である。 dA1はブラウン運動の微分値で

あり， dqkはある，定められた確率分布から生成

される確率変数んに従って Oあるいは 1をと

る変動に従うポアソン過程である。最後の項が，

スパイク状の価格変動に対応している。

4.3 確率微分と 2次の偏微分方程式

最初に述べたように，本論文では投資問題な

ど限定された分野での確率モデルにおける評価

関数の確率分布のテイル分布推定を目的として

いるので，これに応じた条件を加えたモデルを

考察するo この分野では，発電設備の運転や株

式や債券運用，あるいはこれに関連した証券で

あるオプションや先物運用におけるリスク評価

を対象としたケースが多いことを考慮、し，以下

で示す具体的な定式化においては，問題を簡単

にするための事例を取り上げる。
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操業による利益評価や所有する資産利得をど

のようにモデル化するかについて，さまざまな

方法があるが，以下では，その 1つとして，電

力事業における水力発電最適化モデルにならっ

て定式化を行う。この問題では，発電機に流す

最適な水の流量Cを決める問題となっている。

以下では，これをCase1と呼んでおく。

Case lのモデル

この定式化においては， cのほかに，次のよう

なパラメータがある。なお，電力の市場価格P

は，式（7)(8）における Pで与えられると仮定す

る。

f：ダムへの流入水量， H(W,c）：発電量

W ：ダムの総水量， ρ：割引率

ここで， fは，次に示すプロセスに従うと仮

定する。

di =μ2(/, t）十σ（／， t)2dA2 (9) 

dA2はブラウン運動の微分値である。なお， W

とI,C との間には次の関係がある。

dW=(/-c)dt (10) 

現在の時刻tから最終の時刻 Tまでの発電によ

る価値は，次のようになる。

V(P, W,f, t ） 

＝叩E[Jre仰吋H(W,c)Pdr] (1 

この式を，時間 tの微小変化を用いて書き直す

と，次のようになる。

Vニ m子xE[Jt+九ρ（山H(W,c)Pdr 

+e一ρdtV(P+dP),W+dW, 

f十df, t十dt,c(t十dt))] (12) 

この式に対して，多次元変数に対するItoのレン

マを用いて確率変数の 2次微分を求めたあと，

代入を繰り返し，式（9）を用いて変形すると， dt

より早く減衰する項目を除去し，期待値を取り

微小量 dtにより割ったあとには，次の偏微分

方程式が得られる。

max[G( V)+(/-c) Vw+ H( W, c)P]=O (13) 

G( V) = Vt +lar ちp十_l_O'i1,うf十μ1vp+μ2 VJ-
2 

M －ρv豆I凸E[Vi+_ V] (14) 

v+= V(P十九（P,t, JJ, W,f, t) (15) 

ただし， v＋ はジャンプhが発生した場合の

V（.） の値である。

この式の中で，決定変数 cに関する項だけを

まとめると次のようになる。

max[H( W, c)P-cVw] (16) 

Cmin( W,f, t) Sa C三二Cmax(W, f, t) 仰

このように決定された cを代入して，利益 V(.)

に関する偏微分方程式を得ると，式（13）において

maxcをはずした，以下の偏微分方程式になる。

G( V)+(/-c) Vw+ μ2ち－ρV

十H(W, c)P=O (18) 

以上のような確率部分方程式を，境界条件を

定めることにより解けば，価格が決定される。

この偏微分方程式の解の終端条件は次のように

なる。

V(P, W, I, T; c)=O 、、‘，，，
n
u
d
 

’Ei
 

’’a
E

‘、

これまでの導出手順を用いると，変動要因に

関する偏微分方程式が得られるので，これを解

くことにより評価関数のテイル分布の推定を行

うことができる。しかしながら，一般には，変

動要因の数が増加したり係数の形状が複雑にな

ると，解析的に解を求めることは極めて困難に

なる。このようなことを考慮して，以下では，

偏微分方程式を数値的に解く方法として，よく

用いられる有限差分による計算法を使用する

（この解法の概要については，付録に示す）

[21］。
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4.4 生産コストが分離されるモデル

次に，製品として生産する場合に，コストを

ともなうモデルへと拡張した場合に得られる関

係式を求める。これは，一般に行われる製品製

造に共通する，コストをかけて製品を生産する

モデ、ルに対応している。以下では，これをCase

2と呼んでおく。

Case 2のモデル

前節の議論と同様に発電事業を考えるが，例

として火力発電をとりあげる。あらたに導入さ

れる変数は，ボイラーの温度Kと，燃料の単価

fと数量 cである。式の記述を簡単化するため

に，前節と同じ記号f,C を，別の意味で使用し

ている。ボイラーの温度Kは，発電できるまで

の時間や冷えて休止できるまでの時間などを考

慮して，次のような方程式でモデ、ル化される。

dK=rJ(K, c)(K(c)-K)dt (20) 

ここで， K(c）は燃料の投入 cのもとで得られ

るボイラーの均衡温度である。

以上のような仮定のもとで，利益最大化の目

的関数は次のようになる。

叩 E[1Te叩 （K)P-Jc）汝］

前節と同様に，変数を代入し整理すると次が得

られる。

G(V)+8σ1ぬら:r+TJ(K(c)-K) VK 

+ PH(K)-fc=O (22) 

ただし， δは電力価格と燃料価格の変数の聞の

相関係数である。この偏微分方程式について燃

料に関する項をまとめたあと，最適な燃料投入

を求めると次のようになる。

max[ TJ(K( c) VK -Jc] 

この最適な燃料投入が得られたとして，偏微分

方程式を整理すると，企業価値について，式仰）

と同様な偏微分方程式が得られる。
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5 応用例

(21) 

5.1 VaRによる最大損失評価

以下では，発電事業における利益の評価関数

を推定することよりも，この最大損失を求める

ことに主要な力点をおく。すなわち，発電によ

り得られる利益が，時間の経過とともに変動す

るが，この変動の範囲の中で，確率分布の最悪

のケースから累計で5%ないしは 1%となる点

を求めることを行う。これにより，利益そのも

のを評価する方法に比べて，投資・事業により

得られる利益がこうむるリスクを，直接的に評

価することができる。

本論文で用いる評価関数分布のテイル分布推

定を行う方法は，いわゆる，モンテカルロシミュ

レーションにおけるデルタ法である。評価関数

分布のテイル部分の推定は，例えば，時間の経

過とともに資産や投資における最大損失がどの

程度になるかを予測することがあり，以下では

分かりやすくするため資産変化を事例として説

明する。

時刻 tにおける i番目の変動要因を X(t),

i=l, 2, .. ,Nとし，これらの変動要因で記述さ

れる時刻での評価関数である資産を V(X(t),

t), X(t)=[X1(t), Xi(t），…，XN(t）］ とする。時

刻が L1tだけ進んだ場合の資産変化を

L= V(X(t), t)-V(X(t+L1t), t+L1t）とする

と，変動要因の 2次微分まで考慮した場合には，

次のように記述される。

L＝α。＋αrL1x + L1Xr AL1X, 

L1X=[X(t十L1t)-X(t)Y (24) 

ただし，スカラー αo，ベクトル G，行列Aは変

動要因に関する変微分で記述される量であり，

次のようになる。

）
 

O
J
B
υ
 

。，白（
 



- 52 経済論究 第 125 号

αo＝－θ1ilt, a=[ -oi, 02, ., ON],A＝ーをI'（お）

θ＝av/at，ふ＝a v;ax, rij= a2 v;axaxj。。
資産が変動要因の式で得られている場合に

は，式（24)に含まれる αo,a, A は単純な代入によ

り定数として計算できる。しかし， V(X(t),t) 

について解析解が得られない場合には，数値計

算により偏微分値の推定値を求め，これらを

ao, a, A とする。

所有する資産の損失を評価する方法として，

一般的に用いられるデルタ法とよばれるもので

は， ilXを平均がゼロで共分散がZである正規

乱数を用いて生成することで近似する。

ilX = CD, (;(;Tニ .S (27) 

ここで， Dは独立した正規乱数であり， Cは変

動要因の変化分の共分散行列Zをコレスキー

分解した行列である。この分解により，相関の

ある乱数ilXは無相関の乱数Dで生成でき

る。

更に，正規直交行列 Uを導入して， C=

CTU, uru=I, ccr=cuurc;r二 Zとしてお

くと，式（24）に含まれる第2項，第3項の和の部

分は，次のように簡単化できる。

N 

Q=brz十zrAz＝~（bZi十んZl) (28) 

bT＝αre, A=CTAC=diag[111, .. , AN］，ん注ん＋l

(29) 

ここで， Zは標準正規分布のベクトルであり，

ilX=CZとなる。

このような確率分布の端の部分を推定するこ

とは全体のサンプル数から極めて少ない数を用

いることになり効率が良くない。そこでImpor開

tance Samplingによるテイル部分評価が用い

られる。本論文の目的は，資産などの評価関数

について時刻がilt経過した場合の損失 Lが極

めて大きくなる分布確率，すなわち，大きな L,

xに対して P(L>x）をシミュレーションによ

り推定することである。これにより推定される

Zの値は，資産の予測される最大損失を推定す

るという意味で， Valueat Risk (V aR）とよば

れる。実際には，ある損失の分布確率（ 5 %, 

1%など）をあらかじめ設定しておいて，

P(L>x)=0.05あるいは P(L>x)=0.01とな

るような値zを推定することが行われる。

モンテカルロシミュレーションにより zを

推定する場合には，通常の設定では極めて大き

なLが発生する確率が極めて小さくなるので，

シミュレーションは効率的ではない。そこで，

IS手法により，大きな zをとる確率が相対的に

大きくなるような工夫を行う。具体的には， ao

+Qの平均がzとなるようにすることである。

なお，このIS手法についての詳細は，文献

口9］に示しているので，ここでは省略する。

5.2 Case 1 のVaR評価への応用

以下では，これまで述べた発電事業における

利益の計算と，この評価関数のテイル部分の推

定を行ってみる。最初に， Case1におけるシ

ミュレーションの結果を示す。 Case1において

は，変動要因は， P,W, fの3つの要因である，

w, fは，水位 hを導入することにより， 1つ

の変数にまとめて簡単化している。従って， P,

hの2つが変動要因となる。

第 4節で述べたモデ、ルに対して，次のような

関数を与えた場合のシミュレーション結果を示

す。

dP=0.4(15sin(2πt 15.4π）／24)+27-P)dt 

十0.2Pdx十U1-P)dq1十（]z-P)dq2 。。
Ji～N(700, 100), ]z～N(lOO, 100) (3n 

dq1, dq2は，それぞれ，次の確率ttup(P)dt,

ttdo仰 （P)dtで1になる。
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r O.OOOlP: P玉100:
んρ（P)=~’ F 

l. 0.01 ; P > 100 ; 

r 0.85: Pミ100:
んo仰（P)=↑ ’ J 

¥ 0; pく100・

図3にはこのような生成された価格時系列の

例を示す。このほかの関数については，以下の

ように与えられる。

W =20000(h-100) (34) 

r 0.0098hcr;(c, h); c三二Cmax,lOO<h豆150;
H(h, c)= i . 

¥. -15; C二 cヘ100くh壬150;

。5)
ヮ（h,c）ニー0.85(0.0098hc/60-1)2+0.85 (36) 

これらを代入して偏微分方程式を整理すると次

のようになる。

れ＋すσlVPP十μ1Vp-36肋 Vh/2川一（ρ

十11up＋んown)V十H(c,h)P＋んρL十11do仰 I2=0

。。

Ik= J_00 00 V(Jk, h，仇（P)d]k

ただし，関数九（P）は，それぞれ， N(700,100), 

N(lOO, 10）に対応する変数Pについての正規

確率密度関数である。この積分は，台形則によ

り簡易計算される。

この偏微分方程式を解きながら，利益の評価

関数を求めていく。具体的にはVaR評価手法に

基づいて最大損失の発生する確率が，それぞれ，

5出， Mとなるところの数値を推定する。
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IS手法によるサンプルの有効活用に加えて

本論文では層化サンプリング（stratified ran-

dom sampling）を併用することにより，更に効

率を高めている。この方法を用いることにより

同じサンプル数ならば，単純無作為抽出法より

も標本誤差を小さくするできる。母集団を層

(stratum）の中では均質で層と層の聞は異質

になるように分けておいて，各層から無作為に

系統抽出を行う。

層化を行うための確率変数 Yがj番目の層

をRj，この層に入る確率をあ，j=l,2，…，hと

し，この層jから的個のサンプルを選択する場

合 （nj＝ρ＇in，例まサンプルの総数）には，層化

サンプリングによる注目する確率変数 Sの期

待値は E[S］＝呂f=1E[SI YERjあニ記j=ls♂J 

となり，この分散は層化を実施しない場合より

は低下する。ただし， sjはj番目の層から得ら

れる期待値であり，このSについての分散は，

Pニ記pfo}/njとなる。ただし， o;/nj=var[SIYERJ 

はj番目の層における変数 Sの分散である。

偏微分方程式を解きながら， VaRの推定を行

う。表4には， 1見および、5児のパーセンタイル点、

におけるVaRの評価値を示している。ただし，

評価値として用いられている分散比（Variance

Ratios）を改善の割合として示している。すな

わち， ISを用いないでそのままVaRを計算した

場合の分散と， ISを適用して計算した場合の比

を求めている。なお，表4には，層化サンプリ

ングの方法（ISS）に関してこの例では， 40分割
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図3 パルス状の価格変動の例
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表 4 分散比によるVaR推定値の比較（Case1) 

改善最小 P(L>x) IS ISS 

5% 1.38 9.69 

1% 6.52 8.27 

改善最大 P(L>x) IS ISS 

5% 18.21 33.47 

1% 29.30 41.83 

改善の平均 P(L>x) IS ISS 

5% 3. 71 11. 78 

1% 7.93 15.25 

×3000回二120000回のサンプルを用いている。

表5では，このような分散比で示したVaR推

定の改善率が最大となるケース，最小となる

ケース，およびこれらの平均を示している。こ

の例より分かるように， IS手法によるVaR評価

の方法は極めて有効であることが示されてい

る。

5.3 Case 2のVaR評価への応用

次に，応用例として， Case2についての利益

の分布関数推定へ，本論文の手法を適用する。

Case 2においては，変動要因は， P,fの2つで

ある。シミュレーションのための条件は，前節

と同じとする。

結果については，簡潔に表5にまとめている。

前節と同様に，分散比を改善の割合として示し

ている。表5では，このような分散比で示した

VaR推定の改善率が最大となるケース，最小と

なるケース，および，これらの平均を示してい

る。この例より分かるように， Case1の場合と

同様にIS手法によるVaR評価の方法は，推定の

誤差を小さくする方法として，極めて有効であ

ることが示されている。

表 5 分散比によるVaR推定値の比較（Case2) 

改善最小 P(L>x) IS ISS 

5% 2.43 6.15 

1% 5.94 7.32 

改善最大 P(L>x) IS ISS 

5% 11.37 28.21 

1% 19.23 32.74 

改善の平均 P(L>x) IS ISS 

5% 6.90 17 .18 

1% 12.59 20.03 

6 むすび

本論文では，ジャンプ過程を含む変動要因で

記述される投資・事業モデルのリアルオプショ

ン手法による評価と，その応用について述べた。

最初に示す手法において，確率変動のモデル化

において，通常のブラウン運動と同時に，スパ

イク状の変動を含むジャンプ過程を含むモデル

を導入し動的計画法によりリスクプレミアムを

予測した。次に，より正確な投資・事業のモデ

ルを微分方程式により記述し，これを解析する

方法を示した。応用例として，発電事業に代表

される資本や費用の投入による事業で利益を最

大化する問題をとりあげ，条件により 2つのタ

イプについて論じた。

今後，本論文の手法を製造業における現実の

変動要因分析とリスク評価へと適用し検証する

予定である。
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付録有限差分法による偏微分方程式の解法の概要

分かりやすくするため， V(X,t）の変数は時刻 tと，

Iつの変動要因 X(t)=Xi(t）だけであるケースを議論

する。まず，時刻 tと変動要因 X(t）は離散的な値をとる

と仮定し，次のように，それぞれの変数についての変分

LlX, Lltに整数をかけたものであると仮定する。

X=iLlX, t=jLlt (AI) 

この置き換えにより，評価関数 V(X, t）は2つのイン

デックスにより表現される。インデックスを， 2次元平

面上の格子点とみなす。

このような準備のもとで，微分および偏微分を，次の

ように離散近似する。

。V(i,j)/at=[ V(i十1,j)-V(i, j)]/Llt (A2) 

av(i, j)/8X1 =[ V(i, j + I) V(i, j I)]/2L1X (A3) 

82 V(i, j)/8Xi2 

=[V(i, j+l) 2V(i, j)+V(i, j-I)]/(L1X)2 (A4) 

領域の境界における処理は，次のようにする。

av(i, 0)/aX=[ V(i, 2)+4 V(i, I)-3V(i, 0)]/2L1X 

(A5) 

82 V(i, 0)/8Xi2=[ V(i, 2)-2 V(i, I)+ V(i, O)]/(L1X)2 

(A6) 

av(i, n)/ax 

=[3 V(i，η）－4 V(i, n-I)+ V(i，η－2)]/2L1X 

(A7) 
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。2V(i, n)/aX/ 
=[ V(i, n) 2 V(i, n-I)+ V(i, n-2)]/(LIX)2 

(AS) 

以上のような有限変動への離散化により，式は未知数

を V(i,0）～V(i, n），既知数を V(i+I,0）～V(i+I, 

n）とする連立方程式になる。このようにして得られる連

立方程式の解すなわち 2次元平面上の格子点における

評価関数の値を用いて，再度，偏微分を数値計算する。

数値計算により，これらの変動要因についての数値偏微

分を求める。すなわち，ある変動要因がある場合，この

値を初期値 αに設定した場合の解の計算を行う。次に，

この変動要因を dα だけ増加した場合の解の値を数値計

算により求め，これらの数値変分の比により偏微分を推

定する。




