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Importance Sampling手法によるVaR評価モデフレとリスク分析への応用

局 木 昇

1 まえがき

近年，資産のリスク評価尺度としてVaR (Value at Risk）が用いられ，すでに，いくつかの解析ソ

フトウェアが公開されている。本論文では，評価におけるシミュレーション法の計算時間を短縮する

ものとして注目されているIS(Importance Sampling）を議論し，具体的に日本の金融市場において

適用する場合の現状と課題について述べる。

VaRの評価方法として，大きく分類して解析的な方法を基本とするデルタ法とシミュレーション法

とがある。デルタ法はリスク評価の式に直接理論値を代入して計算する方法であり，分かりやすいが，

正規分布を仮定するなどの強い制限がある。これに対してシミュレーション法は，分布を特に仮定し

ないでシミュレーションによるリスクファクターの評価を行うので，種々の環境のもとでの計算が可

能となる。しかし，乱数をもとにしたシミュレーションを基本としているため，所定の精度の推定値

を得るまでの計算時聞が増大する危険性がある。

VaRは，もともと，まれにしか発生しないリスク発生の現象の確率を評価するものであり，シミュ

レーション法では，このリスクの範囲に入らない部分も含めて評価するため，サンプルの大部分が推

定値の計算には直接寄与しないことになる。このような現象が多くのシミュレーション技法に共通す

る問題であり，従来より， ISによる解決がなされている。

ISは，簡単に言えば，生成する確率変数を変換によりシフトすることにより，多くのサンプルがリ

スク分析の対象領域に入るように工夫するものであり，これにより計算時間を大幅に短縮することが

できる。

しかし，これまでISを用いた計算時間短縮の簡単な例題は示されているが，実際の金融市場のデー

タを解析した例，あるいは，その推定値の精度が，どの程度金融機関で重視されているかについて述

べたものはない。本論文では， ISを実際に適用する場合の基本式を示すと同時に，日本の金融市場か

らのデータ入手と，その活用について議論する。

以下， 2.ではVaRの概要について， 3.ではその具体的な評価方法3つについて解説する。それら

の評価方法の中でも計算機によるVaR評価の代表例で、あるモンテカルロ・シミュレーション法をより

高速かつ精密に行うために使用するImportanceSampling法の概要を 4.で，そのアルゴリズムを 5.

で述べ， 6 .でImportanceSampling 法の効果を示す。
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2 VaRの基本

2.1 VaRの導入

金融機関が所有する資産の現時点での最大の損失額を知ることは，リスクを回避する上で重要なこ

とである。以下でとりあげるVaRはこのような目的のために開発された指標であり，米国のモルガン

銀行が導入したのが最初であるとされている。米国の金融機関はもちろん，国際的な決済機関である

BIS（国際決済銀行）も，このようなモデル分析を用いることを進めており，日本の銀行でもVaRによ

るリスク評価を導入する機運にある。

VaRは基本的には統計理論で言うところの端の部分の分布（tail distribution）を評価するものであ

り，理論的には明快である。しかし，多くの投資決定で共通する問題として，その基礎となるデータ

をどのように収集するか，どの時期のデータを用いるか，安定した回答を得るには用いるデータはど

の程度必要で、あるかについて現在でも検討が進められている。

金融機関の保有するポートフォリオの現在の価値（金額の総額）をVとした場合に，将来のある時

点、Tで， Vの変動額L1Vが，ある水準一X （マイナスの損失）を下回る場合の確率が αで発生すると

き，この水準（金額） X を，ポートブォリオの水準 100(1－α）%の期間TにおけるVaRとよぶ。

例としては， Tを10( 2週間）として， αは0.01にとられる。また，金融機関の内部判断の資料とし

て， Tを1あるいは 5日にとり， αの値を0.05にすることもある。このようにVaRはポートブォリオの

変動額を基準として計算されるが，実際に用いる場合には，ポートブォリオにより得られる収益を期

間Tについて求めることが行われる。

いま，収益率を単利と考えると，期間の利益率Rは

R=L1 V/V (1) 

である。一方，複利で計算すると

R=log(V十L1V/V),L1V= V(exp(R)-1) (2) 

となる。ポートフォリオの収益率の確率分布が分かつていると仮定し，この分布に当てはめた場合の

収益率の 100(1－α）%水準のVaRの値をねとする。

P(R豆－ra）＝α (3) 

これを用いると，簡単な変換により，次に示す関係式を得る。

VαR=V(l-e“） (4) 

従って，ポートフォリオのVaRを計算する問題は，このポートフォリオを構成する資産の収益率の

VaRを求める問題と同じとなる。

いま，確率分布を正規分布と仮定した場合には，その性質よりVaRを式を用いて計算することがで

きる。すなわち，正規分布の平均を μ，標準偏差を σとすると， 100(1－α）水準のVaRは次のようにな

る。

ra=zσ－μ (5) 

ただし， zは平均がゼロ，分散が 1である正規分布（標準正規分布）において確率が 1－αとなる点（確
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率変数の値）である。この計算式を用いるとVaRの計算は簡単化できる。特に， Tが小さい場合には

μ=0が仮定されるので， σだげを推定すればよい。

2.2 リスク・ファクターの表現

VaRを評価する場合，基本的には資産構成を決定する要因が時間的に変化することでポートフォリ

オが変動し，この総合的な指標であるVaRが要因の変化に影響されて，どのように変化するかを推定

する方法がある。このように，ポートフォリオに影響を及ぽす要因をリスク・ファクター（riskfactor) 

とよんでいる。このリスク・ファクターには金利変動や為替レートなどの指標などのほかに，株式オ

プション・プレミアムの評価に出てきたような株価変動の標準偏差（ボラティリティ）など時系列か

ら計算されるものもある。

リスク・ファクターの影響を推定する場合には，これらを変数（時系列）とみなした場合に計算さ

れる共分散（covariance）を計算する必要がある。これを簡単に説明する。

いま，リスク・ファクターをあi(j = 1, 2, ... , n）としておき，ポートフォリオの収益率Rがこれら

の総合的な値として求められると仮定しておく。

Rニ 記wjX (6) 

ただし， Wjはリスク・ファクター xjにかかる重みである。ここで，リスク・ファクターの分布も正

規分布に従うと仮定すると，収益率の平均値 μRは，それぞれのリスク・ファクターの平均約を重み

卸jで総合したもので与えられる。同時に，ポートフォリオ収益率の標準偏差のは，次のように，リス

ク・ファクターの共分散 C(X;,XJを用いて計算される。

σn＝忍呂wjC(X;,XJ (7) 

C(X, X)=E(X, X)-E(X)E(XJ (8) 

従って，ポートフォリオおよびリスク・ファクターの両方の確率分布を正規分布を仮定し，リスク・

ファクターの共分散が計算可能であると仮定すると， VaRは比較的簡単な計算により求められる。

3 VaR評価法の概要

3.1 デルタ法（分散・共分散法）

以下では，具体的にVaRを計算する方法について述べる。これらの方法は，大きく分けて 3つの方

法に分類される。その 1つはデルタ法とよばれる方法であり，前の節で述べたようなリスク・ファク

ターの共分散を計算することにより推定する方法である。

第 2番目はモンテカルロ・シミュレーション法とよばれるものであり，リスク・ファクターが乱数

に従って変化すると仮定し，この場合のVaRを推定するものである。

第 3番目はヒストリカル・シミュレーション法とよばれるものであり，過去に観測したリスク・ブア

クターのデータを用いて，将来おこるであろうポートフォリオの変動を推定する方法である。

一般的には，デルタ法は理論的で計算時間も少なくて済む反面，実際のデータとの整合性が問題と

され， 2つのシミュレーション法では，実際のデータに近い動きを再現できる可能性がたかまるが，
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計算時聞が長くなる欠点がある。

デルタ法については，そのソフトウェアが米国のJPモルガン銀行よりインターネットで公開されて

いる（RiskMetricsという名前のパッケージ・ソフトウェア）。

以下では，最初にデルタ法について述べる。最初に，話を簡単にするために資産は 1つであると仮

定し，この大きさをzとし，この資産保有から得られる利益を p(x）とする。現在の時刻 tから，ある

期間 Lltが経過したあとの資産の変化分を Llxとする。この時，時刻 t十Lltにおける利益は次のように

推定される。

p(x十Llx)=p(x）十p'(x)Llx＋ε（Llx) (9) 

これは，変数Xの現在値の近傍でのテーラー展開であり， p'(x）＝めい）／ax，ε（Llx）はLlxと比較して

無視できるほどに小さい項目をまとめたものである。

時刻 tから t十Lltまでの収益率を γ とすると，複利計算のもとでは

Llx/x=exp（γ） (10) 

となる。あるいは

Llx=x(exp（γ）－1) 

これを近似すると， x=xrとなるので，式の関係式より，次が得られる。

Llp(x) = p(x + Llx )-p(x) = p'(x )xr (12) 

ここで， rが平均ゼロ，分散 σ2の正規分布に従うと仮定すると， Llp(x）も正規分布に従うので， Llp(x)

の標準偏差は次で計算できる。

var(Llp(x) = vαγ（p'(x))xr= p'(x)xr (13) 

従って，正規分布の確率点が求まれば， VaRを推定することができるo例えば， α＝0.01と仮定すると，

VaR=p'(x)xγ2.33 (14) 

・机

U，’E且，，，．‘、

一般には次の式となる。

VaR=p'(x)xrz (15) 

ここで， zは標準正規分布において，確率が 1－αとなる確率変数の点（確率点）である。

次に，リスク・ファクターが複数になり，これらがあ(i= 1, 2, ... n）として与えられる場合を考察

する。ポートフォリオの現在価値Vは，これらのリスク・ブアクターの関数 V(xi, X2, , , . , Xn）とな

る。いま，リスク・ファクターが変化した場合のポートフォリオ価値Vの変化分を LlVとすると

L1 V ＝玄aV/axiLlXi十ε（Llxi,Llx ... , Llxn) (16) 

となる。ここで， e(Llxi,Llxi, ... , Llxn）はLlxiなどの微小分よりも小さく無視できる項目を表す。リ

スク・ブアクターが 1つの場合と同様な議論により，次の関係式が得られる。

L1 V = ~EiXXiYi 

Ei=aV/ax 

。7)
ω 

ただし， nはリスク・ファクターに相当する資産を期間内保有した場合の利益率である。以下では，

η は正規分布に従うと仮定しているので，左辺の LlVも正規分布に従う。これにより，次に示す式に

より LlVの分散が計算できる。

varLl V = ~x; Eivar（η） + 2記XjXkEjEkC(Yj，九） 。。
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ここまでの関係式を用いて，最終的にリスク・ファクターが複数の場合の計算式として，次が得られ

る。

VaR=varLJi匂

ただし， zは標準正規分布において確率が 1－αとなる確率点である。

なお，分散・共分散行列Sは変数ぁの相関行列と次のような関係がある。

S= 

これを式に代入すると，次の関係式が求められる。

VαR2=YRY 

Y=(y1，グ2,••• , Yn) 

y正二X;E;CJ;Z

。。

(2U 

(22) 

(23) 

(24) 

定義より， y；はリスク・ブアクターめが単独に存在する場合のVaRである。この両辺の絶対値をとる

と，次の不等式が得られる。

r＝γ ）
 

F
」
1υ

nv
，u
 

（
 

これにより，ポートフォリオ全体のVaRは，個別のリスク・ブアクターが存在する場合のVaRの合計

よりも小さくなることが示される。

3.2 モンテカルロ・シミュレーション法

変数の性質を用いて分析を進める場合など，理論的な関係式が得られない場合，あるいは理論式の

信頼性が低い場合には，あたかの事象が発生したかのような状況をコンビュータで模擬し，これによ

り結論を得る方法，いわゆるシミュレーション法がある。シミュレーションでは，一般に乱数を用い

ることから，モンテカルロ・シミュレーション法，あるいは単にモンテカルロ法とよんで、いる。

ここで，デルタ法によりVaRを推定する場合の問題を整理すると，次のようなことを仮定している

ことにある。

(1) リスク・ブアクターが正規分布に従う。

(2) デルタ（偏微分値）が固定されている。

(3) ポートブォリオの価値の変動分も正規分布に従う。

これらの仮定をおいているため，計算は比較的簡単に行うことができるが，実際のデータを検証し

た場合に，これらの仮定が成立しないことが分かると，推定結果は疑わしいものとなる。

モンテカルロ法では，これらの仮定を前提としないで，実際に観測されたデータに従ってシミュレー

ションを行うので， 結果の信頼性は増す。しかし，繰り返し計算することにより結果を求めているの

で，この計算時聞が増加すること，あるいはどの程度計算を繰り返せばよいかを判断する必要がある

などの問題は残る。

モンテカルロ法の基本は，リスク・ブアクターがあらかじめ設定された経路に従って変化する場合

に，乱数によりこの経路を発生させておいて，オートフォリオの変動分を求めていくことにある。こ

のようなリスク・ファクターの変動の経路を設定することを，シナリオを生成するとよんで、いる。

いま，話を簡単にするため，リスク・ファクターを 1っと仮定し，これを時間に依存する変数x(t)
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で表す。現在の時刻を Oとして， Lltだけ後のポートフォリオの変動分を考察する。 x(t）に代表される

資産の利率を γとしておき，この γは確率変数であると仮定する。このとき，次の関係式を得る。

x(Llt)=x(O)exp（γ） (26) 

確率変数 γについて，年間の変動の標準偏差が計算されており， σで与えられていると仮定する。この

とき，短い時間 Lltにおける確率変数は，平均ゼロ，標準偏差 aLltの正規分布に従うことが示されるの

で，

x(Llt)=x(O)exp（σ0t.ε） 

により計算することができる。なお， εは標準正規分布をもっ正規乱数である。

次に，リスク・ブアクターが複数個である場合について考察するo リスク・ファクターをあ（i=l,

2, ... , n）とするo 1個の場合と同様に，次のように式で記述することができる。

ぉ（Llt)=xi(O)exp（σiLlt.凸） (27) 

ここで，仇はリスク・ファクターあの年間の変動の標準偏差であり，むはリスク・ファクターめに

対応して生成する標準正規乱数である。

なお，これまでの議論では，リスク・ファクターには相互に相関はないと仮定したが，一般には金

利と為替レートなどの間のように相関が存在すると考えられる。相関が存在する場合には，式に代入

する正規乱数を独立のまま（独立同時分布）で使用すると正しい結果を与えない。従って，相互に相

関を有する正規乱数を生成する必要がある。これには，次に示すような行列の変換を用いて，乱数の

変換を行う。

いま， n個の正規乱数を ci(i=l,2, ... , n）とする。これに対して，お互いに独立である標準正規

乱数を €i(i=l, 2, ... , n）とする。また，正規乱数の相関行列と R＝（ρJとする。

ここで，相関行列Rは次のような行列Aの積として分解できることが示されている。これを，コレ

スキー分解（Cholesky decomposition）という。

C=AAr, A=[ai:i-] (28) 

このような分解によって得られた行列Aを用いて，標準正規乱数を次のように変換する。

（εI，ε2, ...， εnY =A(€1, €2, ...，ι） (29) 

この結果得られる乱数は，相関行列Rをもっ正規乱数であることが証明できる。

このような準備のもとで，次にリスク・ファクターが変化した場合のポートブォリオ価値Vの変動

を求める。例えば，式に示す正規乱数をm組発生させておくと，このm組のそれぞれが， 1つのリス

ク・ブアクターの変化の方向を示すので，このそれぞれに対してポートブオリオの変化分L1Vi(i=l, 

2, ... , m）が計算される。この変化分LlViをもとにしてポートブォリオのVaRを推定することができ

る。

このように計算手順としては明快であるが，しかし，リスク・ブアクターを変更することにより資

産の評価について，再度，計算式を用いて求める必要があるケースも少なくない。ポートブォリオの

変化分LlViを小さい順に並べる。この中の t番目に小さいものを Vii)で表す。

L1 V(l) 豆LlVi2> lep ...三二L1Vim> (30) 

このとき， (i）番目の Vii)は， VaRの100×／m+lパーセント点になっていることが示される。従って，
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例えば， 10000回のシミュレーションを実施して， VaRの99%点を推定するには， 100番目の価値変動

額である L}Vc100）がこの値を与える。

3.3 ヒストリカル・シミュレーション法

モンテカルロ・シミュレーション法は，デ、ルタ法が前提としていたデルタの不変性やリスク・ブア

クター変動の正規性を解決することができたが，しかし，リスク・ファクターが特定の確率過程（正

規乱数から生成される乱数）を用いているため，もし，正規分布の仮定が満足されないケースなどが

発生すると， VaRの推定に誤差が生じる。

このような仮定を克服する方法として，過去に観測されたリスク・ブアクターをそのまま用いる方

法でシミュレーションを行う方法が，ここに示すヒストリカル・シミュレーションである。

過去にNとおり （N組）のリスク・ファクターの組み合わせが発生していると仮定し，これを丸で

表す。

R;-( u> u> <O) i - 〔r1 , r2 , ... , n ) (3U 

すなわち， Nとおりのシナリオが発生可能であると仮定する。このシナリオから任意に 1つのシナリ

オを選択して，これをもとにポートフォリオの変動分を推定する計算を繰り返す。いま，例えば， j

番目のシナリオ（ηu>, r2u>, ...，行(j））を選択するo このときの i番目のリスク・ファクタ）めの変化

分は次のように計算される。

ilxi=xlO)exp（η（k)) (32) 

ただし， iltは収益率の計算間隔であり， ilSは保有期間である。このリスク・ファクターの変動に応

じたポートフォリオ変動を計算し，これを，合計でm回繰り返す（これを，モンテカルロ法の場合と

同様に， DellaVi,il予告，...' il九zで表す。これから後のVaR推定の方法は，モンテカルロ法の場合と

同様に行う。

4 Importance SamplingによるVar計算の高速化

4.1 ISの基礎

シミュレーション法における計算時間の短縮と，精度の向上をはかるためISを用いる。

ISは，従来より，通信トラヒックを処理する交換機の設計などに用いられている。トラヒックの中

で，実際にサービスを受けられない部分が全体のどれくらいになるかを推定する方法である。いわゆ

る，分布のすその部分を計測推定することが目的である。しかし，本来はまれにしか起こらない現象

であるので（例えば 1%），シミュレーション全体の99%は無駄になる。このため，シミュレーション

の多くの部分を計測に利用するが重視される。

その原理は，シミュレーションにおいて，まれにしか起こらない現象を，確率分布を変換すること

により頻繁に起こる現象へと変換することにある。これにより計算時間が大幅に短縮できると同時に，

計算の精度を向上させることができる。
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Delta-gamma approximation 

ポートブォリオに影響を与えるリスク要因を次のように仮定する。

S(t)=(S1(t), Si(t), ... , Sm(t)) 

リスク要因の変動によるポートフォリオの変化について， 2次微分までを考慮する方法である。

L＝α。＋αTilS + ilS T AilS 

α。＝一θ1ilt,a＝一δ，A二一0.5I'

θ＝－av/at，δi=av;asi 
rij= a v2 ;asiasj 

シミュレーション法では例えば次のように時刻における要因を計算する。

ilS=CX 

。3)

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

x:m 次元の標準正規乱数 しかしこのシミュレーションでは，通常のまれにしか起こらない現象

を全体の中で計測する必要がある。

このため， ISでは基本的に，次のような正規乱数の変換を行う。

CTAC= UAUT, UUT=J, A＝（ん，..'1mf 

G=CU 

。。
ω 

ilS=GZ (4D 

ここで， ZはN(O，σ）の正規分布に従う。これにより損失における L＝α。＋Qの値は大きくなり，

その起こる確率も増加する。すなわち， α。＋Qの平均は，ほぽzに近くなる。

ISによりえられる損失を評価する式は次のようになる。

P(L>x)=E[I(L>x)mr(Z)] 臼D

mr(Z)=exp(-o.szrz)/(IBl-0・5exp( -0ぷZ-μ)7B-1(Z-μ)) 白部

乱数をXからZへと変換する方法にはいくつかあるが， Glassermanでは次に示すようなexponentila

twisting (Bucklew 1990, Heidelberger 1995）を用いている。ここで， Oはtwistingparameterと呼

ばれる。

ziの分散と平均は次のようになる。

σ；（8)=1/(1-28.ん）

μl 8) = 8bi<J;( 8) 

ここで， θは次の方程式を数値計算的に解いた解である。

φ＇（8x)=x-ao 

φ（θ）－ 忍0.5［（θbi)2/(1-28'1;)-log(l 2 8.ん）］

5 ISアルゴリズム

臼4
(45) 

側

仰）

以上をアルゴリズムとしてまとめると次のようになる。なお以下のアルゴリズムでは一般に推定値

の分散を軽減する方法として有効であるとされる，層化サンプル法（stratifiedsampling）を同時に組

み込んでいる。
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(step 1) 

L＝α。ーャa'L1S十LJSTALJS

式に従って損失を仮定する。

Q=brz+zrAz 

と表現する

Z->N(O, I) 

crc=.E 
CTAC=UAUT 

を解く

G=CU, bT＝αre 

と表現するo

(step 2) 

φ＇（Bx)=x－α。
といった行列方程式の解とする。

これを用いて正規乱数の分散と平均を求める。

σlB)=l/(1-28.ん）

μ;( 8) = 8bi6l（θ） 
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白砂

仰）

(50) 

(5U 

(52) 

、‘，，，，
ndEυ 

「、
d

’’’B
‘、

(54) 

(55) 

(step 3）層化サンプル法を適用することを前提とする。層化された正規乱数を zuとしておく。役割

は基本的にZと同じである。

この zijを用いて，次のように変動要因の変化分を計算する。

LJSij=czu 

この変化分を用いて，次の確率を計算する。

P1s＝もむ〔Lu＞伽討

6 VaR計算の応用例

(56) 

、
．．
． 
，，
 

門
，

t
p
h
d
 

’’a
E
‘、

6.1 株式ポートフォリオ

株式からなるポートブォリオのVaRを計算する場合，リスク要因は個別銘柄の株価変動になる。

従って，これらをリスク要因と見なして，これまでの方法を適用してVaRを計算することができるが，

オートフォリオの含まれる株の数が多くなると計算が面倒である。そのため，いくつかの簡単化のた

めの方法が用いられる。

いま， i番目の個別銘柄の収益率を η とし，この銘柄への投資比率を的とすると，ポートフォリオ

の期待収益率は

γ＝呂wimUi

となる。一方，この期待収益の分散は次で与えられる。
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vaγ（μp）＝呂wiaH~忍wi卸jσu

ただし， σtはi番目の銘柄のボラティリティであり，第2番目の項は共分散を表している。ここで，

ベクトル表現を用いると

a~2=wSw 

なお，この計算式では，ベクトルωの成分はすべて正であるが，行列Zの成分は正であるとは限ら

ない。例えば，相関が 1である資産では，重により σ2はゼロになる。このように，実際に σ2を計算し

た場合に小さくなり過ぎる場合におこる現象をゼ、ロVaRとよぶ。このゼ、ロVaRが出現した場合には，

その前提条件を調査してみる必要がある。

次に， dの重み Wiについての偏微分を求めると

oaUowi=2wi+2呂WiO'ij=2Cov(Ri,wRi+ ~wjRjニ2Cov(Ri, RP)) 

これを，のについての相対感度として定義する。

。σp/1σpOWi=Cov(Ri, RP)/1σ3ニ /3i

個別銘柄のベータ値は，ポートブォリオの収益率の期待値と個別銘柄の収益率との関係を用いて，

次のように定義されている。

σ·~＝卸1(W10'~＋ 呂 Wiσjl）十 W1(W10'~＋豆Wiσjl)+... 

従って，

σ；＝w1Cov(Ri, Rp)+w2Cov(R2, RP)+ ... ＝σ記Wi/3i

すなわち，ポートフォリオの分散は，個別銘柄のベータ値の重みつきの和で計算される。

これより， 次の関係を求めることができる。

VaR= VaR（豆wi/3i)=VaR1 + Va乃＋．．．
計算式の上ではこのような共分散の計算でVaRを評価することができる。しかし，現実に銘柄の数が

多くなると指数関数的に計算時聞が増大するo これを回避するための計算の簡単化が行われている。

(1）対角モデル

このモデルでは，すべての資産（銘柄）の動きが市場の 1つのファクターに依存すると仮定するこ

とにある。式で示すと次のようになる。

Ri＝ぬ＋β正Rm＋εi

E(c:i)=O, E（εi)=O, E（εi, ci)=O, E(cD＝σ 

すなわち，資産 iのリターンはマーケットのリターン Rmにのみ依存する。誤差項に関しては，無相関

が仮定されている。

これらの関係式を用いると，資産 iの分散，資産人 jの共分散は次のようになる。

σ？＝β？σゑ＋σre,i)

σる＝βi/3jσゑ

行列計算でいうと，もともとの行列が対角化されたことに相当するので，行列計算における計算数を

大幅に減らすことができる。例えば， 100資産の場合，もともとの計算では5500の計算が必要であるが，

これが201まで減少する。

以上の簡単化の過程を適用すると， VaRの計算は次のようになる。
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VaR(Rp) = var(wTR)= wTl:w= w/3betaTwσm+wTDew 

更に，この計算式の第2項はポートフォリオの銘柄数が増加するとゼロに近づくので，無視できる可

能性がある。

6.2 債券のデュレーション

債券のデュレーションDは投資元本が回収できる期間を推定する指標として債券投資分析に利用さ

れる。数式で定義すると，次のようになる。

D=t呂 Ctf(I ＋〆）／~Ct!(I＋〆）
すなわち， Dはキャッシュ・フローの現在価値に期間をかけて，債券価格で全体を割ることにより計

算される。生命保険会社などでは，ポートフォリオのデ、ユレーションが負債のデュレーションと同じ

にしておくことにより，金利変動によりリスクが回避できることを利用している。

次に，デ、ユレーションと債券価格の変化との関係を求めてみる。市場価格Pの債券は，将来にわたっ

て得られるキャッシュ・フローの現在価値であることから

M
3
 

＋
 

唱

i，，，
I
 

C
 

T2M 
一一P

 
利回りが微小変化する場合の債券価格の変動は，この式を微分することにより，次のように得られる。

dP/dy=~(- t)Ctf(I + y)t十1

モコーレイ・デュレーションは投資の加重平均満期日として，次のように定義される。

D=P-1"'£,/Ctf(I + y)t 

従って，利回りの変動に対する債券価格の感度（sencitivity）は，次のように求められる。

p-1dP/dy= -D/(I + y) 

デュレーションは線形のエクスポージャー手法であり，証券ポートブォリオのデ、ユレーションは，単

に個別債券のデュレーション Diの加重平均となる。すなわち，ポートフォリオにおける i番目の債券

への投資比率をめ（i=I,2, ... , n）とすると，全体のポートフォリオのデュレーション DPは

n 

DPニ 呂XiDt

これらの関係を用いて，イールド・ボラティリティを価格ボラティリティに変換することができる。

式より

dP/P=-D*dy 

これより

σ（dP/P)=D＊σ（dy) 

このように，価格と利回りのボラティリティを相互に変換することができる。

次に，デ、ユレーションとVaRの間の直接的な関係式を求める。最大損失は，デュレーションとイー

ルドの上昇分をかけることにより得られる。例えば， 5年債券のデ、ユレーションが4.5年であると仮定

し， 5%の確率で1ヶ月間の利回りの最大の増加率が0.38%であるとすると，最大損失Lは

デュレーション×ポートフォリオ価値×最大利回り増加率
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で計算されるので，

L=4.5×1000000×0.38% =1.70000 

6.3 為替レート変動

製造業などの企業は，生産拠点や販売拠点を海外の複数箇所にもっているのが通例であり，これら

の国における通貨換算レート（為替レート）変動により収益に大きな影響が発生する。資産運用にお

けるリスク評価尺度であるVaRは，このような資産の変換に関するリスクを評価する場合に用いるこ

とができる。いま， n個の為替レート変動を仮定した場合，準備するものは， 1）為替レート変動の

分散 ai(i=l,2, .. , n), 2）為替レート変動の相関行列 R(n×n), 3）海外とのキャッシュ・フロー

の額ぉ（i=l,2, ... , n）の3つであるo

なお，為替レート変動を考慮したVaRの評価の場合には，相関のある為替レートの時系列の数は多

くはないので，株式ポートブォリオのVaR分析で用いたような共分散行列の簡単化の操作は特に必要

ない。

いま， i番目の為替レート変動に対応するリスクは

Vi＝αtσi 

であるo ここで，ぬは損失のレベルをあらかじめ決めている場合の確率点である。これを用いて，全

体のVaRを次のように計算することができる。

6.4 先渡と先物

VaR=VrR予とど

VaR=x( vrRV)x 

デリパティブの簡単な例として先渡と先物をとりあげる。これらは，将来の決まった期日に資産を

交換する契約である。先渡取引の価格五は，次の計算式で定義される。

K：契約時に設定された購入価格

St：ある証券のスポット価格

γ ：非危険資産の利子率

g：利回り

r：満期までの期間

ft= Ste-yt -Ke-rr 

先渡ポジションのリスクは，上に示す式を変動項目ごとに偏微分するとにより計算される。

di= a11asds 」γa11asds-1γa11asds

これに，関数の微分値を代入すると

df=e-yrds-1γKe-rτγdf-se-Yτd百
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6.5 スワップ

スワップ取引とは， 2者間で契約に従って将来のキャッシュ・フローを交換することであり，通過

スワップなどが用いられている。例えば，ある企業Aが日本円で100億円を10年間で調達したいと考え

ており，ある銀行Bが100万ドルを同じ期間に資金調達したいと考えていると仮定するoスポットレー

トは 1ドル100円とする。

資本調達する市場の違いにより，企業Aと銀行Bが円，ドルを調達するコストは同じではないと仮

定する（下に示すような関係にある）。 B銀行は 5%で円建て債券を発行し，その後， 5%の円金利と

引換えに 9%のドル金利を支払う 10年スワップ契約を結ぶ。これにより，ドル資金の調達コストは 9%

となり，直接にドル建てで調達する場合より安くなる。

通貨スワップで説明すると，銀行Bのスワップ価値とは，円建て債券からドル建て債券を引いたも

のであるので， Sを対円のドル価格として， PおよびP＊ をドル建て，円建ての債券価格とすると，

次の式で定義される。

V=SP本－P

スワップ取引のリスク分析は先渡取引のリスク分析に似ている。通貨スワップに影響する国際の満

期日までの利回りを人外貨建ての満期日までの利回りを〆， Sを対円ドル価格とすると，これらの

スワップの価値はこれらで表せるので，偏微分を利用して価値の微小変動の式を求める。

dV = a V/aSdS + a V/ardr + a V/ardr 

この式に，デュレーションの関係式を代入する。これより，次を得る。

dV=P本dS+ S( -D* P*)dr* + DPdr* 

6.6 オプション

株式オプションをポートフォリオに含んでいる場合に，リスク要因によりプレミアムがどのように

変動するかを計算する必要がある。オプション・プレミアムの評価式として，ブラック・ショールズ

モデルによる式を用いる。すでに述べたように，オプション・プレミアムの理論式に含まれる変動要

因は，原株の価格S，このボラティリティ σ，非危険資産の利子率九利回り gである。これらの変数

についてのプレミアムC （コールの場合）の偏微分を計算することにより変動分が計算できる。

dC=df/dSdS+0.2d2f/dS2+df/diσdσ＋ df/drdr + df/dydy + df/dtdt 

なお，プレミアムに最も影響するのは原株の価格Sであるので，ここではSの2次微分まで考慮して

いる。この評価式にブラック・ショールズモデルにより導出された理論式をあてはめると，次のよう

な関係式を得る。

dC=e yrN(-dl)dS+e-yr¢(d1)/(Sσr)+se-yrゆ（め）＋Ke一 作tauN(-dz)-Se一 作tauN(d1)+G

G= -0.5Se-yrゆ（d1)/r+ySe-yrN(d1)-rKe一 作N(d2)

ゆ（x)=s
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7 応用例

前節で述べた事例の内，先物，スワップ及びオプションについてImportanceSamplingを用いたモ

ンテカルロ・シミュレーション法と通常のモンテカルロ・シミュレーション法を適用し， VaR計算結

果の分散を比較することでImportanceSamplingの効果を確かめる。

7.1 オプション

シミュレーション期間

1年間のtradingdayを250日として，この間の10日間における損失を評価する。すなわち

L1t=0.04×year 

原資産

10個の原資産を仮定し，これらは無相関とする

時系列変化で価値変化を表現

instruments限月が3, 6の2つのcall,put A TM (At the Money) optionをそれぞれの資産に仮

定し，これをポートブォリオとする。

リスク要因

リスク要因の数を 5と仮定するo

s：原株の株価

σ：ボラティリティ，初期値は0.3

K：行使価格，初期値はS

r：限月，初期値は 6

f ：無リスク資産の利子率，初期値は0.05

具体的なリスク要因の時系列ではなく相関行列のみを仮定する。

1.0 0.1 0.2 0.1 0.0 

0.1 1.0 0.3 0.1 0.1 

0.2 0.3 1.0 0.4 0.2 

0.1 0.1 0.4 1.0 0.5 

0.0 0.1 0.2 0.5 1.0 

表には通常のシミュレーションとシミュレーションによる推定値の分散比較を行っている。

すなわち通常のシミュレーションの推定値の分散をシミュレーションにより求めた値の分散で割っ

た比率である。
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Table 1. オプションのVaR計算の比較

PL>x ISを用いた場合の分散／ISを用いない場合の分散

99% 

98% 

95% 

7.2 スワップ

リスクファクタを以下のように設定するo

s：元本，初期値は100

f ：円建て債の満期までの利回り，初期値は0.05

ゾ：外貨建て債の満期までの利回以初期値は0.03

t：満期，初期値は0.5

252 

163 

19.5 

Table 2. スワップのVaR計算の比較

PL>x ISを用いた場合の分散／ISを用いない場合の分散

99% 

98% 

95% 

7.3 先渡し

リスクファクタを以下のように設定する。

K ：契約時に設定された購入価格，初期値は100

Sr：ある証券のスポット価格，初期値は100

f ：非危険資産の利子率，初期値は0.05

γ ：利子率，初期値は0.05

t：満期，初期値は0.5

269 

169 

15.1 

Table 3. 先渡しのVaR計算の比較

PL>x ISを用いない場合の分散／ISを用いた場合の分散

99% 357 

98% 91 

95% 12.1 
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8 結論

これらの結果から， ImportanceSampling法を使用するとVaR計算結果の分散が改善されている。

すなわち，より少ないシミュレーション回数によってより高い精度のVaR計算結果が期待でき，通常

のモンテカルロ・シミュレーションに比較してより高速に高精度な結果をもたらすことが確認できた。
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