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内生的技術進歩と経済成長

大 隈 ’慎

1 はじめに

内生的成長理論は1980年代以降，マクロ経済学の中心的な課題のーっとなっている。内生的成長と

は，持続的成長径路の成長率がプラスになるような成長を指す。そのような成長の可能性が理論的に

示されたことによって，長期的な経済成長が実際に可能であることが示唆された。また，従来の新古

典派成長モデ、ルで外生的に捉えられてきた技術進歩率をモデルに内生化するという試みも行われた

が，そのような諸理論は内生的技術進歩論と呼ばれている。内生的技術進歩論には，現在，水平的モ

デル，垂直的モデル，および，それらを統合したハイブリッドモデルがある。水平的技術進歩モデル

はRomer(1990）によって確立され，垂直的技術進歩モデ、ルはAghionand Howitt (1992）によって

提唱された。前者における技術革新とは，企業が生産する財のバラエティ（種類）が増加することで

ある。このことから，バラエティ拡大モデルとも呼ばれている。一方後者は，財の品質が段階的に向

上することが技術革新となることから，クオリティ・ラダー・モデルとも呼ばれている。

内生的成長理論の論文においては，議論が持続的均衡状態のみに限定されることが多い。バラエティ

拡大モデルを扱った論文の多くに影響を与えたRomer(1990）のモデル（以下，その拡張モデルも含

めローマー・モデルと呼ぶ）も，移行動学が示されていないという点ではその例外ではない。 Arnold

(2000）は，このローマー・モデルの移行動学に関して詳細な分析を試みている。そこでは， Benhabib

and Perli (1994）とほとんど同様の手法が用いられているにもかかわらず，彼らが帰結したような非

決定性は生じない。なぜなら，持続状態に向かう均衡径路がサドルパス（持続状態に収束する唯一の

径路であると結論づけられているからである。

本稿では，次のようにローマー・モデルを拡張する。 Romer(1990）では，知識に対する生産関数

は規模に関して収穫一定性しかもちえないと想定されていた。それに対し本稿では，知識の生産関数

がパラメータの値によって，規模に関して収穫一定にも収穫逓減にもなりうるように設定される。本

稿の主な目的は，知識の生産が収穫一定である場合には，ローマー・モデルと同様に内生的成長は可

能であるが，収穫逓減性をもっ場合にはそうではないことを示すことにある。

本稿の構成は以下の通りである。まず，第2節で本稿のモデルを概説し，第3節では，その持続的

均衡状態に限定した分析を行う。そして第4節では，持続的均衡に向かう成長径路の局所的な安定性

を検討する。最後に，第5節では本稿の帰結を述べることとする。
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2 モデルの設定

本節では，以降の分析で用いられるモデルの設定を概説する。ここで想定している経済は，研究部

門，生産部門，家計の 3部門から成る閉鎖経済である。また，この経済には均質な個人の集団が居住

し，人口は成長しないものとする。各部門の活動は以下のように要約される。

2.1 研究部門

研究 （R&D）部門はデザインを産出（発明）する。デザインの生産には知識の指標，あるいは既

存のデザインの総数とみなすことのできるAと人的資本量LAが用いられる。ただし，知識またはデザ

インは非競合財かっ非排除財であるが，人的資本は競合財である。研究部門の生産関数は以下のよう

に表される 1）。

A(t）＝すLA(似 (2 .1) 

ここで， aは生産性パラメータの逆数（α＞0）， θは知識の生産にAが貢献するシェアを表し， Oくθ豆1

の範囲にあるものとする。また， Aは時間 tに関して区分的に連続微分可能な連続関数と仮定する。

デザインには発明された順にインデックス j(0くjく∞）が付されており，便宜上，整数制約を排除して

jは実数とする。

(2 .1）は θの値によって，規模に関する収穫一定あるいは収穫逓減のどちらにもなりうる。つまり，

OくOく1である場合は収穫逓減性をもち，。＝lの場合は収穫一定性をもつo 収穫一定性の仮定は，

Romer (1990）以降のバラエティ拡大モデ、ルにおいて標準的に採用されている九一方収穫逓減性は，

例えば，初期のより基本的な発見に比べて後に起こるその応用的な革新の知的貢献がそれほど重要で

ない場合等では妥当性をもつだろう九

2.2 生産部門

生産部門には中間財企業と最終財企業が存在する。 R&D部門で第j番目に発明されたデザインか

ら減耗しない生産者耐久財を生産する中間財企業を第j企業と呼ぶことにし，その生産量をおと表

す。また，生産者耐久財の生産にはデザインの他， 1単位の最終財が必要であるとする。第j番目に

発明されたデザインから生産される耐久財については，発明者自身が独占的に生産を行うか，または

発明者に特許使用料を支払った第j企業が独占的に生産を行う。

最終財部門が生産する最終財の産出量はYで表される。最終財の生産には，人的資本量 Lyと全ての

中間財企業の産出｛xj｝ユ1が用いられる4）。ただし，生産者耐久財は購入するのではなく，レンタル価格

1）本稿では，時間に関する微分は変数にドットを冠することによって表す。

2）ローマー・モデルでの， R&D部門における生産関数は以下の通りである。

A(t)=1L(t) 

したがつて，。＝1の場合はローマー・モデルのケースと完全に一致する。
3）非線型の知識資本の蓄積については， Grossmanand Helpman (1991）を参照。
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p(j）で第j企業から賃借するものとする。最終財企業の生産関数は以下の通りである。

/"oo l"A 

Y(t)=Ly(t)l-a / xi[)adj=Ly(t)1-a / x:;(tYdj. (2. 2) 

ここで， Oくαく1とする。上式で2つ目の等号が成り立つのは， j>AのときめニOとなるからである。

また，上式においてみは時間tに関して区分的に連続微分可能な連続関数であることが仮定されてい

る。インデックスの異なる生産者耐久財同士（例えば， iヰjであるときのあとみ）は，互いに代替財

でも補完財でもないものとする。

2.3 家計

消費者の選好については，固定的な異時点聞の代替の弾力性をもっ効用関数を想定する。したがっ

て，代表的家計は以下の効用最大化問題を解くものと考えられる。

U= rc(t)1ーσ－1 . l 噌 e-ptdt.
Jo 1－σ ’ （2.3) 

s.t. B(t) = w(t)L十 γ（t)B(t)-C(t). 

ここで， σは異時点聞の代替の弾力d｜生の逆数を表わし， ρは主観的割引率， w(t）は賃金率， B(t）は家

計が保有する資産の総量をそれぞれ表す。 Lは全家計のもつ人的資本の総量を表し，人口に比例する

ものとする。ただし，当モデルでは人口が通時的に一定であると仮定されているのでLも一定である。

各家計のもつ人的資本は研究部門あるいは生産部門のいずれかで雇用される，つまり L=LA(t)

+ Ly(t）であるo また，総消費量 C(t）は最終財の単位によって表され，時間 tに関して区分的に連続

微分可能な連続関数であると仮定される。

3 均衡の分析

3.1 主体的均衡

本節では，すべての市場（デザイン市場，中間財市場，最終財市場，労働市場，資本市場）が常に

クリア（清算）される均衡が成立していると仮定して分析を行う。

この経済における最終財の産出量 Y(t）は，中間財部門への総投資と総消費に振り分けられる。よっ

て，最終財の単位で表された総投資量を I(t）で表すと以下が成立するo

Y(t)=I(t)+C(t). (3.1) 

このモデルにおける資本ストックに相当するのは，投資量I(t）を使役することによって生産される生

産者耐久財である。したがって，総資本ストック量は今までに産出された生産者耐久財の総量によっ

て測ることができる。総資本ストック量も，総投資や総消費と同じく最終財の単位で表さなくてはな

らないが，生産者耐久材を 1単位生産するのに最終財が1単位必要であったので，ここでは資本ストッ

ク1単位に相当する最終財も 1単位であるoよって，総資本ストック量 K(t）は以下のように表わされ

4）一般的な論文において変数Lで表される（未熟練）労働量は，分析に全く影響しないことがRomer(1990）で確認さ

れているので捨象する。
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ることになる。

K(t)= ["' xh)dj= 1A xh) (3.2) 

上式では， K(t）は時間 tに関して区分的連続微分可能な連続関数であると仮定されている。また， Xj

は減耗しないとされているので，通常は K(t)=1(t)-oK(t)（ここでの 3は減耗率を表わす）である

が，ここでは I(t)=K(t）が成立する。よって（3.1）より以下の関係が成り立つ。

K(t)= Y(t)-C(t). (3.3) 

企業の行動に関して，最終財企業は以下の予想、収益を最大化しようとする。

V(t)= ["'rr（巾一［即日＜01dr.

上式の IT(t）と R(t）は以下で与えられる。

/"A I" 

IT(t)= Y(t)-w(t)Ly(t)-I Ph）ぉ（t)dj,R(t)= / r(r)dr. 

ここで， Rは時点Oから tまでの累積的な利子因子を表す（ γは実質利子率）。割引因子 e-[R(r)-R(t）） は

単調な減少関数なので V(t）は上限をもっ。このことと，市場が常に清算されていれば異時点問の影響

がないことから，任意の時点、けこおける利潤フロー IT(r）が最大となるとき V(t）も最大となるはず

である。よって， V(t）の最大化問題は（（2.2）に注意すると）以下のように書き直すことができる。

max IT(t）イF(j,Ly（仏ぁ（t），の

F(j, Ly(t），ぉ（t), t)=Ly(t）日ぉ（t)a-wh)Ly(t)-ph)xh). 

変分法を用いながら上記の問題を解くと，オイラ一方程式から以下の賃金率と価格が得られる。

次式以降，時間を表す変数tを省略する。ただし，必要に応じて tを付すこともありうる。

ザ（トα）（去）＼ぉ＝α（去rー1

一方，生産者耐久財を生産する第j企業が最大化しようとする予想収益は以下で表される。

め（t)=lex,勾（巾）e一［R(r）一R

上式の Fむ－（t）は以下によつて与えられる0

め（t)=pjxit）ー γ（t）わ（t).

l"A 

(3.4) 

また

(3.5) 

(3.6) 

ここで， R&D活動に要する費用が 1であることから，わはおとKによって， K(t）ニ Axh)dj= 

1Akit)djのように定義されるoVjを最大化するような利潤フローは，上記のオイラ一方程式から得ら

れた価格pjとあ＝めを代入すると以下のように書き直すことができる。

1rh）＝α・Ly(t）円以t)a-r(t）ぉ（t). (3. 7) 

したがって， Fむ（t）を最大化するための必要条件（一階条件）から，以下のようなめの生産量を求める

ことができる。

ぉ（t)=x(t）＝（イι）占 (3.8) 
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よって，上記の結果から，すべての中間財企業は同ーの生産量を選択することがわかる。この一定量

zを（3.2）に代入すると K(t)=A(t)xが得られ，これをさらに（2.2）に代入すれば最終財の産出は

以下のように書き直すことができる。

Y=(ALd-aKa. (3.9) 

また， XJ=Xをオイラー方程式から得られた Piに代入すると，すべての中間財企業が選択する価格も

また同一になることがわかる。

宇一一
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(3 .10) 

同様にお＝xをオイラ一方程式から得られた WJに代入すれば，賃金率も的（t)=w(t）となる。（3.10) 

から γ（t）＝α'P(f）の関係が導かれるが，これと Pit)=p(t),xh)=x(t）を（3.6）のめ（t）に代入する

と各企業の利潤も以下のように等しくなることがわかる。

π（t)=(l －α）p(t)x(t). (3 .11) 

ところで最終財部門が完全競争であるとすると，労働の限界生産物と賃金が等しいことから，以下が

成立するo

w(t)Ly(t)=(l －α）Y(t). (3.12) 

一方，上記の結果p/f)=p(t），ぉ（t)=x(t）を用いると最終財企業の利潤フロー II(t）は以下のように

書き直すことができる。

日（t)=Y(t)-w(t)Ly(f )-A(t)p(t)x(t). 

最終財市場は完全競争であり常に清算されているので，均衡においては，上記の利潤フロー II(t）は結

果的に Oとなる。これと（3.12）から以下の関係が得られる。

A(t)p(t)x(t）＝αY(t). (3.13) 

ここで分析を容易にするため，新たに以下のような 3つの変数を導入する。

_ C _ Y _A  
x=x, z=x,K=J(・ （3.14) 

上記のzを用いると，（3.10）を変形した γ（t）ニ α'P(f）に，（3.13）を代入した結果は次のように表わさ

れる （K=Axに注意）。

γ＝a2z. 

一方，家計の行動に関して，横断性条件が以下の形で与えられているものとする。

lime-pttt( t )B( t) = 0. 

(3 .15) 

(3 .16) 

ここでAは経常価値乗数を表している。その場合，（2.3）の効用最大化問題の解は gc＝ぞ＝（r一ω
となるがヘこれと（3.15）から消費に関する以下の成長率が得られる。

gc＝七（ぬ－ρ）. (3.17) 

また，（3.3）と（3.14）から次のような関係が成立する。

5）効用最大化問題の解の導出については， Barroand Sala-i-Martin (1995）を参照。
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K I Y-C 
gK＝玄＝玄＝--x-=-=z-x. (3.18) 

_ _x_ CK-CK 
gx-X = CK =gc-gK (3 .19) 

よって，（3.19）に（3.17）と（3.18）を代入すると，以下のような xに関する成長率が得られる。

x=x-{-(1-%)z. (3. 20) 

次にzの成長式を導出する。完全競争と清算条件の下では（3.13）から px＝αY/Aが成立するが，

これを（3.11）に代入すると次式が得られる。

π（t）＝α（1－α）務｝ (3. 21) 

したがって，（3.6）の予想収益は以下のように書き直される。

v(t)= [X,π（巾一［R（…＞1dr. (3. 22) 

ただし，この場合の π（t）は（3.21）によって与えられる。このモデルにおける市場は常に清算されて

おり，よって裁定取引機会6）の余地が生じないので， v(t）は中間財企業が発明者に支払う特許使用料，

あるいは研究企業の価値（株価）と常に一致することになる。したがって，企業の価値の変化はライ

プニッツの法則を使って（3.22）を微分したものと一致するが，その結果得られる式を整理すると次

式が与えられる。

。(t）十π（t）＝ァ（t)v(t). (3. 23) 

上式の両辺を v(t）で割って（3.21）を代入すれば，以下のようなuの成長率が導出される。

Y(t) 
gv=_J_と＝ァ（t）－α（1－α） (3.24) A(t)v(t）・

研究部門の主体的均衡においては，自由参入条件によって次式が成り立つ。

v(t)Aニ WLA・（3.25) 

上式の右辺は研究に伴う費用を表し，左辺は A(t)（中間財のタイプ）の増加による研究企業の所得を

表している。ここで，（3.25）に（2.1）を代入すると次式が得られる。

vA=wαA-<0-1>. (3. 26) 

これを（3.24）に代入すると， Uの成長率は gv（三す）ニr(t）－α（1一九五W.-1）と書き換えられる

が，さらに（3.12）と（3.26）を代入すると以下が得られる。

Ly(t) =a2z(t)-ααA(t）一（0戸 1）・

ところで（3.12）と（3.26）から， uは次式のように表すことができる。

αY(t) =(1一α）A(t)0Ly(t). 

(3. 27) 

(3. 28) 

y I K ¥a I K ¥a y 
一方，（3.9）を変形すると一一一＝｛一一一）が得られるが （一一一） は， F ーに（3.9）を代入しALY ¥ALY） ’＼ALy) -K 

6）何らの資金をもたず，一切の損失を被ることなく確実な収益があげられる取引を指す。
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Y I K ¥≪-i I K ¥≪ _ _!!_ 

て変形した z＝一＝｛一一一） から（一一一）ゴ I-aのように表すことができる。以上をまとめると
K ¥ ALY J ¥ ALY J 

次のようなことがいえる。

y _ _!!_ 

AL=z  I-a. 

これを（3.28）に代入すると， uはv=(l－α）az-6A1-0と変形される。この式の両辺の対数をとっ

て微分すれば，成長率に関する以下の関係が得られる。

gv＝－~gz+(l－伽A• (3.29) 

gAについては，（2.1）を変形すると以下の関係式が容易に導かれる。

A 1 
gA三互＝a(L-Ly)Ae-1. (3. 30) 

したがって，（3.29）に（3.27）と（3.30）を代入し， gzについて解くと，以下の成長式がもたらされ

る。

「（α＋8-l)Ly(t)-(8-l)L l 
gz=(l－α）I aα ｜ (3. 31) 

Y I K ¥≪-i 
gLyについては Z三玄＝＼AL) の対数をとって微分すれば gz＝（α－l)(gK-gA一此y）となるの

で，これを gLyについて解くと gLv=(l－α）ー1gz+gK-gAが得られるが，これに（2.1), (3 .18), (3. 31) 

を代入すると，次のような成長率に関する式が導出される。

(2α＋θ－l)Ly(t）－（α＋8-l)L e-1 
gLv=(l一α）z-x+ A . (3.32) 

αα 

Kの成長率は，（3.14）の κの両辺の対数をとって微分すればgK=gA-gKが得られるので，これに

(3. 30）と（3.18）を代入すると次の形で与えられる。

[ - [ y 

gK＝一~AO-Iー （z-x) (3. 33) 

以上の議論によって，本稿のモデルの動学を規定する，（3.20), (3.31), (3.32), (3.33）の 4次元

システムが求められたことになる。

3.2 持続的均衡状態の分析

ここで，本稿における持続状態を変数 X,z, LY, Kの成長率が恒常的に Oとなる状態であると定義

する。また，各変数の持続状態値を （x*,z*, L予， K＊） で表し，♂に対応するAの値を A＊とする。

それらの持続状態値と Aぺ持続状態での成長率 gf= g! = g[y =gt= 0を（3.20), (3.31), (3.32), 

(3. 33）に代入して得られる連立方程式を解くことにより， X, z, Lyの持続状態値は以下のように与

えられる。

本＿Lr8-l ασ1  I + l(A勺2(0ー1)

-alα＋8-1 （α＋ 8-1）（α＋σ＋θ－1) J 
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l （α＋θ－1）ρ 
-l(A勺J a2（α十σ＋(J-1）’ 

L 
＊ー（α＋θ－1）ρσ万

z -a2（α十σ十θ一1)＋α（α十σ＋(J-1) 
(A本）11-1,

a r e-1ασ1  
L予＝α十σfe-1 +Llα＋θ－1十（α＋(J-1）（α十σ十fJ-1)j(A *)11-1 

よって X,z, LYの持続状態値は， Aの持続状態値A＊が一意に与えられれば決定されることになる。

また x*,z＊が一意に決定されれば， K本も一意に定まるので fの値も一意に決定される。 A本の値を

求めるには， x*,z＊ を上述の連立方程式に代入して整理した次式を解けばよい。

L「 (J-1ασ1I + uu l(A＊）抑ー1)

αLα＋θ－1 （α＋θ← 1）（α＋σ十θ－1)J 

十（ 寸＋ρ _L_ )(A *)11-1ーす（1一α立！7i!1）ニO (3. 34) 
＼α＋σ＋e-1αI . ¥ I 

ただし上式は 2次方程式であるので，解が2つ存在する可能性が考えられる。その場合，システムの

持続状態は 2つとなり一意に決定されなくなる。無論，重根や虚数解となることも考えられるので，

次に上記の 2次方程式の判別式を検討することにしよう。

(3. 33）の判別式をDとすると， Dは以下のように表される。

D＝（ 寸＋ρ L)
lα＋σ＋e-1α／ 

L Pl (J-1ασ1ム α＋θ－1 ¥ +4－・工｜ + 111 I 
ασLα＋ (J-l （α＋ (J-1）（α＋σ十(J-1)Jγα＋σ＋fJ-l/" 

判別式の第 1項はいうまでもなくプラスである。また第2項について，（・）がプラスになるということ

は， 1－（α十θ－1）／（α＋σ十θ－1)>0が成立するということであるが，これは σミOのような簡単な形

に変形することができる。

異時点間の代替の弾力性σは，その定義から σ＞Oである。よって，上記の条件は常に満たされるこ

とになる。次に，第2項の［・］がプラスになるためには次の条件が満たされていなければならない。

α十σ＋(Jく1 (3. 35) 

もし上記が満たされていれば，必然的に（σ＞Oから） α＋(Jく1となるので，［・］はプラスとなる。した

がって判別式Dもプラスとなり，（3.34）は常に 2つの実数解をもつことになる。しかし，その 2つの

実数解は非負制約を満たすだろうか。ここで，（3.34）の実数解をそれぞれAi,A2 (A1くA2）と表すこ

とにする。すると（3.34）は次のように書きかえられる。

t(A-A1)(A-A2)= tA2-t(A1 + A2)A + tA1A2=0, 

Lf fJ-1 ， ασ1  
t=aLα十{J-1T （α＋ (J-1）（α＋σ＋ (J-1) J 

条件（3.35）が満たされている場合，（3.34）のー丘（1- α＋θ－1 ｝は負値である。また同時に，
σlα十σ＋e-11
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(3. 35）は上式の tが正値であることも保証している。もし， Ai,A2がともに正であるなら上式の

tA1A2も正値となるので，これは矛盾である。 （Ai,A2が，ともに負である場合も同様で、ある。）した

がって， Ai,A2は互いに異なる符号をもたねばならない。ところがAの値は非負でなくてはならない

ので，経済的に意味があるのはプラスの値となる解A2のみである。このことは，結局モデルがもちう

る持続状態が1つのみであることを示している。（3.35）が満たされないケースについては，まずα＋σ

＋θ＞1の場合， Dの符号は内生的に決定されない。虚数解や重根となる可能性も含めて，このケース

での持続状態の性質は不明である。次に α十σ＋θ＝lの場合，（3.35）内で分母がOとなる部分が生じ

るので，このままでの分析は困難である。

ただし，（3.35）が満たされているとしても A＊は定数であるので， dはOである。 Aの持続状態成

長率がOであれば，（3.14）の κの定義からKの持続状態成長率も Oである。また g；ニ Oであれば，同

じく（3.14）からCやYの持続状態成長率も Oとなる。つまりこのモデルでは，内生的成長は起こらな

いのである。

しかし θの値に関して θ＝l，つまり収穫一定性を仮定すると，そこでの帰結は上述のものとは全く

異なったものになる。まず， O 1=0をシステム（3.31), (3.32), (3.33）に代入すると次のようにな

る。

L
一

1
7」

一

Y

G

α

L

一

一

2
一

ん一

α

ポ

「
1
1
1
1
L

一

ω
い
μ

一

α

唱

，

ム

一

＝

什

い

L
M

＝
 

4

‘

y
 

L
 

O
U
 

(3. 36) 

(3. 37) 

[ - [ y 

g X =--------;iエ－（z-x).

つまり，システムはAを除いた X,z, LYによって規定できるように変更される。したがってモデル

の動学は， Aを暗に含む κを除いた X, z, Lyに関する 1階微分方程式の自励系によって記述できる

ことになる。このことから，。＝lのケースにおける動学を規定するシステムは，（3.20),(3.36), (3.37) 

による 3次元の体系となることがわかる。

このシステムはArnold(2000）でローマー・モデルの動学を規定するとして示されているものと全

く同一である。ここで以前と同様に持続状態を gl=g}=glv=Oと定義し，持続状態値 （x*,z*, L予）

を（3.20), (3.36), (3.37）に代入する。そしてその 3連立方程式を解くと，以下のような持続状態

値が与えられる。

日 σ・ι＋ρ
土 ＿［＿＝」了－－－－：：－＝α・z*,x*=(l ＋α）z＊－ι. 
α αT  0 

(3. 38) 

θ宇1のケースとは異なり，上記の持続状態値は所与のパラメータによって一意に定められている。し

たがって，このケースにおける持続状態が存在するなら，それはただ 1つでしかない。（3.30）は gA=

[ -[ * ［キヮ _L.となるので， Aの成長率も持続状態では一定となる。これに（3.38）の~を代入すると，

gAは次のように書きかえられる。
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L 
α－＝－－ρ -*- U, 

YA一 α＋σ ・ (3.39) 

Cの持続状態における成長率は，（3.17）に（3.38）の clz＊を代入することによって得られる。その結

果は（3.39）と同一になるので， gJ=gc＊である。また（3.18）に（3.38）のfとfを代入して gl

を求めると，やはり（3.39）と一致する。したがって gJ=gt=glが成り立つ。 Yの持続状態成長率に

関しては，（3.9）の両辺の対数をとって微分したものに， gty=Oと（3.39）によって与えられる gJ=

glの値を代入すると，やはり gJ=gy＊が成り立つ。以上のことから，。＝lのケースにおける持続状態

はg'J.=gt=gl=g予となるような均斉成長となることが明らかとなった。このことはローマー・モデル

の著しい特徴であったので，ここでのモデルはローマー・モデルと完全に同型であるといえる。また，

各変数の持続状態成長率がプラスの一定値となるので，収穫一定性を仮定すれば内生的成長は可能で

あることが帰結される。

ただし以上のようなことがいえるためには，次に挙げる 4つの必要条件が満たされねばならない。

L-L予
(1) Aの持続状態成長率が gA＝一一一ーと表されていたことを考えると， dの最大値は万であ

α 

る九これに非負条件を加えると， gAには Oくg；.く（LIα）の制約が課されることになる。

(2) (2.3）の効用関数Uは有限値に収束しなくてはならない。

(3）横断性条件（3.16）が満たされなければならない。

(4) 消費資本比率の持続状態値fには非負制約が課される。

ここで，パラメータに関する以下の仮定をモデルに課すならば，上記の必要条件はすべて満たされ

る。

仮定 1

仮定2

Kρく与
1＋αρ  

σ＞1一一一一一・マー
αL  

α 

条件（1）の O<g；に（3.39）を代入すると，仮定 1と同じ関係が導かれる九

よって仮定1は条件（1）を満たす。また条件（2）に関して，持続状態における消費の径路は C(t)=eu*Atと

なるので9），これを（2.3）に代入して eのベキ数をまとめると，［g;.(1－σ）－ρ］tとなる。このベキ数

における tの係数が負となることが，（2.3）の効用関数が有限値に収束するための条件である。これ

と（3.39）から仮定2の式が導出される。よって仮定2は条件（2）を満足する。次に，上記の仮定が条

件（3）を満たすかどうかを検証する。（2.3）の効用最大化問題に関して，最大値原理を用いた場合の現

在価値ノ＼ミルトニアンは次式で表される。

I ciーσ－1¥ 
={ 1－σ Je-Pt+μ(wL十rB-C).

T* 
7）す ＞Oは，（3.38）で保証されている。

L 
8）一方g'J.＜ーから ρ＞一σーという条件が導かれるが，これは ρの非負条件によって排除される。

a 
9) gl=g'J.＝（定数）．
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ここでμ（t）は現在価値乗数を表す問。Hの一階条件。＇H/oC=Oから μ（t)=C(t）一<fe-ptが導かれるが，

(3 .16）の経常価値乗数;1(t）とμの聞には μ（t)=e一ρ引t）の関係があることから， 11(t)=C(t）一σであ

ることがわかる。この Aに関する式の両辺の対数をとって微分すると g；.＝－σgcが得られる。よって，

持続状態では g'f＝－σgJが成立する。また，持続状態における消費の径路は C(t)=eg*Atであるので

11(t)*=e－σ｛｝＊Atである。資産保有量 B(t）は資本ストックと集計化された研究企業の株価の和，すなわ

ちB三 K+Avであると考えられるが， uに関しては，（3.29）に 8=1とgJ=Oを代入すると gt=Oと

なるので♂は定数となる。 KとAについては， gJ=g'1であることから，持続状態では K＊＝（定数）A*

のような比例関係が成立する。これらのことから，資産保有量の持続状態値は B(t）＊＝［（定数）＋v勺A*

で表される。［（定数）＋vつは定数であるので， gJ=gJが成立することになる。よって B(t)=eu*Atが成

立する。これと上記の 11(t)*=e－σIIA材を（3.16）に代入すると，横断性条件は以下のように書き換えら

れる。

lime1－ρ＋（1－σ）U*A]t =O 

上式が満たされるためには，一ρ＋（1－σ）g1くOでなければならない。この条件に（3.39）の gJを代入

して整理すると，仮定2の形に変形することができる。よって仮定2は条件（3）も満たす。

最後に，条件（4），すなわち x*>Oは， fに（3.38）を代入して変形すると次のように書きなおすこ

とができる。

ベl-1¥・tl
α 

1＋α1十α
Oくαく1であるので， α2く1,－－－；；：－＞一五ーである。したがって仮定2が成り立てば，条件（4）は常に満

たされることがわかる。

以上の分析から得られる主な結論は，研究部門の生産性に関してローマー・モデルのような収穫一

定性の仮定を緩和して収穫逓減性を導入すると，内生的成長は起こらないということである。一方オ

リジナルのローマー・モデルにおける仮定を維持，すなわち収穫一定性を仮定すると，持続状態が非

常に簡単な形で一意に決定され，内生的成長も可能となるということは上で述べた通りである。この

場合，唯一の持続状態へ収束する均衡成長径路の動学分析も収穫逓減のケースに比べて比較的容易で

あることがArmold(2000）によって示されている。次節では， Armold(2000）の分析に沿った形で

そのことを明らかにしていく。

4 均衡の安定性

前節までの結果によって，知識に対する生産関数が規模に関して収穫一定性をもっ場合は，持続状

態が一意であることが明らかになった。本節ではそのような持続状態に収束する均衡成長径路が安定

であるかどうかを議論する。ただし概要でもふれた通り，本稿におげる安定性の議論は局所的，すな

10）これに対し（3.16）の 11(t）は，経常価値ハミルトニアンに付随する乗数であることに注意
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わち持続状態の近傍における分析のみに限られる。ここでは，局所的に，持続的均衡へ向かう径路が

一意かつ安定であり，局所的非決定性は生じないことが帰結されるだろう 1九ここでいう局所的非決定

性とは以下のように定義されたものである問。

定義 1 （局所的非決定性）均斉成長径路の近傍に均衡の連続体が存在する。

つまり定義 1に従うなら，持続状態に向かう均衡径路が近傍において一意であれば局所的な非決定性

は存在しないということになる。

4.1 移行動学

ここで，ベクトル r=(x,z, Ly )'13＞を導入する。したがって，持続状態値（x*,z*, L予）に対応す

るベクトルは戸と表される。また，持続状態 fからの希離を yであらわす。すなわち， r=r-r*

=(x-x*, z-zヘLy-L予）＇である。

この yを用いて，持続状態の近傍におけるシステム（3.20), (3.36), (3.37）を線形化する。 γニ

i, z, iy）＇とすると，（3.20), (3.36), (3.37）の連立微分方程式は以下のような行列形式に書きか

えられる。

yニ J*r. (4.1) 

ここで］＊ は3×3のヤコビアン（ヤコビ行列）である。次に，このヤコビアンの各要素を求める。こ

こで x=F1（γ）， z =F2(r), Ly=F3Cr）であるとし，（3.20),(3.36), (3.37）に関して持続状態値 f

=(x*, z*, L予）＇の周りでそれぞれ 1階のテーラー展開を行うと以下が得られる。

刊行＊）＋かげ）（げ）＋か1(r*) ・ (z-z*) ＋法pl（〆）・（Ly-L'})+R1. 

2 a a 2 z =F2(y＊）十万五F（〆）・（x-x＊）友 F勺＊）・（z-z＊）十瓦；F(r＊）・（Li-L})+R2・

L♂ Cr＊）サF3(r*)・(x-x＊）＋か 3(r*) ・ (z-z*) ＋法F3(y*)・(Lι 予）十品

ここでRi,R2, R3は，それぞれの近似式の剰余項を表す。連立微分方程式の平衡点を持続状態値に対

応させると，平衡点の定義より F1(r*)=O,F2(r*)=O, F3(y*)=Oである。また持続状態の近傍にお

ける近似であるので，持続状態に経済が近づくほど Ri,R2, R3の値は無視できるほどに小さくなる。

これらのことを考慮に入れながら上記のテーラー展開の結果を行列形式に書きかえると，次のように

なる。

ジ三（；）＝

f F1Cr*) --f-F1(r*) -4-F1(r*) iJLy 

jF2(r*) --f-F2(r*) _1_F2(r*) 
iJLy 

jF3Cr*) --f-F3(r*) _l_F3(r*) 。1LY

日｝1キ

11) Armold (2000）では大域的な非決定性も生じないと述べられている。しかし大域的非決定性の定義も含め，明確で
ない部分が多いのでここでは取り上げていない。

12）非決定性に関する定義の詳細な説明については， Benhabiband Perli [1994］を参照せよ。
13) F記号は転置行列を表す。
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F1( r*), F2( r*), -F3( r＊） の偏導関数については，（3.20), (3.36), (3.37）から実際に計算すること

ができる。その結果， fは以下のように表される 1九

x* －（ト与）x* 。
!*=I 。一α（1－α）z牢 (1－α）与｜ (4.2) 

-L予 (1－α）L予 2~ 予

また，ヤコビアン／＊の固有値を求めるための特性方程式は次式となる。

Oニ (J*-ql)=-q3+Tr］本・q2-B]*・q+Det]*= f(q). (4.3) 

ここで Tr］＊ は戸のトレース， Det］＊ はfの行列式， qは固有値を表す。また BJ*は以下の式に

よって与えられる。

I .. * ームー壬乏し＊｜ 卜α（1－α）z* (1－α）与lI x* o I 
BJ本三iん γ σ／ん l+I -l+I [* I. (4.4) 

｜、， II * L*y I 1-L予 2~1·
Jo －α（1－α）z* I J (1－α）LY 2~ I I a I 

上式から BJ*は戸の第33余因子，第11余因子，第22余因子の和であることがわかる。

以上によってモデルの移行動学を分析する準備が整った。なぜなら（4.3）における特性方程式f(q)

の解がヤコビアン戸の固有値であり，戸の固有値から，持続状態 （x*,z*, L予）に向かつて収束する

径路，もしくは持続状態から希離して発散する径路のいずれかが得られるからである。それぞれの固

有値が収束する径路に対応するか発散する径路に対応するかは，固有値のもつ符号によって決まる。

すなわち，固有値が負であれば持続状態へ近づく径路に対応し，正であれば議離する径路に対応する

ことになる。そのうち前者が安定な径路と呼ばれる。よって f(q）の解を得ることができれば，移行動

学の特性を知ることができるのである。

ところで以下の条件が満たされているとき， f(q）は負の実数根 1っと実数部が正である 2つの根

（共役複素数）をもつことになる。

Tr]* >O> Det］＊・ （4.5) 

このことは f(q）の図的な形状を考えることで明らかにすることができる問。 f'(q)=-3q2+2 Tr］＊・q

-B]*=Oの解を (q_,q＋） とすると 1ヘf'(q）はf'(q)= (q-q_)(q-q+)=Oのように書き直すことが

できる。したがって， qが qーより小さければf'(q）はマイナスとなり， qが qーとれの間にあれば

f'(q）はプラス， qが q＋ より大きければf'(q）は再びマイナスとなる。このことから， qを横軸， f(q)

の値を縦軸にとって曲線f(q）を図示すると，曲線f(q）は区間（－oo,q＿） では右下がりに下降するが，

(q_, q＋） では右上がりに転じ， （q+,+oo）では再び右下がりとなるような形状となることがわかる。

14) (4.2）は，持続状態における各変数の成長率 gt, gf, gfyが全て Oになることも利用していることに注意。

15) Armold (2000）では， Rowth-Hurwitzの定理を用いて（4.5）を証明している。また同時に，本稿で用いたような

図的な証明もRemarkとして紹介されている。いずれの証明方法を用いても結果は同じであるので，本稿ではより直感

的な方を採用した。
16) 2次方程式の解の公式によって，以下のような 2つの解（ι，ふ）が実際に求められる。

Q＋／ー＝（Tr］＊士J(tr]*)2-3B]*)/3. 
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一方f(q）の値に関して，（4.3）に q=Oを代入すると f(O)=Det］＊ となるが，条件（4.5）が満たされ

れば／（0）くOが成り立つ。また f"(q)=-6q+2 Tr］串＝Oの解 q=Tr]*/3，すなわち曲線f(q）の変曲点

についても，条件（4.5）が満たされるならば q=Tr]*/3>0となることは明らかである。したがって，

そのような性質を満たす曲線f(q）を実際に図示してみれば， f(q）が横軸と交わるときの qの値は必

ず負値となることが確かめられるだろう。このことは，方程式f(q)=Oが負の実数根を必ず1つはも

っ，ということを示している（以下，この根をのくOと表記する）。しかし 3次方程式f(q）の，残りの

2つの根（以下，これらの根を qi, q2とする）については，必ず実数になるとはいえない。なぜなら，

曲線f(q）と横軸との交点が 1つしかなくても，上記のような曲線f(q）の性質が満たされることがあ

るからである。ただし残りの 2根 qi,q2が複素数になったとしても，その実数部が必ずプラスになる

ことは明らかである。なぜなら， qiとq2が負の実数部をもっ共役複素数であるとすると 17)q1 +q2くO

となり， qoくOと合わせて考えると， qo+q1+q2くOということになる。一方，解（ qo, qi, q2）を用い

ると f(q）は以下のように書きかえることができる。

f(q)= -(q-qo)(q-q1)(q-q2) 

=q3+(qo+ q1 +q2)q2-(qoq1 +qoq2+ q1q2)q十qoq1q2

=O. 

これと（4.3）を比較すれば， Tr]*=qo+q1＋のであることがわかる。ところが qiとq2が負の実数部

をもっ共役複素数である場合は， qo+q1+q2くOであったので，このことは Tr］本＞Oを仮定する条件

(4. 5）と矛盾する。以上によって，条件（4.5）が満たされるならば， f(q）の3つの解は，負の実数1

っと正の実数部をもっ 2つの複素数（共役複素数）となることが判明した。

次に，モデルに対して条件（4.5）を課すことが経済学的にも妥当であるかを検討しよう。

r串

(4.2）からヤコビアンのトレースを実際に計算すると Tr］本＝x＊一α（1－α）z*+2と L となるが，これ
α 

に（3.38）の x*,z＊を代入すると，条件（4.5）における Tr]*>Oは以下のように書きかえられる。

L, 
堂 （I＋α）2 uーlρ

Tr］串＝止話ι ヲ芋万一－a>O.

上式を変形すると，次のような σに関する条件が導き出される。

σ＞≪61[1－（平rtJ (4.6) 

α2 
0くαく1より Oく く1であるので，前節の仮定2が満たされていれば条件（4.6）は常に満たαz＋α＋1 

されることがわかる。一方，（4.2）から行列式Det］＊ を実際に計算すると以下のようになるo

Det］＊＝－α（1十三）c1-a)x* (4. 7) 

17) Qoが解の 1つであれば，（4.3）はf(q）＝一（q-qo)(q2-sq+ v)=Oと書きかえられる。ここで Cとυは正の定数であ
る。そうすると qlとq2はq2-tq＋υ＝Oの解ということになるので，共役複素数にしかなりえないことに注意。
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／ α＼ * L予α＞O, ( 1 ＋っ）＞O,(1－α）＞O, x*・z・一一＞Oであるので，（4.7）は常に負，すなわち Det］本くOとな
¥ OJ a 

る。したがって条件（4.5）の Det］＊くOは，（4.2）に関して常に成立することがわかる。以上の分析

から，条件（4.5）が満たされるために必要なものは前節の仮定2のみであることがわかったo，よって

仮定2が妥当性をもつならば，条件（4.5）をモデルに課すことも妥当といえるだろう。

4.2 安定性の判定

以上の分析によってヤコビアン（4.2）の固有値 qo, qi, q2が求められた。それらを用いると，（4.1) 

の一般解は以下のような 3次元体系として表すことができる。

r(t)=Coeq旬。＋C1eq1t h1 + C2eq2t h2・（4.8) 

ここで Ci,Ci, C2は任意定数であり， ho,hi, h2は固有ベクトルを表す。もし初期値を C1=C2=0と

なるように適当に選択したとすると 18), (4.8）は以下のように書きかえられる。

子（t)=Coeq句0・ (4.9) 

qoくOであるので， i(t)=r-r＊はtが大きくなるにつれてしだいに Oに近づいていくことがわかる。

つまり， r(O）から出発する r(t）の径路は， （x,z, Ly）空間上で，持続状態を示す点戸に向かつて単

調に近づいていく径路となる。一方， Co=C2ニ Oとなるような初期値を選択すると（4.8）は r(t）ニ

C1eq句1となるが， q1は正の実数部をもっ複素数であるので19）， γ（t）の径路は戸から渦巻き状に回転

しながら発散していくような径路となることがわかる。 C。＝C1=0のケースも，回転の方向は逆にな

るものの同様に発散していくような径路となる。 Co,Ci, C2が，ともに Oにならないように初期値を

選択した場合については，上記の議論を考慮に入れると，やはり r(t）の径路は発散していくことがわ

かる。したがって〆に収束する，すなわち安定な径路は，（4.9）の径路のみであることがわかる。こ

のような唯一の安定径路はサドルパスと呼ばれ，その径路が収束していく持続状態を示す点はサドル

ポイントと呼ばれる。

以上の議論によって，このシステムでは，持続的均衡状態に収束する成長経路が一意かつ安定であ

ることが帰結された。

4.3 初期値の決定

ここでは，歴史的に与えられた初期値A(O),K(O）から出発する経済が（4.9）で表されるサドルパ

スに沿って成長するかどうかを検証する。そのために，まず初期値子（0）の性質を調べることにしよ

う。 yの要素 （x,z, Ly）はすべてコントロール変数であるので，（4.8）で C1=C2=0となるように

適当な yの初期値を選択することは可能で、ある。初期値がそのように選択されれば，経済がたどる径

18）初期値の決定については，次の小節で詳しく述べることとする。
19) Arnold (2000）では， qi, Q2も実数根となるための条件として次式が挙げられている。

( Tr]*)2>3B]* and /(ii+) >O. 
ここで iJ=q/(L/α）， J(q)=f(q)/(L/α）3であり， Q＋ はf(q）が極大となるときの qを表す。

しかし（4.5）等とは異なり，上述の条件に関する妥当性は，十分理論的に示されているとはいえない。また Q1,Q2が
実数でないとしても，安定性に関する議論における結論に大きな差は生じない。よって本稿では，この辺りに関する記

述は採用しなかった。
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路がサドノレパス（4.8）になることは上で述べた。その場合，持続状態 fとγ（t）の議離を表すれt）の

初期値 i(O）は次のように表される。

r(O)= Coho. (4.10) 

上式によって表される初期値を一意に決定するためには，固有ベクトル hoを求めなくてはならない。

固有ベクトルの定義から（戸－qo/)ho=Oであるので，この方程式を解くことによって hoは求めるこ

とができる。（ここでIは3×3の単位行列を表す。）ho＝（五（0),z(O), L,y(O））＇として， （］本－qo/)ho=O

を展開し，連立方程式の形に書き改めると以下のようになる。

(x＊ーの）広川1－引が（0)=0,

一［α（1-a)z＊＋のJi（州1－α）令y(O)=O,

一L'fx(O)+(lー a)L'fz(O)+(2与一ヰy(O）＝。

(4 .11) 

(4.12) 

(4.13) 

上記3つの方程式を同時に満たす（五（0),z(O), L,y(O）） が固有ベクトル hoの要素となり，それらが得

られれば初期値子（0）も一意に決定される。ところで（4.11）から次の関係が成り立つ。

～（0) -( 1－与）x*
z(O) - x*-qo (4.14) 

また同様に，（4.12）から次式も成立する。

(1 α）三土
z(O) _ n 

Ly(O) /J・ 
(4 .15) 

_A(O) A本，日 y ( ALY v-a ..,. 
こでd一一一一ー とし (3. 9）から侍られる z三一一一一（一一一） を（415) 』代入して整理する-K(O) K＊ ’ K ¥ K J ・」

と，以下のような関係が導出される。

L1+V* )Ly J -j3Ly(O）イ－/3L'f. (4 .16) ( ゴ＊＼ト

したがつて，歴史的に所与の値A(O),K(O）が与えられると dが決定され， dが与えられれば（4.16)

から Ly(O）が一意に決定される。 Ly(O）は1,y(O）の値を決定し，その L,y(O）を（4.15）に代入すれば，

z(O）が得られる。また z(O）が与えられれば，（4.14）から i(O）も求めることができる。このことは，

A(O), K(O）の値が歴史的に与えられれば固有ベクトル hoが決定され，それによって（4.10）で表さ

れる初期値子（0）が得られ， r(O）によってサドルパス上の初期値 r(O)=Coho fが一意に決定され

るということを示している。初期値がサドルパス上に位置している以上，経済が通時的にたどる径路

は当然（4.9）で表されるサドルパスになる 20）。

上記の議論で（4.13）は用いられてないが，（4.13）の両辺を z(O）で割ったものに（4.14）と（4.15) 

20）このように決定される初期値によって与えられる径路が，成長率や各経済変量の非負条件を満たすための条件とし
てArnold(2000）では以下のような条件が挙げられている。

Qo＋α（1α）z*>Oand1-liel>o (4.17) 
lσ」

しかし脚注目と同様，十分な理論的根拠が示されているとはいえないので，ここでは採用しなかった。
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を代入して整理すると，固有値を求めるための特性方程式（4.3）と同じ形になることがわかる。（4.3)

との違いは， qに相当する変数がここではのになっているということだけである。 qoは（4.3）の解

であるので，（4.3）と同じ形に変形された（4.13）が常に成立するのは当然で、ある。よってこの式は

無視してよいことがわかる。

5 おわりに

本稿では，知識に対する生産関数が，規模に関して収穫一定性あるいは逓減性のいずれかをもちう

るようにローマー・モデルを拡張した。ここでは，収穫逓減性をもつようなモデルでは内生的成長は

生じえないことが明らかになった。一方，収穫一定性をもつような経済では内生的成長が可能である

ことも示されたが，これらのことはローマー・モデルに関する先行の論文と同様の結果であり， Romer

(1990）においても，収穫逓減のケースで内生的成長が起こらないことは暗に述べられている。しかし，

Romer (1990）の議論は叙述的なものであって，厳密性に欠ける点は否めない。そのような意味で，

本稿はRomer(1990）を補完している。また，収穫一定性を仮定した場合には，持続状態均衡へ向か

う成長径路がサドルパスとなることも示された。それに対してBarroand Sala-i-Martin(1995）はロー

マー・モデルが移行動学をもたないことを主張している。またGrossmanand Helpman (1991）では，

すべての均衡径路が発散する，すなわち不安定で、あることが結論づけられている。実際には，それぞ

れが生産部門の設定において異なる生産関数を仮定しているので，そのことが安定性に関する各々の

結論を導いているものと思われる。しかしその詳しい分析は，今後の課題として残される。

参考文献

( 1 ) Aghion, P. and P. Howitt，“A Model of Growth through Creative Destruction，” Econometrica, 60 (1992), 

323-351. 

( 2) Aghion, P. and P; Howitt, Endogenous Growth Theory, The MIT Press, 1998. 

( 3 ) Arnold, L. G.，“Stability of the Market Equilibrium in Romer’s Model of Endogenous Technoligical Change: 

A Complete Characterization，” Journal of Macroeconomics, 22 (2000), 69 84. 

( 4) Barro, R. J. and X. Sala-i-Martin, Economic Growth, McGraw-Hill, 1995. （大住圭介訳『内生的経済成長論 I,

II』九州大学出版会， 1997,1998.) 

( 5 ) Benhabib, J. and R. Perli，“Uniqueness and Indeterminacy: On the Dynamics of Endogenous Growth，” 

Journal of Economic Theory, 63 (1994), 113-142. 

( 6 ) Grossman, G. M. and E. Helpman, Inovation and Growth in the Global Economy, The MIT Press, 1991. （大

住圭介監訳『イノベーションと内生的経済成長』創文社， 1998.)

( 7) Romer, P. M.，“Endogenous Technological Change，＇’ Journal of Political Economy, 98 (1990), s71-s102. 

( 8) 足立英之『マクロ動学の理論』有斐閣，平成8年．

( 9) 斉藤誠『新しいマクロ経済学』有斐閣，平成8年．

(10) 脇田成『マクロ経済学のパースペクティブ』日本経済新聞社，平成10年．


