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ナッシュ均衡における実行可能性

の修正概念

都 築 治

1. はじめ に
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彦

ナッシュ均衡における実行可能性（implementationin Nash equilibrium) 

の理論は， Maskin〔1977〕により必要条件及び十分条件が提示されて以来，

Dasgupta, Hammond, and Ma skin〔1979〕， Maskin〔1985〕， Williams〔1986〕，

Repullo〔1987〕， Saijo〔1988〕， Mooreand Repullo〔1990],Dutta and Sen 

〔1991〕などによって展開されてきた。特に， Mooreand Repullo〔1990],

及び Duttaand Sen 〔1991〕は，ナッシュ均衡における実行可能性に対する

必要十分条件を提示した。この条件は非常に複雑なものであるが，ナッシュ均

衡における実行可能性の特性を考える上で極めて有効である。

一方，ナッシュ均衡における実行可能性と真の実行可能性（truthfulimple-

mentation）の関係については， 1価の社会選択ノレーノレ（即ち，社会選択関数）

について， Dasgupta,Hammond, and Ma skin〔1979〕（以後， D.H.M.と略

記する〉が様々な性質を提示している。ととろが，今回， Mooreand Repullo 

〔1990〕， Duttaand Sen 〔1991〕の必要十分条件を用いてこれを再吟味したと

とろ，その主張のいくつかが誤りを含んでいるととが明らかとなった。 D.H.M.

は，「社会選択関数について，真の実行可能性と IPM(independent person-

by-person monotonicity）が同値である」と主張したが， IPMが十分条件で

あるという主張については，本稿で反例を与えることになる。さらに，D.H.M.

は，「各人の選好順序の集合が richdomainであるとき，社会選択関数がナッ

シュ均衡で実行可能ならば，真に実行可能である」と主張したが，これも，こ
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の主張を覆す社会選択関数を示すことにより，否定される ζ とになる。本稿

で，ナッシュ均衡で実行可能であるにもかかわらず，真に実行可能でない社会

選択関数の存在が示されたととの意味は大きい。このような社会選択関数は，

事実上実行不可能だからである。ナッシュ均衡における実行可能性が，真の実

行可能性を意味しないという事実は，実行可能性の概念に対して再検討を示唆

するものである。即ち，実行可能性の概念は，ナッシュ均衡において実行可能

であることに加えて，真に実行可能であるととを要求する，というのが本稿の

主張である。そして，われわれは，ナッシュ均衡において実行可能で，かっ，

真に実行可能である社会選択関数について考察し，その性質を見ていくことに

なる。

本稿の構成は以下の通りである。 2節では，以後の議論のための定義や概念

について述べる。 3節では， D.H.M.の提示した命題の反例を示し， ナッシュ

均衡における実行可能性の概念が不十分であることについて述べる。 4節では，

真にナッシュ均衡において実行可能であることの性質について見る。

2. 定義 と 概 念

N={l,2，…，n｝を社会（society), 1, 2，…，nを社会におけるエージェント

とする。 Aを社会的選択枝（socialalternatives）の集合とし，エージェント

iENの取り得る A上の選好！｜買序（preferenceorderings）の集合を Uiとす

る。 U=U1×U2×…×Un とすると，社会選択Jレール（social choice rule, 

略して SCR〕は以下で定義される。 SCRf:U→p(A）.ここで .P(A）は Aの

全ての部分集合の集合である。特に 1価の社会選択 jレーJレを社会選択関数

(social choice function，略して SCF〕とし、う。ゲーム g:S1×S2×…×Sn 

→A (Siはエージェント iの戦略集合〕に対して， S=S1X…×Snとし， NEg

(u) = {g(sf，…，s!) ; (st，…，s!)ES はuのもとでのナッシュ均衡｝とすると，

〔定義〕 SCRf: U→p(A）がナッシュ均衡で実行可能である（implementa-

ble in Nash equilibrium）とは，以下が成立することをいう。

ヨg:S→A s.t. vusU, NEg(u)=f(u). 
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ナッシュ均衡における実行可能性について， Mooreand Repullo 〔1990〕，

Dutta and Sen 〔1991〕は以下が成立することを示した。

Li (a, u) = {xEA; Ui (x）豆Ui(a)},

Mi (C, u) =argmax Ui (c), CcA, ViEN とすると，
ceC 

〔定理〕 (Moore and Repullo〔1990〕）＃Nミ3の時， SCRf:U→p(A）が

ナッシュ均衡で実行可能であることの必要十分条件は，以下が成立することで

ある。

RANGEfcヨBeA, Vi EN, Vu EU, VaEf (u) 

ヨCi(a, u) cB n Li (a, u) 

s.t. 
n 

(1) aE nMi (Ci (a, u), u*) ＝多 aEf(u*).
i担 1

(2) cEMi (Ci (a, u), u*) n n Mj CB, u*) 今 CEf(u*).
n 

p守i
(3) dE nMi (B, u*) 今 dEf(u*).

i=l 

この条件をμとよぼう。さらに，

〔定理〕 (Dutta and Sen 〔1991〕）N={1,2｝の時， SCRf:U→p(A）がナ

ッシュ均衡で実行可能であることの必要十分条件は，以下が成立するととであ

る。

RANGEfcヨIBcAかつ， ViEN, Vu EU, VaEf (u) 

ヨCi(a, u) cB n Li (a, u) 

s.t. 

(ll aE nMi (Ci (a, u), u*) 

(2) cEMi (Ci (a, u), u*) n Mj (B, u*) 

＝ラ aEf(u*).

＝ラ cEf(u*).

(3) dE .nMi (B, u＊）今 dEf(u*).

(4) Vu' EU, VbEf(u'), (a, u）チ（b,u＇）に対して，

(a) Ci (a, u) n Cj (b, u’）チゆ， ViチjEN.

(b）ヨe(a,u, b, u’） EC1(a, u) n C2(b, u’） 

s.t. 
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e(a, u, b, u’） EM1(C1(a, u), u*) nM2(C2(b, u’）， u*) 

今 e(a,u, b, u＇〕Ef(u勺．

この条件を βとよぼう。

次iこ，真の実行可能性について定義しよう。

DSEg(u) = {g(s'j'，…，s!) ; (s'j'，…，s!)ESは，ゲーム glこ対する， uのもとで

の支配戦略均衡（dominantstrategy equilibrium）｝と書く ζ とにすると，

〔定義〕 SCRf: U→p(A）が真に実行可能である（truthfullyimplementa-

ble）とは，以下が成立するととである。

ヨg:U→A s.t. g(u）εDSEg(u), g〔u）εf(u).

さらに以後の展開のために，次を定義しておく。

〔定義〕 SCRf: U→p(A）が単調（monotonic）であるとは，

aEf(u), u' EU, Li (a, u) cLi (a, u’〕， ViEN今 aEf（ぜ）．

が成立する ζとである。

単調性がナッシュ均衡における実行可能性の必要条件である ζ とは有名な事実

である。

〔定義〕 SCFf: U→A が IPM(independent person by-person monoto-

nicity）を満たすとは，

ViEN, VuEU, UiEUi, a, bEA, aEf(u), 

Ui (a）二三u;(b), u1 (a)>u1 (b) 

今 bE;i:f(u;,u-i). 

が成り立つことである。

〔定義〕 A上の選好順序の集合Uが， richdomainであるとは，

vu, u' EU, a, bEA s.t. (1) u(a）孟u(b) ＝診が（a）ミザ（b)

(2) u(a〕＞u(b） 今 u'(a）＞ぜ（b)

＝ラヨu’EUs.t. ヨCEA

が成り立っととである。

(1) t1 (a）孟u(c) ＝きず（a〕孟U8(c〕

(2) u’（b）孟ぜ（c) 今 ず （b）三三U8(C)
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3. Dasgupta, Hammond, and Maskin [1979] 

の命題に対する反例
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D.H.M.は，真の実行可能性の持つ性質について，次を主張しているo

〔命題1〕 SCFf: U→Aが真に実行可能であることと， IPMを満たすとと

は同値である。

〔命題2〕 Ui(ViEN）が狭義の選好順序（strictpreferences）のみを含

むとき， SCFf:U→Aが IPMを満たせば，単調である。

乙の2つの命題は，次の反例 1によって否定される。

〔反例1〕 A={a,b,c}, N={l,2}, U1={u,u'}, U2={u} 

u: u(c)>u(a)>u(b) u' : u' (a）＞ぜ（c)>u'(b) 

f (u,u) =a, f (u' ,u) =c. 

との SCFfは IPMを満たすが，真に実行可能ではなく，単調でもない。

まず， IPMを満たす乙とを示そう。 a=f(uu）で， u(a)>u(b），かっ，

u' (a) >u' (b）であり， b年生f(u',u). また， c=f(u',u）で， u'(c) >u' (b), 

かっ u(c)>u(b）で， b与さf(u,u).

しかし， u(f(u,u))<u(f(u',u））であるから，真に実行可能ではない。ま

た， L1(a,(u,u))={a b}c{a b c}=L1(a (u' u））であり， a=f(u,u）だ

が， a震f(u',u）.よって fは単調ではない。

以上より，命題 l,2が否定された。しかもととで構成した U1,U2は， rich

domainである。但し，命題 1において， IPMが真の実行可能性の必要条件

であるという主張は正しい。 口

D.H.M.はとれらの命題を用いて，次の結論に達した。

〔命題3〕 Ui(ViEN）が richdomainであるとき， SCFf:U→Aがナッ

シュ均衡で実行可能であるならば， fは真に実行可能である。

しかしとの命題も，次の反例2によって否定されるのである。

〔反例 2〕 A={a,b,c,d}, N={l,2}, U1={u1,uO, U2={u2} 
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U1 : 1ユ1(d)>u1(c)>u1(a)>u1(b) 

u;_ : u;_ (b)>u1 (a)>u1 (c)>u1 (d) 

u2 : u2(a)>u2(c〕＞u2(b)>u2(d〕

f(u1,u2) =a, f(uLu2) =c. 

U1, U2は明らかに richdomainである。 ζの SCFfはナッシュ均衡で実

行可能だが，真に実行可能ではない。以下でζのととを示そう。

U1 (f (U1, U2）〕くu1(f(u1,u2））であるから， fは真に実行可能ではない。 しか

し，ナッシュ均衡で実行可能である。 fが先の必要十分条件を満たすととを

以下で示す。 B=A,vu"EU=U1×U2, x=f(uつに対し， C;(x, u") =Li 

(x, uつ， ViENとおき， Cu1,u2)=u,(u1,u2)=u’と書くととにすると， C1

(a, u) = {a, b}, C1 (c, u') = {c,d}, C2(a, u) =A, C2(c, u') = {b ,c,d｝である。

(2）から示す。 この場合となるのは aεM1(C1 (a, u), u）口M2(B,u〕の場合

だけである。 aEf（のだから，（2）は満たされる。

(3), (4）についてはこうなる場合はないので，自明に満たされる。
2 

最後に（1）を示す。 u’EUにたいして， aE_nM;(Ci (a, u〕， u8) となあの

は， u’＝Uのときのみである。そして， aEf(u）である。 cEnM; (Ci Cc, 

u'), uりとなるのも， u’＝u＇のときしかなく， cEf(uつだから，（1）は満

足された。

以上より， fはナッシュ均衡で実行可能である ζ とが示され，よって命題3

が否定された。 ロ
との反例は N={l,2｝の時のものだ、が，＃N孟3の時も同様に構成できる。

例えば， N= {1,2,3｝の時は， U3={U3} ; U3=U2とし， f(u1,U2,u3)=a, f(u1, 

U2,U3) =Cとすればよい。

ζの反例 2のもつ意味は深い。反例 2で構成された SCFfは，次のゲーム g

によって，ナッシュ均衡で実行される。
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g; S2 

a C a b C d 

b C b C d d 

s. a C a b C d 

b d b C d a 

a d C d a b 

b d d a b C 

しかし，事実上との SCFfは実行されることはない。真の選好順序列を持

つエージェント 1は，選好順序 U1と偽ってゲーム gを行うことにより，均衡

c=NEg (u1, u2) =f(u1, U2〕が得られる。これは，真の選好順序である U1 の

もとでゲーム gを行ったときの均衡 a=NEg(u1, u2) = f(u1, u2) よりも好まし

い結果 Cu1Ca）くU1(C））となるからである。

とれを一般的に述べると次のようになる。 SCFf:U→Aが g:S→Aによっ

てナッシュ均衡で実行されているならば，

vu1:::U にたいして， ヨs*(u)= (st, st., s!); g(s*(u））εNEg(U). 

ζ とで g*=gos＊と定めると， g*:u→A.ととで g*(u)ENEg(u)=f（めであ

6が，必ずしも g*(u)ENEg•(u）とはいえないのである。とのととは，実行可

能性を考え6上で，ナッシュ均衡における実行可能性だけでは不十分であり，

真に実行可能であることが必要であるととを示しているのである。次節で我々

は，真に実行可能であり，かっ，ナッシュ均衡で実行可能な社会選択関数の性
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4. 真のナッシュ均衡における実行可能性

〔定義〕 SCRf: U→p(A）が真にナッシュ均衡で実行可能である（truth-

fully Nash implemeritable）とば，以下が成立する ζ とである。

ヨg1:U→A s.t. VuEU, g1(u）εDSEg1(u), g1(u）εf(u). 

ヨg2:S→A S.t. Vil巴U, NEg2(u）己f(u).

真の実行可能性については，特f乙社会選択関数応対して，次が成立する。

〔補題1〕・ SCF~ :U→A l が真に実行可能であることと， VuEU, f(u)E 

DSEr (u）であるζとは同値である。

よって明らかに次が成立するι

〔補題2〕 SCFf: U→A が真に実行可能であることと VuEU, f(u)E 

NEr(u）であることは同値であ60

乙れを用いて，先の定義は次のように書き換えられる。

〔補題3〕 SCFf:U→A が真にナッシュ均衡で実行可能であるととは，

以下と同値である。（1)f(u〕ENErCu), Vu EU. (2）ヨg:S→A s.t. f(u) = 

NEg (u), Vu EU. 

Fi(a, u〕＝{f(u(,U-i) ; u: EU i} Vu EU, a=f(u）とおくと，次が成立

する。

〔定理1〕 SCFf: U→A に対して， fが真にナッシュ均衡で実行可能である

ことと，以下は同値である。
n 

VuEU, a=f(u）に対して， aE_nM;(Fi (a, u), u）かつ，

RANGEfcヨIBcAかっ， ViEN, VuEU, a=f(u）に対して，

#N；三3のとき，

ヨC;(a, u)cBnL; (a, u) 

s. t. 
D 

(1) aE nM; (C; (a, u), u*) 今 aEf(uヰ）．
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(2) cEMi (Ci (a, u), u＊）円 n.Mj(B, u＊）今 CEf(u*).
jキi

(3) dE n Mi (B, u＊）今 dEf(u*).

N= {1, 2｝の時，以上に加えて，

(4) Vu' EU, VbEf (u’）， (a, u）チ（b,u＇）に対して，

(a) Ci (a, u) ncj (b, u＇）チ仇 ViチjEN.

(b）ヨe(a,u, b, u')EC1(a, u) nC2(b; u') 

s.t. 

e(a, u, b，ぜ）EM1(C1(a, u), u*) nM2(C2(b, u'), u*) 

今 e(a,u, b, u') Ef(u*). 

さらに，次が成立する。

-125ー

〔定理2〕 SCFf: U→A について，＃Nミ3の時に条件μ， (#N=2の時に

は β〉を満たし，かっ， Fi(a,u)cCi(a, u), ViEN, VuEU, a=f(u）な

らば， fは真にナッシュ均衡で実行可能である。

〔証明〕 vueU, a=f(u), Vi EN に対して， aEMi(Ci (a, u), u）であ

り，かつ， Fi(a, u) cCi (a, u）だから， aEMi(Fi(a,u), u), ViEN.よっ

て， fは真に実行可能である。 口

定理2の十分条件を，＃N孟3の時には〆，＃N=2の時に β’，とよぼう。

すると，次が成り立つ。

〔定理3〕 SCFf: U→A にたいし， U1,Uゎ…，Unが（少なくとも RANGE

fの元について〉狭義の選好順序のみより成るとき，真にナッシュ均衡で実行

可能であるととの必要十分条件は，＃Nミ3のとき〆，＃N=2のとき β’

である。

〔証明〕 十分性は定理2による。必要性を示す。＃Nミ3の時， fはナッシ

ュ均衡で実行可能だから，

RANGEfcヨtBcA,Vi EN, vu EU, vaef (u) 

ヨC1(a,u)cBnLi (a, u) 

s.t. 

(1) aE nMi (Ci (a, u), u＊）今 aEf(u*).

(2) cEM1 (C1 (a, u), u*) n nMj (B, u*) ＝ラ cef(u*).
j,ld 
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D 

(3) dE nMi (B, u*) 今 dEf(u*).

が成り立つo

VuEU, a=f(u）に対し， C1(a, u) =Ci (a, u) UF1 (a, u）とおくと， fは真

に実行可能だから， ViEN, aEM1(Fi(a, u), u〕であり， ViEN, aEMi 

(C1 (a, u), u）である。また，〆（1)(3）は明らかであるから， C1Ca,u〕が〆

(2）を満たすととを示す。 cEMi(C1 (a, u), u*) n n_Mi (B, u＊）とすると， CE
iキi

Ci (a, u）ならば， fl,(2）より， c=f(u勺である。 cEFi(a, u)-C1 (a, u）の

時， c=f(u(,u-1),u1EUiとおくと， u!(c）孟u!(f(u!,U-t））.また， fは

真に実行可能だから，時（f(u!,u-1））三三時（c）.よって， u!(f(u!,u-i）〕＝u!

(c）.と ζで， u！は狭義の選好順序だから， f（昨，U-i)=f(uLU-i)=c.一方，

cの条件より， jキilと対し，時（f(u!,U-i））三三u!Cf(u!,ut, U-i-i）〕．また， f

は真に実行可能であることから， ut(f(u!,ut, U-i-i））孟咋（f(u!,U-t））.よっ

て，同様に， f(u!,ut, U-i-i) =f(u!, U-1）.以後，同様に続けて， c=f(Uj,U-i) 

=f(uT,u-1) ＝…＝f(u*). 

#N=2の時もまったく同様にして証明できる。 ロ

5. おわりに

本稿においては， D.H.M.により提示された命題のうちのいくつかを再検討

じ，それらに対する反例を与え，社会選択関数に対して IPMが真の実行可能

性の十分条件でないことや，ナッシュ均衡で実行可能であるにもかかわらず，

事実上実行可能でない社会選択関数を示し，実行可能性の概念にとって，真の

実行可能性が不可欠である ζ とを示した。そして，特に社会選択関数に限定し

て議論を進め，真にナッシュ均衡で実行可能であるための十分条件を見た。と

の特性化を更に進めることが今後の課題である。また，今回は扱わなかった

が，多価の社会選択Jレールば，より多くの実行可能な範囲を持つことが知られ

ている。とのような一般の社会選択Jレールについても，同様の分析を行う予定

である。
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