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公共資本と最適フイスカル・ポリシー

細 江 守 紀

序

本稿では， 公共資本の存在下における，政府の最適政策を検討するo その

際，その最適性は通常の最適成長論の枠組みに属するものとする。

まず，財は公共資本，民間資本および労働の投入によって生産され，その生

産技術はただ一つ，即ち，すべての産出係数は固定されているものとする。し

たがって，公共資本と民間資本と労働の，生産の効率における最適結合比率は

決っており，その比率は財の産出量には独立である。公共資本は，その存在量

によって，生産の上限をたえず規制しているわけである。また公共資本と民間

資本には土地その他の再生産不可能なものは除いてある。生産された財は，政

府の所得税政策を通して，民間部門と公共部門に分割される。民間部門に残さ

れた財は，民間消費と民間投資にあてられるが，我々はその配分比が一定，即

ち，固定貯蓄率の場合を考える。一方，政府の税収入は公共消費として消費者

に便益を与えるものと，公共投資として生産者に便益を与えるものとに割りあ

てられる 1)。 なお，均衡予算を保持するものとするo 最後に，政府は民間消費

と公共消費に直接依存する消費者の効用を設定し，任意の経済状態（民間資本

と公共資本によってきまる）から出発して，その効用を無限視野のもとで最大

にするような課税政策と公共投資を決定する。

註 1）したがって，乙乙では公共投資と公共消費は分離可能なものとしている。
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E 宅デル

まず，記号の説明をしておく。

k，；民間部門の一人当り資本ストック

ん；政府部門の一人当り資本ストック

Ct：一人当り民間消資 α：産出ー労働係数

Cz；一人当り公共消費 b ，：産出一公共資本係数

z；一人当り総産出量 π：労働人口成長率

s：国民所得に対する貯蓄比率

T ；両部門に共通の資本減耗比率

3：時間割引率 ：η＝π＋r ：ρ＝o'＋π十T

t：所得税率， k= (k1, k2). 

記号の節約のため，ー単位の財の産出に必要な民間資本がー単位であるよう

に単位を調整しておく。また，両部門の資本の減耗比率は等しいものとする2）。

貯蓄率が一定であるから，一人当りの民間消費は次のように表わされる。

Ct= (1-s) (1-t）ι ………（1) 

我々のモデ．ルは次のように定式化される。

Maximize J: e-llt (c1十Ac2)dt

subject to 

k1=S(1-t)X一ηk,,

k2=fX-C2一ηk2,

Z三二k1, 広三二α，広三ζbk2,

Cz三二tx,
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．・・・・・・・（4)

・・・（5)

・・・（6)

O三二t三二1. . ..・ H ・..(7) 

(2）におけるAは民間消費のウエイトを 1とおいた場合の公共消費のウエイト

で．政府の各消費需要に対する評価に依存しているo (6）は政府が均衡予算を保

持することを示しているoまた，公共消費と公共資本の便益は無料で提供され
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るものとするo 民間部間では与えられた（k1,k2）のもとで（5）の三つの条件を

満す産出量を決定しなければならないが，生産の効率性から少なくとも一つの

条件式について等号が成立すべきである。我々のモデルにおいては，政府は

t , C2をコントロール変数とし．民間部門はzをコントロール変数とするので

ある。

きて，我々の問題に対してポントリャーギンの最大値原理が適用されるo 最

適解が存在するための必要条件は時間に関して連続な二つの補助変数 qi(t), 

q2Ct）が存在して次の三つの条件を満すことであるd

(i）ハミルトニアン H三 (1-s)(1-t)x十Ac2+q1{s(l-t)x一ηk1}+q2Ctx 

-C2一ψ2）が X,t, C t乙関して制約条件（5), (6), (7）のもとで最大となる。

乙の条件の必要十分条件は次の（8）～（11）を満す区分的連続な補助変数 Cr,,r2, 

r3, r 4, r5, rs）二三Oが存在することである。

Lx= (1-s) (1-t) +q1s(l-t）十q2t-r1-r2一行十tr4豆O，………、（8)

Lt＝ー(1-s)x-q1sx+q2x十円X十行一行云0,

Lc2=A-q2-r4三二0,
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r1(k1-x）＝η（α－x) =rs(bk2-x) ＝η（tx-c2) = r5t＝η(1-t)=O，……ω 
乙乙で L=(1-s) (l -t)x+q1 {s(l-t)xーηん｝+q2(tX-C2一ηk2）十r1Ck1-

x）＋η（α－x）＋η（bk2-X）十円(tx-c2)+r5t十代(1ーのである。

(ii) <i1 =pq1-r1, 

<i2＝βq2-rsb. 

(iji) 横断性条件

lim ふ(t)e-atム（t)=O i=l.2o 

……・・・（12)

．・・・・・（13)

－－－ω 
我々は“phase”によって，コントロール変数 （X,t, C2）の特定の値の選択

を意味するものとしょう。また，それらが（3）～（6）を満すならば“feasible”と

言い， （qi,q2, r1, r2, rs, r4, r5, rs）が（8）～ωを満すならば“efficient均 1 と言

うことにする。（8）と（11）から r1 とハはそれぞれ，民間資本ストック，公共資

本ストックの潜在的レンタル率， また， r2は潜在的賃銀率と解釈されるo し
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たがって． ωと（1紡〉ら， q1,qzはそれぞれ民間，公共賃本財の潜在的価格と解

釈されるo 即ち. qi, qzは自然利子率ρでレンタルの流れを資本還元したもの

として評価される。なお， q=(qi, qz), (k, q) = (k1, k2, qi, qz）と定義しておく。

註 2）両部門の減耗率の差は適当に小さくあれば，同率でなくても以下の議論に

はさしっかえがない。

皿 レオンティエフ・斉一状態

まず，次の二つの仮定を与える。

仮定 1 b＞ρ，s＞ιA>(l-s). 

乙の仮定から b＞マ， s＞η が成立するが， もし b＜η，s＜η ならば，民間資

本ストックと公共資本ストックはどんな課税政策をとっても共にゼロに減衰す

ることを意味している。

1 1 1 
仮定2 －；＞百十玄・

生産技術における前提から bは民間資本財で評価した民間資本・公共資本の

最適結合比率であるから，通常， b>l と考えてきしっかえない。したがっ

て， SをSより適当に小さくとれば．乙の仮定は妥当であろう。

今，我々のモデ、ルにおいて，両資本の完全利用と労働の完全雇用が維持され

α 
る状態を考える。乙の時，直ちに， x＊＝α，k1＊＝α，k2＊＝万が成立する。した

がって， k1=0,k2=0が成立するが，（3）と（4）を考慮すれば，この状態における

課税政策作と公共消費 C2＊が一意にきまる。

t～乎＞O, C2吋1ーすーか＞O.

我々は，乙の状態をレオンティエフ・斉一状態と呼ぴ，以後L・S・状態と

略称する。したがって. L•S ・状態ではコントロール変数は一意の値をもっ。

乙のL・s・状態では（8）～ωと c2*>0,t*a>c2＊ から次の式が成り立つ。

r4=0, rs=O，ハ＝0,

qzロハ＋r2十rs, ………（15) 
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(1-s) +q,s=qz, 

A=qz・

・・・・・（16)

・…帥
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したがって， L•S ・状態では公共資本財の潜在価格が公共消費財の評価額に

等しいことがわかる。また．その時の課税率は，課税率の増加による，民間消費

の減少分と民間資本の減少分の価格評価の総和が，一方，増収による公共資本の

増加分の価格評価に等しいように定められているわけである。次に，。。と仰に

一ρ（Aー (1-s))
より， t11=0,t12=0が成り立つ。したがって，ωとωにより r,- s ’ 

βA Aー（1-s） 骨＿Aー(1-s)
Ys=b' q,= S が成立するo q，ー ' q♂＝A と定義してs 

βββ(1-s)  
おしまた，（15）より Y2=A(l 一万一志）＋－~.これは仮定 2 より正であ

る。

さて，我々は以下において任意の初期資本構成から出発した最適経路がL• 

S・状態に達するをことを示す。

IV Phaseの可能性

この節ではさきの最適性の必要条件によって可能な phaseについておasi-

blityと efficiencyを検討する。

Phase I：η＞O, r2>0, rs>O. 

この phaseはL・S・状態にほかならない。いうまでもなく η＝ハ＝η＝0

が成り立つ。

Phase II : r1>0，η＞O, ra=O, Y4=0. 

ζ こでは k1＝α＝X, a三二bk2・PhaseH が維持されるためには k,=0, 即ち

t＝乎が成立しなければならないo 悦 ωより（1-s）叩＝qzであるo 乙

乙でのについて場合分けをする。まずの＞O の場合には， ωより q2=A.

ρA 
したがって， t12=0，即ち， Y3=bーとなるが， これは rs=O に矛盾D 次に，

Cz=Oの場合を考える。 sq，＝のであるから，（12）とωより r，＝一(1-s）βとな
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り，これは不適当である。以上のことより， phaseE は efficientではない。

Phase E：η＞O, r2>0，’rs=O，ハ＞O.

乙こでは， k，ロα＝X，α三三bk2,c=ta. この phaseが維持されるにはん＝0,

即ち， t =7であるo また心Oより A=q2+Y4が成り立つ。これと（9）よ

A-(1-s) 
り求まるー(1-s)-sq, +q2＋η＝0から， q，ロ >O. したがって

s 

ti,=0から r,="(Aー(1-s))_(8）より η＝Aーρ（Aー(1-s))>O が求めら
s s 

れる。したがって， phaseEの微分方程式は次のようになる。

k1=0, . ti,=0, 

k2＝ーηk2, ti2＝βq2・今

Phase IV-I : r,>O, r2=0, rs>O, r4=0, c2=0. 

乙ζでは， bk2=k1=X三二α が成り立つ。したがって，乙の phaseが維持され

るため同 bk2=k，が必要であるo このことから（州悦使えば， t口三百が

成立する。（8）と（9）から (1-s)+sq, =q2, q2＝ハ＋η．乙の二つと sq，＝のか

ら， r，とω きまるo r，＝品q，十(1ーはーらいa＝治十時2

>O. 

したがって， phaseIV-Iの微分方程式は次のようになるo

k，ロ bk2, sq 1 = ti 2, 

( sq2 i,(l-s) 1 
h戸市k，一件2, ti2=i,q2=bl日＋石0-J. 

Phase w一日： r,>O,r2=0, rs>O，川口0,c2>0 

A-(1-s) 
c2>0より A=q2が成り立つ。 q,:::: からあ：：：：：：0,ti2=0 だから，

s 

_S{Aー (1-s)} _qA 
r1 - eo , r3ー了が成り立つが，一方（8）から q2=r，十円であり，

矛盾である。即ち， phaseIV-IIは efficientではない。

Phase V : r, >O, r2ロ 0,rs>O，ハ＞O.

ここでは， k，己広口bk2三三αが成立する。この phaseを！維持するためには， k,=

仇が成立しなければならないo txロけ考慮すれば，このことより＝守

が成り立つ。次に，（8), (9), (10）より q2十円＝＝r，十rs,A=q2+r4，一（1~s）ー
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-i,{Aー(1-s)} A p{Aー（1-s)}
sq1+q2十円＝0が成り立ち， r1一一 , r3=Aー がわ

かる。したがって，

k,=bk2, 

k2＝一ηk2,

s 

この phaseでの徴分方程式は次のようになる。

41ロ 0,

pb{Aー(1-s)}
42＝βqz-Ab+ s 

Phase VI -I : r 1 = 0，η＞O, Y4=0, c2>0, t= 1. 

ここでは， bk2ロx=a~k1 が成り立つ0 k2=0から C円（1--})>Oがでて

くる。また，乙の phaseでの微分方程式は次のようになる。

k1＝一ηk,,

k2=0, 

qt＝βq,, 

42=0. 

Phase VI-II : r1 =0，η＞O, ra>O，ハ＝0,c2>0, ft (O; l). 

この phase は， A===q2, 1-s十sq,=qz,sq1＝白から直ちに efficientで

ないことがわかる。

Phase VI-ill：η＝0，グ2>0,ra>O, Y4=0, C2=0. 

ここでは， k2=0より t=tが成立するo また， l-s+sq1 =qz, qz=r2十九

。(1-s)
sq1＝色より，ハ＝一一万一

β(1-s) 
r2=q2一一b 一ーがわかる。 したがって， 乙の

phaseでの微分方程式は次のようになるo

k,=s (1-t）α一件1, sq,=qz, 

k2=0, 42= pqz--i,(1--s). 

Phase VIl：η＝0, r2>0, rs>O, r4>0. 

乙の phaseではん＝一神2が成り立つが，

維持されるにはん＝0でなければならない。

この phaseは feasibleでない。

phaseカZ一方， k2=7,で，乙の

これは矛盾であり， したカZって，

Phase咽ー I：ハ＝0,r2=0, rs>O, r4=0, c2=0, t= 1. 

ここでは，（8), (9），。。より， qz=rs,｛ー（1-s)-q1s十qz}X=f5,

り立ち，微分方程式は次のようになる。

Aζqzが成
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k，＝一ηk,, qi＝βqi, 

k2= (b一η）k2, <'12= （β－b)q2く0.

Phase VIII-II r1=0 r2=0, r3>0, Y4=0, c2=0, h(O,l). 

ここでは， S(j1＝色， <'11＝βqi, <'12ロ（β－b)q2 より， efficient でないことがわ

かる。

Phase咽ー皿：ハロ0, r2=0, r3>0, r4=0, c2=0, t=O. 

ここでは，（8), (9），。。より，（1-s）十Sqj=Y3,｛ー(l-s)-q1s十q2}X十円三二0,

Aζq2が成立する。

k1口 sbk2一ηk1, <'11ロ βql,

k2＝一ηk2, <'12＝βq2-b(l-s十sq1).

Phase咽－IV: r1=0, r2=0, r4=0, c2>0. 

乙の phase では， t=l, h(O, 1), t=Oの場合に分けて考えれば，各場合に

つき efficientでないことが簡単にわかる。

Phase IX-I : r,=O, r2=0, r3>0，ハ＞O, c2>0・， t=1. 

(8), (10）より， A=q2＋ハ＝rsが成り立つ。

k1＝一ηk1, <'i＝βql, 

k2＝ーηk2, <'12＝ρq2-bA. 

Phase IX-II : r1=0, r2=0，ハ＞O,r4>0, c2>0, t<:(0, 1). 

この場合は， efficientでないことが容易にわかる。

Phase IX一皿： r1=0, r2=0, r3>0, r4>0, C2=0, t=O. 

(8), (9), (6）より， 1-s+sq, =rs, (-rg+q2＋ハ）x十Y4三二0,A:::;::qz十Y4

が成り立つ。

k1 =sbk2一ηk,, <i，＝βq,, 

k2＝一ηk2, <'12＝βqz-b(l -s+sq1). 

なお， phaseIXでは η＞Oであるから， Cz=O,t= 1の場合， C2=0, tE(O, 1) 

の場合はありえない。

Phase X -I : r 1 = 0，η＞O, Y3=0, Y4=0, C2=0, t=O. 
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(8), (9), (10）より， A:S:qz，一（l-s)-q1s十行＝0, ｛ー（1-S)-'"-Sqt十qz}x+r4

ζOが成り立つ。また， X＝α三二k1,a三二bk2が成り立つ。

’R
 

η

h

 

一

件
”一一一一一

’s
n

L

 

－LU
H

－－』
U
H

q，＝βq,, 

qz＝βqz・

Phase X-Il : r1=0, r2>0, rs=O，ハ＝0,Cz=O, t= 1. 

(8), (9), (10）より， A三二q2,qz=r2, ｛ー(1-s)-sq1十qz}X一行＝0が成り立つo

k，＝一ηk,,

k2＝α一ηん，

qi＝βq,, 

qz=pqz・

Phase X-ill : r1 =0, r2>0, rs=O，ハ＝0,fc(O, 1). 

乙の phaseでは 1-s+sq,=qz，したがって sq,=ljzより， efficientではな

l 'o 

Phase X-IV : r1 =0，η＞O, r3=0，内＝0,c2>0. 

乙の phaseでは， .c2>0より， A=qzとなるが，これは ti2＝βqzと矛盾する。

即ち， efficientではない。

Phase XI-I : r1 =0, r2>0, rs=O，内＞O,c2>0, t= 1. 

まず， X＝αζk1，α三二bk2が成り立つ。（8), (9), (10）より， qz＋η＝r2, ｛一(1-

s)-sq, +q2十円｝x-rs=O,A=qz＋円である。

k，＝一ηk,, ti1＝βq,, 

k2＝一ηk2, ti2＝βqz・

Phase XI -I1 : r1 =0，η＞O, rsロ O，ハ＞O,c2>0, ff (0, 1). 

ζの場合， A=qz十円，一(1-s)-sq1十qz＋ハ＝0,q，口。q，は矛盾であるo

Phase XI一皿： r,=0，η＞O,r3=0, r4>0, c2=0, t=O. 

(8), (9), ωより， 1-s十sq，＝η，｛ー（1-s)+sq, +qz十Y4}a十行三二0,A三二qz+

引が成り立つ。

k1=sa一ηk,,

k2＝一ηん，

q，＝βqi, 

qz＝βqz・

なお， phaseXI ではの＝0かった（0,1）の場合とかの＝0かっ t=lの
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場合は，内＞OからあJりえない。

Phase XIl-I：ハ＞O,r2=0, ra=O，れ＝0,C2=0, t=O. 

ここでは， x=k1＜：：：：二a,k1三二bk2,1-s+sq1 =r1, Aζq2, ｛一（1-s)-sq1十q2}X

＋均三二Oが成り立つ。

k1= (sーη）k1，ゐ q,=pq，ー｛sq1+(1-s)},

k2＝一ηん， ri2＝βq2・

Phase XIT一日：ハ＞O,r2=0, ra=O, r4=0, c2=0, tE(O, 1). 

乙の場合は，（1-s）十sq,=q2,Q2=r1が成り立つが， q1,q2 f.乙関する徴分方

程式を考慮すれば， ζの phaseは efficientでないことがわかる。

Phase .xn .:_ ill：η＞O, r2=0, r3=0，ハ＝0,C2=0, t= 1. 

乙の phaseでは q2=r1, ｛ー（1-s)-sq1十q2}x-rs=O,AζQ2が成り立つ。

k，口一ηk,, q，＝βq,-q2, 

k2=k1一ηk2, ti2=pq，・
Phase XIT-IV : r,>O, r2=0, r3=0，ハ＝0,c2>0. 

この phaseは tの値のいかんにかかわりなく， .efficientでないことが容易に

わかる。

Phase Xillー I：ハ＞O,r2=0, ra=O，ハ＞O,c2>0, t= 1. 

まず， k，＝広三二a,X三二bk2が成り立ち，（8), (9), (10）より， Q2十円＝r1, ｛ー（1-

s)-sq1十q2十円｝x-rs=O,A=q2十r4がわかる。

k，ローηk1, q, = pqF-A，、

k2＝ーηk2, ti2＝βq2・

Phase Xm-Il : r,>O, r2=0, ra=O, r4>0, c2>0, tf.(0, 1). 

との場告は， Q2十円＝r,, 一（l-s)-q,s+q2十円＝0, A=q2+r4，それに，

ti，＝βq,-r1から efficientでないことがわかる。

Phase X皿－m : r1>0, r2=0, ra=O, r4>0, c2=0, t=O. 

との場合， 1-s十sq1=r1, ｛ー(1-s)-sq,+q2十川｝x十円三二0, A三二q2十円が

成立するo
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k1=(sー η）k1, 1/1 =f)q1一（1-s十sq1),

k2＝一ηk2, 1/2＝βq2・
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以上で可能な phaseを残らず示したが，ここで，（k1,k2）平面，（qt,q2）平

面を次のように分割しよう。（図一I，図－ II) 

R1 = {k1, k2）：九三二bk2,k1三二α｝，

R2={(k1,k2): k1＇？.叫ん二三ab }, 

Ra= { Ck1, k2) : k1二三bk2k2三二αb}, 

T1=R1 nR2, T2=R2円Ra, Ta=RsnR1, 

S1={(q1,q2): q2二三l-s+sq1,q2'?_A}; 

S2={(q1,q 

Ss= { q2）：位A一？一s), q2~A}, 

S4= {q1, q2) : q2壬二l-s+sq1,q2'?.A}, 

Vi=SnS2, V2=S2nSa, V3=S4円S1,S5=Sa円S4・

k2 

a
一b

図－I

ql 

図－n

これまでの phaseの分析から，次の補題が成り立つc

補題 I R1においては， phase XII一 1,xrr-m，刃Eー 1,xm一皿が

feasibleであるo R2においては， phase X -I , X -m, XIーし XIー置

が foasibleであるo Raにおいては， phasevmーし四－m，医ー I,IXー皿

が feasibleである。また， T1では phasとm, T2では phaseVI-IとVI-

m, i'sで、は phaseIV-I と V がそれぞれ feasibleである。
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x-m, x日一皿は efficientであS1においては， phase咽ーし補題H

X皿一 Iは efficientである。XIーーしる。 S2においては， phaseIXーし

S5 ~乙が efficientである。X-I, XII-I S4においては， phaseVIII -fil , 

Xl-fil，刃n-mが efficientである。また， Viでおいては， phaseIX-fil, 

は phaseVI -I , V2では phasemとV, Vaでは phaseIV一IとVI一皿が

Wを参照）それぞれ efficientである。（図－m,

S1 _ 

‘／／'111-III¥ 
: VI-IIIY ! - -¥ 

.,, : i X-I i 
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最適径路の構成

L•S ・状態への径路の到達可能性について次の補題が成り立つ。な

お，炉＝（k1へん発）＝（α立） q～（qi* q2*) = (A-(1ーベ A）と定義して
＼’ b I” l s J 

V 

きて，

おく。

補題皿 Taの任意の民間・公共資本ストック構成から出発する径T1, T2, 

IV-I t乙VI-I, それぞれ phasem. 路は， q1(0). q2(0）を適当にとれば，

さらにその到達時間は有限となる。

この phaseでの

よってのみL・s・状態に到達できるo

（証明） T1において feasibleな phaseは皿だけである。

んと q2の徴分方程式は， k2＝一ηん， th＝βq2であるから， Tiにおける任意の

/Aー (1-s)
点（a,k2(0））から出発する径路は phasem によって，適当な（ s 
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仇（叫を選べば，有限時間後にはL・s・状態（仇 q＊）） に到達する。乙の

q2(0）はん（0）の関数とみなして， Q2(0) =q2（ん（0)) と書く乙とができるo

次に， 'f2においては phaseVI-I と VIー置が feasibleである。 Phase.VI

-III で、比五1＝ベt-J）α一休1であり，定常解は （k,,k川ベi-i-）・

¥ /1 1 ¥ 
－－）で，しかも，仮定2から ω｛一一一）＞αである。したがって，乙の phase
／ベη bl

ではL•S ・状態には到達しない。また，その定常解に収束するが，乙の径路

は i/1＝＝＝凶1より ιが無限大に発散し， 横断性の条件を満さないから最適径

路ではない。 Phase.VI-Iでは k，＝一ηk1, ti1＝呼1であるから， T2の任意

の点（k1(0), ｛－）から出発する径路は q(O)= （州），A） を適当にとれば， L

. s・状態に有限時間で到達できる。乙の qi(0）は k1(0）の関数とみなせる

から qi(0) = qi (k1 (0））と書ける。なお， PhaseVI-IとVI-IIIは efficientな

領域が互いに異なるから，互いに接続することはできない。最後に， Tsにお

いては phaseIV-IとV が feasibleである。 PhaseV では k1=bk2, k2= 

一ηんより， Taの任意の点から出発する径路はゼロに収束するが，この径路

... - • ' 1..-,. 

は L•S ・状態より明らかに劣る。 Phase IV-I では t一~より k，＝ 日五-s+b ¥s+b 

ーサゎ0,k1＝仇であるo したがつて，的

I sb ¥ bβ(1一S） 
では ti2=（β一市川一一石下であるが，仮定2より色くOである。この

ことから， Taの任意の点 Ck1CO), k2CO））から出発する径路は， phaseIV-I 

によって， Va上の適当な点を q(O)= (q1 (0), q2(0））ととれば， L•S ・状態

に到達できるa この q(O）は k1(0）の関数とみなせるから q(O)=q(k1 (0)) = 

(q1 (k1 (0)), q2(k1 (0》）と書くととができる。なお， phaseIV-I とVは互い

に接続できないことは，その efficiency を考慮すれば容易にわかるo 図－v
と図－VIは以上の有様を示している。 （Q.E.D)
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k2 q. 

国

百－ I
メど

,k*""VI-I 
／／ 

12 
k1 q, 

図－v 図－VI

さて，最適径路は次の定理において構成される。

定理 IntR13）においては， phaseXIII -III , int R2においては phaseXIー

し intRaにおいては phaseVIII-I, T1においては phaseIII , T 2 におい

ては phaseVI -I , Taにおいては phas巴 IV-I をそれぞれ採用すれば，

任意の初期民間・公共資本ストック構成（ki(O), k2(0））から出発する径路

は， (q1(0), q2(0））を適当にとることによって， L•S ・状態へ有限時間で

到達でき，その径路が最適径路である。

（証明） R1内で phaseXIII－皿によって T1に達することができる領域

を R1券とする。即ち， R1発の任意、の点（k1(0), k2(0））から phase羽I-III 

でスタートすればある時間 t後lこれのある点（α，ん(t））に到達する。そし

;A一（1-s) - ¥ 
て（q1(t),q2(t））が補題皿で求めた（一←一一一一， q2(k2Ct）））になるように初

¥ s J 

期時点での q(O)=(q1(0), qz(O））を決めれば， R1発から出発する径路は，

phase X阻－ IlI→phase III によってL•S ・状態に到達できる。乙うしたq(O)

が決められる ζ とは phaseX田一皿 でのhとqの徴分方程式から明らかであ

る。 PhaseXII一週，と X皿一 Iは T1に到達することができない。また phase

XII-Iは T1！こ到達するととはできるが，到達点では q(t)EV2 でなければ

ならず， S4で efficientな phaseXII-Iは接続できない。次に， R2内で

phas巴 XIー Iによってれに達するととができる領域を R2＊ とする。した

がって， R2＊ の任意の点（k1(0)' k2 (0））から phase XI -I で出発すれば
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ある時間 t後に Tiのある点 （a，ん（t））に到達するa そして（q1(t),q2(t))

(Aー（1-s) -¥ 
が補題Eで求めた（ , q2(k2Ct）） となるように初期時点での q(O)=

¥ S I 

(q1(0), q2(0））を決めれば， R2＊からスタートする径路は phaseXIー I→

phase 皿によってL•S ・状態に到達できるo 乙の q(O） は phase XI-I 

の仇の微分方程式があ＝βqiであることから求めることができる。 PhaseX 

-I と XI一皿とは Tiに達することができない。また， phase X-Illは

Tiに到達できるが，この phaseは S1で efficientであるから phaseE に

接続できない。

次に， T2に到達するケースを考える。 R2内で phaseXI一 Iによって T2

に達することができる領域を R2＊＊とする。 phaseXI-Iのムの微分方程

式から R2=R2*UR2＊へかつ， R2*nR2械の点は直接にがに到達する O

R2械の任意の点 Ck1CO),k2CO））から phaseXI-I でスタートすればある

時間 f後に T2上のある点 （k1(t), t）に到達する O その時点で匂1Ct), q2 

(t））が補題Eで求めた（q1(k1 (t)), A) となるように初期点での q(O）ロ（q1

(0), q2(0））を決めれば， R2械から出発する径路は phaseXI-I －→phase 

VI-I によってL•S ・状態に到達する。この q(O） の決定は phase XI-I 

の qiの微分方程式の形から明らかで、ある。 PheseX－皿では T2に到達でき

ない。また， phaseX -I , XI一皿では T2に到達はできるが，それぞれの

efficientな領域はふ， Ssであり， phaseVI-Iの Viには接続できないO

Rs内で phaseV1llー Iによって T2に到達できる領域をR♂とする。即ち， R♂

の任意の点（k1(0)' k2 (0））から phaseVil -Iでスタートすればある時間 t後

に T2のある点（k1 (t)，計四達するむその時点での ω），仇（t））が補

題E で求めた（q1(k1 (t)), A）となるように初期時点での q(O)= (q1 (0), 

q2(C>)) を決めれば， Rs脅から出発する径路は phase四一 I→phaseVI-I 

によって L・S・状態に有限時間で到達できるo q(O）が実際，そのように決

められることは容易にわかる。 Phase咽－Ill，区一 I,IX-Illは T2へ達する

ことができない。特に， phase ~lll -IllとIX-Illは丸がゼロに収束する。乙

の径路は phaseV と同じく L•S ・状態より明らかに劣っているo
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次l乙i Rs内で phase珊ー Iによって Tsに到達できる領域を Rs梢とする。

定義から， Rs制の任意の点（k1(0），ん（0））から phase唖ー Iでスタートす

ればある時間 t後に Tsの点（k1(t), k2 (t））に到達する。 fで（q1(t),q2(t))

が補題盟で求めた（q1(k1 (t), q2(k1 (t））に一致するように初期時点での q(O)=

(q1(0), q2(0））を決めれば， Rs純からでた径路は phase珊－ I→phaseVIーI

によって TaをへてL・S・状態に到達するロ q(O）.がこのように決められる

のは前と同様であるo また， phasefil _,_ IのKの微分方程式より RaロR♂U

Rs純であり， Rs毎日Rs械の点は直接に k勢に到達する。なお， phase珊－m.
IX-IIIは Tsへ到達できない。 Phase IXーIは Tsへ到達できるが，その

efficientな領域は S2であり phaseVI-I・ とは接続できない。最後に R1内

で phaseXIII一皿によって Taに到達でき，しかも適当な q(O）をとること

で， phaseIV-I に切り替えて， L・s・状態に到達できる領域九州が存

在するo 証明は略す。以上によって，最適径路の構成は終った。 (Q.E.D) 

図－VIIと図ー珊は最適蓄積径路と，対応する価格径路を表わしている。初期資

本ストック構成k(O）ロ（k1(0)' k2 (0））に対して最適径路では，あるq(O)= (qt (0〕，

q2(0））が対応しているが， k(O）が Ri＊ と Ri＊勢Ci=1, 2, 3）のすべてをつく

すことによってできる，対応する q(O）の集合をそれぞれ Si＊ と Sf発Ci=

1, 2, 3）とする。図一四では Si*, Si＊普を書き込んでいる。

k2 

k; 

ki 

図－VJI

q{ q, 

図－"WI

.... 
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註 3)IntRi ( i = 1 , 2, 3）は正象眼に関する Riの内部を表わす。

VI結語

定理より我々は以下の事がいえる。まず， R1の点、から初期資本構成が出発

する場合は，公共資本と労働が過剰にあるわけで，逆にいえば民間資本が不足

しているので，課税せず4）民間資本の蓄積を進める D(Phase Xll-ill) 初期

資本構成の状態によって，即ち R1＊にあるか R1怖にあるかに応じて， T1か

Tsかに到達する。 T，では公共資本のみ過剰であり， k，を一定に保つように

課税して（t＝乎），税収は全部を公共消費につぎこむという政策（Ph間 ill)

により公共資本の過剰は解消し， L•S ・状態に到達するo また Ts では労働

s 
のみが過剰で， t＝五干E’ Cz=O という公共・民間資本争ともに伸ばす政策

(Phase VIー I) をとって労働の過剰を解消し， L•S ・状態に到達させる。

次に， R2に初期資本構成があるときは， 民間資本と公共資本がともに過剰な

のであるから， t=l,c2=taという政策（PhaseXI -I) をとって両部門の

k，，んを減らし， もっぱら公共消費の増加にその分をあてる。この政策を通

じて，径路は T，か T2かに到達する。 T2では民間資本のみ過剰になってい

るのだから， t =:l とおき，かっその税収を適当な割合で公共投資と公共消費

に分割する （bーη：η）phase VI-I により民間資本の過剰を解消し， L•S

・状態に到達させるo 最後に， Rsに初期資本構成がある場合は公共資本が不

足しているわけで， t=l, Cz=O で公共資本の拡大に全力をそそぐ。その結

果，初期資本構成の位置により T2か Tsに到達する事になる。

註 4）われわれのモデノレでは無課税，全課税，公共消費ゼロの状態も許している

が適当な制約条件を加えることでこうした極端な場合はまぬがれる。
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