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経済における安定性の問題とは，何らかの経済的要因によって，価格が均衡

価格．即ち，需要と供給を一致させる価格からヨIE離したとき，均衡価格に復帰

できるか否かという乙とである。乙の問題は，ワルラス（20）の一般均衡論に

端を発する。ワルラスは，一般均衡論において，経済諸量の均衡値，したがっ

て．すべての財の需要と供給の均衡量は，連立方程式の解として同時的に決定

されると考え，この均衡値が実際に求められるための条件を．一財が他の財の

numeraireとして機能するこ財市場について与えたのである。その条件とは，

ある価格のもとで，需要が供給を上まわるとき．その差を超過需要，逆のとき

超過供給と呼ぶならば，超過需要の発生は価格を引き上げる作用を及ぼし，超

過供給の発生は逆に作用するということである。また．このことは，その市場

に参加している需要者と供給者が価格の変動に対して瞬間的に反応すると想定

すれば．価格の変動に対応して逆に需要と供給が決まるといってもよい。ワル

ラスは，市場においては実際的に競争の機構を通じて，超過需要および超過供

給が発生し，その作用によって価格の調整が行われ，均衡価格が求められてい

くのだとした。乙のワルラス的調整過程は，「模索」（tatonemment）といわれ，

具体的に．次のような過程であると解釈することができる。即ち，ある想定さ

れた「レフェリー」が，ある価格を提示し．その価格に対する需要と供給を計
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算し．需要と供給の差に応じて価格の調整を行なう。そして，新しい価格を提

示して，新しい需要と供給を求める。なお，需要と供給が一致するまで乙の操

作を続けるが その過程中取引は一切認められず，均衡にいたってはじめて認

められる，といった予備的な試行錯誤の過程である。

ヒックス（8）は， ワルラスによって与えられた二財市場の場合を拡張し

て，多数財市場の安定条件を求めた。しかし，ヒックスの安定条件は，市場の

動学的調整過程を陽表的に考慮していないために，即ち．価格の均衡価格から

の事離が生じるとき．価格や需要量．供給量の時聞を通じての変化を決定する

明示的な枠組を全くもたないために．本質的には静学的なものであり，安定条

件としては不十分であった。乙の欠陥を埋めるために，サムエルソン (15）は，

市場の調整過程を微分方程式や定差方程式などの動学的方程式で表わすことに

よって動学化をはかったのであった。しかし，サムエノレソンを中心とする安定

分析は，多くの場合，価格の変動が小さい場合．即ら，価格の均衡価格からの

事離がその近傍に限られる場合の主として数学的な安定条件を求める局所的安

定分析localstability analysisであった。したがって，経済に大きな撹乱が生じ

たときには，局所的安定分析は適用できないという問題が残されたのである。

アロー・ハーウィツ〈りを契機として展開された大域的安定性 globalsta-

bilityの研究では任意の初期点から出発する価格がいずれかの均衡点K収束す

るか否かにまで議論が広げられ，これによって，この問題に解答が与えられる

一方，超過需要に関する経済学的諸性質がたくみに導入された。ただ．市場に

おける日々の最初の取引は，均衡価格からそれほど離れてない価格，例えば，

前日の均衡価格に近い均衡価格から始まると考えられるから，大域的安定性を

求めることは必ずしも局所的安定性よりも望ましいとは限らない。しかし．均

衡が一意ならば，大域的安定性は局所的安定性を意味するが逆は成立しないと

いう点からは，大域的安定性は局所的安定性よりも一般的である。このような

意味を含めて．ワルラス的模索過程の安定性の研究は，数学的には一般化，動

学化され，経済学的には，ワルラス法則や超過需要関数の価格に関する O次同

次性などの経済学的諸性質が導入される方向をたどるとともに，更に，現在で
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は．均衡に到達する過程中でも取引が認められる．より現実の市場の情況に近

いと考えられる非模索過程 non-tatonnementprocessの大域的安定性にまで

議論が及んでいるのである。

ところで，安定分析は，競争経済のメカニズムを分析する理論にとって本質

的に重要である。というのは，まず第ーに，現実の市場では何らかの調整過程

が動くことによって，需要と供給の均衡が達成されていると考えられる。した

がって．安定分析はこのような市場調整過程を分析する動学的モデ、ルが現実の

よりよき描写であるための保証を与える。第二に，競争メカユズムは安定性が

保証されるときのみ，資源およぴ産出物の最適な分配がもたらされるのであ

る。なぜなら 消費者の噌好，生産技術および資源の量などの与件は変わりや

すく，したがって，均衡がこれらの変化によって撹乱されるとき，もし，乙の

競争経済が均衡に復帰する可能性をもたないならば，競争メカニズムの最適性

を論じてみても．ほとんど意味がないからである。ワルラス以後，数多くの学

者が安定性の研究に傾注した理由は主としてこの重要性にあったのである。

本論文の目的は．安定性の研究の重要性に鑑み，模索過程と非模索過程の大

域的安定性に関する最近までの諸業績を吟味，整理し，今後の動向について若

干の考察を加える乙とにある1¥

1）模索過程の大域的安定性に関する文献の展望が， 奥口〔22コ， T.Negishi 

〔12〕によってなされている。前者は模索過程に限定されている点で本論文と

性格が異なる。後者は非模索過程まで含めているが，非模索過程で掲げられてい

る論文には修正が必要とされるものが含まれているという意味で完全でない。

I.模索過程の安定性

I, L モデ、ルの構成

記号は次のように定める。ただし，ベクトルの用法は通常の用法にしたがう

ものとするの。

ムゴ番目の財の価格，（i=1，…，n). 

Xai：α番目の人のi番目の財のストック，（α＝1，…，m).
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ム： i 番目の財の総量（~ Xai）で一定．

んじ α番目の人の i番目の財の需要量（非負）．

ぬ： i番目の財の需要量（bXai)• 

L ： α 番目の人の所得ないし資産 c呂~pixai). 

Ua：α番目の人の効用．ん1,... x叫の微分可能，増加，強準凹関数3).

文：個人間の最初の分配行列， m×n型行列．

α番目の人のi番目の財に対する需要丸tは効用関数 Uα（xα1,•••Xan） を最

大にする点である。

また，第i財の超過需要んを，価格ベクトルρ＝CP1，……，Pn）の関数として，

zi ＝＝＝九（P)＝ぬCP,X）ーム， iロ l，…，n

とし，乙の超過需要関数に対しては，

(H）価格に関する O次同次性

(D）価格に関する微分可能性と一価性

(B）下からの有界性

CW) ワノレラス法則 C?iPiFi（ρ）＝0)

を仮定する。なお，ある正の価格ベクトル長＝（Pi,・・・,jj叫）は F=(F1（ρ），

・・, Fη（ρ））とすれば， F(jj)=Oを満たすとき．均衡価格ベクトルといわ

れる。

以上の定義によって．我々は，価格の変化率が超過需要に比例する場合のワ

ルラス的模索過程 （T）を次の微分方程式体系で表わすことができる。

(T) rj_i!J＝的（ρ，X)-xi,i= 1，…，n. 
dt 

ただし． tは時聞を表わす4凡なお，均衡に到達するまで取引がないのであ

るから．財の分配Xは不変であり，需要関数の変数から落として考えることが

できる。

ここで （T）の大域的安定性．準安定性 quasistabilityをそれぞれ次のよう

に定義しよう。
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大域的安定性：任意の初期条件 poが均衡点長に収束するとき．即ち， limp

Ct)=Pで，かつ，すべてのtについて九（p)=Oのとき， (T）は大域的に

安定である。

準安定性：準安定とは 任意の初期点から出発する （T）の解の極限点がす

べて均衡点であること，即ち， tのある部分列｛tv}に対して.limρ（t。）＝長（v

→∞のとき九→∞）で，かつ．すべての iについて九（長）＝0となることを

いう。

大域的安定は準安定を意味するが，均衡点がーっか複数個あっても，互いに

分離していれば逆も成り立つ。

2）価格が正，非負等はモデノレピ応じて仮定が異なる。 また，ベクト jレの転置

はPrimeをつけ，ベクトノレの不等関係は次のように定義する。

任意のベクトノレ x＝（れ…，Xn),Y =(Yi，…，Yn）に対して

X三三y measns均三Yi,i=l，・・・，n

X三y measns J町二三Yibut z宇y

x>y measns xi>Yi, i = l，…，n. 

3) Ua(X)=Ua(X。〉となるようなすべての非負ベクトノレと， O＜λ＜1なるす
べての入に対して， UaCλx+(l一入）x0)>Uム（めとなるならば，関数 Uaは強

準凹関数といわれる。乙のことは，無差別曲面が原点に対して強く凸という乙

とと同値である。

4）一般的には，
dp -
-il=aiX仏 X)-x, i=l, ,n (aiは正の定数）であるが， 財の単位を

適当にとれば （T）になる。（5〕参照。

1,2. 粗代替性のもとでの安定性

粗代替性の概念には，強粗代替性 （SD)strong gross substitutability と弱

粗代替性 （SDw)weak gross substitutubilityの二つの概念があり，それぞれ

数学的には次のように定義されるヘ

i Frk= 8Fr／旬ι（r,k= 1，…，n）が存在し，連続で
(SD) ~ 
l Frs＝θFr/8Ps>O, for all fキs(r,s= 1，…，n) 
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1 Frιロ aFr/aP,h,k= 1，…，n）が存在し，連続で
イ〔SDw）~
I Frsロ8ErノapミO,.for fキs(r, sロ l，…，n).

経済的な意味は次の如くである。他のすべての財の価格が不変で，ある財の

価格が騰貴すれば，価格が不変の財の需要は増加する。定義から明らかに 強

粗代替性（SD）は弱粗代替性 （SDw）よりも数学的にも，経済学的にも厳しい

条件である。

まず，我々は．強粗代替性（SD）が仮定される場合の模索過程 （T）の安定

性を考察しよう。次の定理がこの問題に対する一つの帰結である。

定理1 強粗代替性 （SD），超過需要に関する O次同次性（H），ワルラス法

則 CW）を仮定する。そのとき，もし，均衡価格長＞Oが存在するとすれば，

模索過程（T）は大域的に安定であるべ

証明の準備として次の Lemma1, .2を与えよう。

Lemma1 仮定（H),(S）のもとで，均衡価格ベクトル長＞Oは，スカ

ラー倍を除いて一意に決定される。

（証明） Arrow, Block and Hurwicz C 1）によるわ。

任意の l>Oに対して， Fキlp＇’で． 長’および F”がともに均衡価格ベク

トル，即ち， F(p')=Fゆっ＝0とする。また， p'kl五九＝min(PIP＇’k）とすれ
広ε｛1,・・・,n} 

ぱ， （H）によって，p”を F”＝ρPぺμ＞O,p＂’＝Pk＇’となるような F”で置
きかえることができる。もし，すべてのえ＞O K対して， F’キlp”ならば，

D”’三二五’であるから， （SD）とF’が均衡価格ベクトルであることより，

九ゆっ＝凡（必’つ＝凡（p’つくFk(p’）

となる。したがって.Fk(p＇”）くOとなって，p”’が均衡価格ベクトルではなく

なる。 （証明終り）

Lemma2 均衡価格ベクトル長＞Oおよび （SD), (H), (W）を仮定す

れば．任意の非均衡価格ベクトル ρ＞Oに対して，

長F（ρ）三三ユム凡CP)>oa).

（証明） Arrow, Block and Hurwici C 2:) pp90-93を見よ。
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（定理1の証明） Arrow, Block and Hurwicz ・ ( ・t ) t：による。

証明の基本は．時間とともに減少する連続な関数（こ ζでは距離関数）を見

い出して， リアプノフ 1つの安定性定理を適用することである。

点ρ（めから均衡価格へのユークリツドノルムの距離として D2(t)＝会（あ(t)

ーム(t))2を考えよう 0 呂必(t）をtで微分すれば. (W）・ を使って．

dCt p~ Ct))/dt=2ti Pi Ct）ム(t)=2tpiFiρ）＝0 

となるから，~／W)= ~／go）としてよい。乙れと， Lemma 1より， Dを
n n 

宗P~ ＝ミf~ （O） と正規化することができる。 D2Ct）を時間t，で微分し，

〈再T）と Lemma2より， ρキFのとき．

D2Cl) =2 b Pi（あ－Pi)=2b cあーム）Fi（ρ）＝ー2呂piFi（ρ）く0.
乙れから， D2Ct）の連続性と合わせて， ρ(t）は長に収束する9）。（証明終り）

次に，我々は， 弱粗代替性が仮定される場合に議論を移そう。前述のよう

に，弱粗代替性は強粗代替性よりも条件が緩いという意味で）般的であるが，

さらに重要な乙とは（乙乙では述べないが）． 弱粗代替性のもとで均衡価格ベ

クトルが存在することが立証されていることである1凡なぜなら.：，均衡価格の

存在が証明されれば，模索過程の安定性の定理の成立条件が保証され，そのた

め定理はより意味あるものになるからである11)。

定理2 F（のを （H),(W), (B），および （Snw） を満たす超過需要関数

のベクトルとすれば．均衡価格ベクトル五二三Oと非均衡価格ベクトル ρ二三Oに

対して，

P・F（ρ）＞O. 

（証明） Arrow and Hurwicz ( 3）による。

まず，（α）において， P>Oの場合の定理を証明し. ( b）で一般の場合，

即ち，五三Oの場合を証明しよう。

（α） P>Oの場合

長＞Oであるから，適当に測定単位をえらぺぱ，一般性を失わずに，
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(1）ムロ1(IC= 1, •; •, n) 

とすることができる。もちろん，長は均衡価格ベクトルであるから，

(2) F（長）＝0.

そこで，ある与えられた非Oベクトルρ＝CP1…，Pn）に対して，財が，

(3) ムミ三九＋1（広口l，…， n-1) 

と番号づけられると仮定する。そうすれば， PキOによって，

(4）あ＞O.

また，ベクトルの数列 ρscs=1，…， n）の要素を

(5）お＝max(Ps,P1<.) 

と定義する。（3) (5）から， ρ8=（ρf，…， p：） に対して 次のことが容易に導か

れる。

'pk （広三玉s)
(6）対＝｛

~ Ps (JC>s) 

'pk （広三玉s)
(7）ργ1= ( 

{ Ps+1 C広＞s).

次に， （H),(4）および（2）から．

(8) F（ρ1)=0 

となる。また．代替性 （SDw）によって，

(9) Fk（ρs+1）三五Fk（ρ8) （広三五s).

さらに

(10) Fk（ρ州）と凡（ρ8) （広＞s).

不等式ωはまた次の形に書かれる。
Fit(pt+1）とF,/pt)（応＞s三三tと0).

帰納法によって， Fk(pt+l）乙Fk（ρ。） (JC>sミtと0).

ここで， t=s-1とおけば（8）より，

(11) F＂＇（ρっとO （広＞s).

( b）上の結果から．次の不等式ω，ωが導かれる。
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n n ・・ ω 2凡（ps+I）三三三2凡（ρ8) (s=l，・・・，n-1). 
もし， ρsが均衡ベクトル， ρs+Iが不均衡ベクトルならば，

(13) 呂 Fk(P州）＞ 呂 Fe(P8) (s= 1，…， n-1). 

ωから，帰納法によって，すべての sに対して，
~ Fk(ps）孟 b凡cp1)

が成り立つ。乙乙で， S=nとすれば（8）より，

b Fk (pn)= b F＂（ρ）と0.

(1) および pm＝ρより，

(14) p F(P）ミ0,for all p. 
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さらに， もし． ρ明＝ρが不均衡ベクトノレと仮定するならば，そのとき． ρ1は

均衡ベクトノレであるから， fが均衡ベクトル， ps+1が不均衡ベクトルとなる

ようなある sが存在しなければならない。そのときωによって，同じ議論で．
(15) 長F（ρ）>O, for any disequilibrium ρ 

を得る。これは定理の帰結である。

この定理2から安定性を導くには．定理1の証明と同様の議論をおこなえば

よい。

5）我々 は，以下では， diff eretial formを仮定するが，ほかに， finiteincr-

ement formがある。ここでは，統一性を保つために，後者は取り扱わな

6）ほかに， H1,を Fi（ρ）の連続な sign-preservingfunctionとすると，

dPddt=H1,(F1,（ρ）コ， i=l,.. ,,n 

は， (Sn), (H), (D）， ρ＞Oの仮定のもとに安定であるととが示される。
Uzawa (17〕pp625-627.

7) 〔1)は，一財を numeraireとした numeraire体系について証明してい

るが，ここでは non-numeraire体系を取り扱う。しかし，安定性の問題に

は，いずれの体系をとりあげても結果的には本質的相違は生じない。

8）これは，後に I,3で示すように均衡点と不均衡点の間で超過需要に関し

て，顕示選好の弱公理が成立することを示している。

9）ユーリッドノノレムではなく，距離として，
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Dm(t)=max {ICPj(t）ーん〕／PJI}
J 

を考えれば， Dm(t）く0となって，乙れからも安定性が証明できる。〔:Arrow,
Block and Hurwi cz〔l〕p.95.〕

10) Kuga, K 〔9）は，超過需要関数の連続性， lおよび（W),CH）の仮定

に，価格がOに近づけば，その財の需要は無限になるという限界条件を付加す

る乙とによって，均衡価格の存在を証明している。

11）ワルラス法則 （W），連続性の仮定のもとでの均衡価格の存在はArrowand 

Debrue〔25〕や二階堂〔21）などに見られる。しかし，これは， (W), (D) 

(SDw）のもとでの均衡価格の存在のための必要条件であって十分条件ではな

いから， （W),(C), (SDw）のもとでの均衡価格の存在を保証しない。

I, 3. 顕示選好の弱公理と安定性

定理1および2においては．粗代替性から顕示選好の弱公理を導き出すこと

によって；価格の変化率が超過需要に比例する場合の模索調整過程の大域的安

定性が確立されたのであるが，粗代替性を仮定する乙となく，直接顕示選好の

弱公理から，より一般的な模索調整過程の安定性を証明する乙とができる。さ

らに乙の場合．模索経路，即ち．微分方程式の解の存在が保証されるととも

に，その初期条件の非負性が考慮されていることに注意さるべきである。以下

では．顕示選好の弱公理が述べられた後に，そのもとで，ワルラスの模索過程

が安定である乙とが示される。

顕示選好の弱公理とは，ある財の組X1=Cxl.. ・,x』）が他の財の組 X2=（材…，

x；） よりも顕示選好され，かつ， れが X1 よりも顕示選好されるととが両立

しえないこと．即ち， hキ叫に対して， ρ1X2三玉P1x1ならば， Pzx2＜ρ2X1であ

る乙とをいう。

以下で我々は， normarized体系を扱う。

non-normalized価格ベクトルを q=(qo，…，qn）二三O とし． 第t財の超過需

要を E1,(q)= E1,(qo, ql, ·•·, qn）とすれば，超過需要関数に関し，顕示選好の弱

公理は，次の乙とを意味する。

~qi Ei(q)>O. 
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ここで， ij=(ijo，…，ij n) , q = ( q o, ' '・, q n）はそれぞれ均衡価格ベクトル，不均

衡価格ベクトルである。

0番目の財を numeraireとして，

P=CP1，…，ρ叫）， Pi=qdq。（i=l,.. ・,n) 

F.，（ρ） =E.;,(l,P1，…，ρη） Ci= 0, 1，…，n) 

と表わす。

定理~ （存在性） 九（q）の一価性と， q二三Oに対する連続性， 0次同次性を

仮定すれば．方程式（1）は任意の与えられた初期点ρ（0）迄Oから出発する解（模

索経路）をもっo

(1) 1/=Mρ）ーム山，，n).

ここで. (h(ρ）＝max （ρ九（ρ）＋hO）， ρ：正の定数。

（証明） Nikaido and Ozawa (13) PP53一%を見よ。

定理4（安定性） もし， 各財の価格が均衡において正，すなわち．ふ＞O

(i=O, 1，…，n）ならば，超過需要関数に関する連続性，ワノレラス法則， O次

同次性，および顕示選好の弱公理の仮定のもとで，（1）の任意の解は十分小さい

ε＞Oに対して， Sに収束する。 ρ(t）のDへの収束の間， ρ(t）のPからの距離

は単調にOに減表する。

（証明）証明の概略を述べ、ょう。詳しい証明は Nikaidoand Ozawa (13) 

を見よ。

証明は（α）' (/3)' Cr)' Cδ）の4段階に分れる。

（α）仮定により，均衡価格ベクトル長は正であり，しかも，

凡（長）=0 (i=O, 1，…，n) 

を満たすから.Fi（長）十ム＞O(i=1，…，n). Fi（ρ）は ρ孟0』乙対して連続であ

るから， Oくβ三三1となる任意の pに対して. pのε近傍 U（ムε）が存在fして，

（α，1) pFi(P) ＋ム＞OCi=t,2，…，n) 

が， fEU(p,e）に対して成り立つ。

（β） 顕示選好の弱公理から， Dキ長ならば，



- 62ー

Fo （ρ）＋.~ム Fi （ρ）＝f(P)>O.

次に

inf／（ρ）＝M>O 
ρEU(j,，ε） 

となることが導かれる。これは以下のように示す乙とができる。もしM<Oと

すれば.！φ〉はかU(p,e) ~乙関して連続であるから ， Mの近傍に／（ρ）く0 と

なる P が存在することになる。（α， 1）に矛盾する。従って，~三0. 乙乙でM

=0としよう。乙のζとは差集合 R1¥-U（ムε〉の中に lim/(pv)=Mとなる
世→帽

点列｛PV｝が存在することを意味する。

きて．連続写像 ψ：Rf.→Sn+1 CS.η＋1={qlqi二三0,呂qi=l｝）を次の如く定義

するo

Pi 

ψ。（ρ）= n ， ψ（ρ）－ n (i=l,2…，n). 
t + ~Pi i -i＋呂Pi

乙の連続写像を使えば，点列｛ψ （PV）｝ の部分列が Sn+1 の中の q>O~乙収束し．

しかも，特に1十三ユPfが 1/q。に収束する，つまり，｛PV｝は Rn＋ の有界点列で

あることがわかる。それゆえ，｛pv｝がρに収束するとしてよい。もちろん， d

=R九一U（ムε）は閉集合となるからρを含む。したがって，連続性によって；
／（ρ）＝lim f(pv) =M=O 

世→∞

どなり‘顕示選好の弱公理によって， P=P・ これは puJl乙矛盾する。ゆえに

M>O. 

Cr) Sn+1はコンパクトであり， Ei（ρ）は Sn+1上で連続であるから， Sn+1上

で有界。ゆえにiFi(P) (i= 1，…，n）もρミOに対して有界である。したがっ

て， L>Oが存在して．

呂F／ρ）2豆L.

(cJ) 次に， Oくβくmin(2M/L,1）を満たす任意の定数，pに対して，任意の

初期点 ρ（0）二三Oから出発する（1）の解ρ（t）が長に収束することを示そう。

2V= -~ （あーム）2とする。まず， ρ（t)EU（ムε）の場合， Arrow -Block-
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Hurwicz ( 1）と同じ方法で，

dV n 
df =p 亙（あ－p")Fi（ρ）=-pf（ρ） 
が成立する。
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また， P(t)El= UCムε）の場合には， lJ=（βL/2)(2M/Lー β）＞Oに対して，

i~~会九W一向）~~L-pM＝ 学 （p-2MiL) = -lJ 
を示す乙とができる。したがって，か U（ムε）， ρEl=UCムε）のいずれであって

も．

dV 
冨子三三一min(tJ，β，f（ρ）〉

とすれば，

lim V=O （単調に）。 （証明終り）

1,4. 不安定の例

前節において，粗代替性または顕示選好の弱公理の仮定のもとに．模索過程

が安定であることが示されたのであるが， とのような仮定をおかなくては．

模索過程が安定である乙とは必ずしもいえない。我々はとれを示すために．

Gale C 6）によって与えられた不安定の例を考察しよう。

Gale C 6）は二人の消費者と，そのうちの一つが numeraireとなるような

三つの財が存在する経済モデルを想定し，ある財についてギッフェγパラドッ

クスが生じる場合，このモラルは大域的に不安定になることを示した12¥

まず，二人の個人を消費部門と生産部門に分割しよう。消費部門には財の総

量が goで示され，その価格がいつも numeraire として機能する財があてが

われ，生産部門は．二つの財 G1とらを年に総量 gl,g2生産するものとす

る。また，消費部門は効用を最大にするように行動するものとする。

次に， G1と G2の価格の組 ρ＝CP1，ρ2）が与えられたとき，財 G1,G2に

対する超過需要関数を f,,gで表わす。また，ム， P2に関する f,gの偏導
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関数をそれぞれ／1,/2およびg,,g2とし，長を均衡価格ベタセノレとしお場合．

/1（長）が正のとき，キッフェンパラドックスが起るものとする。

以上の仮定および定義のもとに，我々は．価格調整の微分方程式体系を次の

ように表わすことにしよう。

ノ

か1サ1=l1/Cf)
(1) 

か2=,P2=A2gゆ
乙乙l乙.l1, A2は正数である。

DEFINITION：もし均衡価格Pに近づく（1）のただ←つの解が constantso-

lutionρ（t) ＝長ならば，点長は anti-stableである。

定理5 もし効用関数φが長において， 2階微分可能で．しかも，その点で

ギッフェン効果が生じるならば．そのとき．定数んとんの値の範囲に対し

て，点長は anti-stableである。

乙の定理の証明の骨格は，体系（1）が局所的に安定でないなら，大域的に安定

でない。それゆえ局所的に安定でないことを示せば十分であるという ζとであ

る。

また，体系（1）がPにおいて局所的に安定であるための必要十分条件は．ヤコ

ビ行列，

（えめ（長）， .)42（長） ) 
A=I I 
l J..2g,(p), J..2g2（長）) 

の固有値が負の実部分をもつことである。

とのことを示そう。（1）の体系は？？トリヌクス形式で次のように書ける。

It:I = l t Pi I f p,') ・p,f （ρ） 

か2) 1pi) ¥).2（ρ） 
むれを均衡点長＝・CP1;P2）の近傍で線型近似すれば， J
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I ¥ （ぇ笠〔llp,+l，笹p)_P21 I -,/ 、( p, 1 I 1 ap, oh I r l,f, c長） A1/2CP)1（ρ11 
(2) I I = I I耳＝｜｜｜｜
l P2J Iθg（長） , fJg（長） ,1,. I ¥A2g1（長） l2g2（長）J, P2 J 、 I j,t.，－一一一＋ λ，一一一ρ川 、 〆 1 ， 

~ .L ap, ".L aρ2 J;' .L) 

作用素ゑをえで表わせば， ωは次のように書けるo

（ρ1 l ( l1/1 CP), l1/2C長）｝｛ρ11
(3) l I I= I I I I 
lh! ¥.l2g1（ρ） , J..2g2（ρ） I ＼ρ2) 

乙の作用素に代数的性質をもたせれば，（3）は

(Aーえの ρ＝0
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と書くことができる。このことから IA-Hl=Oが導かれる。 したがって，

J.. = J..,/1（長）＋ん，／2（長）土下I(.l,/1 （長）＋ん！2CP))2-4.t,/, cかんg2（長）+4J..,/2 
2 

(p).l2g1 (p) 

となり， Aの実部分，即ち， Aの trace=J.,/1(p) +J.d2(P）が負のときまたそ

のときにのみ（1）の解は安定．正のとき不安定となる 13）。それゆえ，不安定を示

すには， Aの固有値が正の実部分をもつように適当にんとんを選べばよ

い。 とのことは，／1 が正であるようにギッフェン効果が生じるならば，十分

大きなんに対して可能となる。

我々は．以下に Gale(6）によって与えられた具体的な例を図 Iで示そう。

0 

図I

図II乙描かれている無差別曲線は．領域 OAPBで有効で，かつ， G,,G2の
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非負量 X,,X2で定義された効用関数

φex,, X2) =28X， 十28.X2-2Xf-3X1X2ー2X~

に対する点をプロットしたものである。乙の OAPBの領域の外では．無差別

曲線は直線になり．それ以上の追加的な財は価値を全く追加しないような点，

即ち．完全な飽和点が点（4,4）で生じる。

最初に消費部門は G。の12単位，生産部門は G，の6単位， G2の 1単位を

もっとしよう。価格直線は均衡点（6,1）を通り， その点を通る無差別曲線に

接する。

価格直線 CD’はわずかに増加した ρ1の値に対する価格であり．そしてそ

れは．無差別曲線に点 Q’で接する。 Q’はQの右側にあり， x,』乙対する需要
がギッフェ γ効果により増加したζとを示している。

計算によって，超過需要に対するヤコビ行列が次のようになることが確かめ

られる。

• 124 -601 
A＝克！｜
¥10 -11) 

乙れは，正の traceをもち，したがって，超過需要に比例する価格の導関数の

動学的調整過程は anti-stableである。

12）一般には，価格が均衡価格から事離したとき，例えば， hが増加したと

き，その財 G1I乙対する需要は減少し， そのため， 均衡価格へと向って価格

ムの落ち込みが生じるというのが普通の動学的仮定である。しかし， ある情

況のもとでは山が上昇すれば， さらに G1に対する需要が増加するような事

態，即ち，ギ、ッフェンパラドックスが生じる。乙のととかG，ギッフェン効果

が均衡の近傍で起る場合，大域的安定性は得られないことが示される。

13）一般に，正規形の定係数線型同次微分方程式系

土1＝ 去a{x8, j=l，…，n. 

ベクトノレ表示で

x=Ax 

の解は， Aの固有値，即ち IA一入11=0の根入1，…＇Anがすべて単根の場合に

は，各成分がO次の多項式となるベクトノレgiを用いて，次のように書かれる。

Xi=gi11,if. 
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乙の解が安定であるための十分条件は， hの実部が負となることである。

II 非模索過程の安定性

非模索過程は，模索過程と違って，均衡に到る過程中に取引が許される不均

衡価格での取引過程である。模索過程にあっては均衡に到達するまでに取引が

許きれないから，時聞に関して財の分配は一定であるが，非模索過程にあって

は，需要者と供給者が取引相手を見い出し次第取引が行われ，それに応じて財

の価格および分配も刻々変っていくから，価格と財の分配の変動は不確定であ

る。したがって．非模索過程の分析では，到達される初期の財の分配に対応す

るワルラス的均衡とは違って，最後の財の分配に対応するワルラス的均衡が求

められるにすぎない。ただ 現実の市場は，模索過程を適用するに十分に整備

された市場は例外的で，むしろ非模索過程のモデ、ルに近いと考えられる。さら

に，以下で示されるように，非模索過程は，粗代替性のような強い仮定を置く

ことなし交換ルールを規定するだけで安定性が示される。乙の二つの意、味に

おいて，非模索過程は，模索過程より一般的であると考えられる。以下で，こ

れまで得られた非模索過程に関する業績を整理，吟味したいo

II' 1. 粗代替性のもとでの非模索過程の安定性

Negishi (1りによって示された等価交換を一つの取引ルールと仮定した非模

索過程を考察{yょう。乙の場合．非模索過程 （NT）は次の微分方程式体系で

表わされる。

,. -
d]Pi＝ぬ（ムX)-xゎ i=1, ・・・, n 

(NT） 五九＝ん（P,X) α＝1, ・,m,i=l, ,n 

(B) 2ム九＝.~ムFai(P,X) =0，α＝1，…，m. 

乙こで. (B）は等価交換条件を表わす。

仮定 I 交換取引によって，財の保有は，呂Xai(t) ＝丸， 罰p.,,(dxatfdt)=0を
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満たす連続微分可能な時間の関数 Xai(t: dxatf dりとなる。また，それはすべ

てのα.i に対して，初期条件丸（0),x叫（0）に関して連続である。

仮定E ワノレラス法則 ~Pi （ぬ－xi)=O の条件のもとで．動学的価格経路

はあ＝ぬーム，i=1，…，n によって決定される。この動学的体系の解として，

価格は，すべての iに対して ρ4孟＆＞Oを満たす時間の連続的関数であり．す

べての α，iに対して初期条件ム（0),Xai(O）に関して連続である。

仮定E すべての財が強粗代替財である。

即ち‘
m 8x 8[ 

ど立＋呂 丈一三＞O,t4> fキk.
0ρkα＝1θIαoρk 

定理6 仮定I. II, illのもとで，過程ム＝ぬーム (i=l,・・・n）はすべて

の財の超過需要的－ii(i= 1，…，n）が Oに収束するという意味で安定であ
る。

（証明） Negishi (11）による。

次のような特性関数を構成しよう。

V(t) = 呂id+(t）あ(t）（ぬ（t)-xa,

ここに， J+(t) = {i I xi (t) -xi>O, orぬ(t)-xi=O，ぬCt)>O}.

また， ワノレラス法則によって，

V(t) ＝呂id-(t)(-Pi(t））（ぬ（t)-x¥),

ここに， 1-co= {i¥xi(t)-xiく0,or xi(t）ーム＝0,xi(t）くO}.
十分小さい h>Oに対して，我々は次の式を得る。

V(t+h) = 呂ifI +(t）九（t+h)Cぬ(t+h)-xi)+~idp.,,(t+h) Cぬ（t+h)-

Zふ

乙乙に， Iは I0(f)= {iiぬ（t)-xi=O，ぬ（t)=0｝の適当な部分集合。

次に，我々は，ワルラス法則，および仮定皿を使って，

W(t）＝ 除去仰＋h)-V(t）｝＝~~土川十九）－V(t）｝豆o.
乙乙に｛hv｝は ν→∞に対して hν→∞および等式は均衡でのみ成立するよう

な点列である。均衡において， f およびFは空集合になり， V=O, W=Oが
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得られるo

p(t），分配行列x=(x,, ・・・, Xn）は有界であることは容易に導かれる。 V(t）は

Oによって有界であるから， V(t）が減少することは limV(t) = V器の存在を

意味する 0 Pi*, Xαfを， t→∞に対するあ（t),Xaiの極限，即ち，ρi*=limPiCtk

：ρ（0), x(O)), x;i =lim Xai (tk：ρ（0), x(O)) (,c→∞に対して九→∞）とす

る。そのとき， Pi, Xaiおよび Vの連続性から V特(t)=V叱t：ρヘz勺＝limV 

(t：ρCt), x(tk）〕＝limV(t＋九：ρ（0),x(O))= V勢。したがって， ρ発， Z勢にお

いて W(t)=0。我々 は， t→∞に対してぬーム→O となることを結論する。

（証明終り）

14）乙れは， スノレキ一方程式， 粗代替性， および強粗代替財の性質から導かれ

る。

I]' 2. ハーン・プロセス

次に我々は， Hahnand Negishi C 7 ）によって提示された非模索過程の一

つのモデ、ルを検討しよう。 Negishiによってハーン・プロセスと呼ばれたこの

プロセスの最も注目すべき点は，個人と社会全体の超過需要の関係であろう。個

人の超過需要と社会全体超過需要の符号が一致するという仮説がそれである。

そして．彼らは，乙の場合には，非模索過程が安定であることを示したのであ

るが，しかし，この仮説に対する問題が残されている。我々はまず，安定性を

示した後にこの問題を述べることにする。以下（7）をまとめてみよう。

調整仮説（A.H.)

(i) h>Oが存在して超過需要ベクトル z(t)=X(t)-i(t）に対して

(a) P(t) = Kz(t) for tミh,

ここで.Kは正の対角要素 k，，…んをもった対角行列。
(b) p(t) =0 for tくh.

(ii）丸（t)= Ga（ρ（t), x(t）），α＝1，…，m, tミ0,

乙乙に， Gaおよび Z=Z（ρ，£）は次の性質をもっo
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(a) n(m+ 1）次元の正の点から成る閉集合Hの上で単価および連続。
官事

(b) 呂 Gα（ρ（t), x(t))=O, tミ0.

(c）ρ’（t)Gα（ρCt), x(t））口0, tミ0.

(d) Zai(h)Zi(h）孟0for all i. 

(e) Za1,(t)Zi(t）ミ0,tミhfor all i. 

(iH) 関数 z=Z(P,x）および G(p,.x）はリプシッツ条件を満たす。この

ことは，次の乙とを意味する。即ち，上に述べられた微分方程式の解

ρ(t）＝ρ(t：ρ（0), x(O)) 

x(t) =x(t：ρ（0), x(O)) 

が存在して，そして，それは初期値 ρ（0), x(O）に関して一意かつ連続であ

る。

以上の仮説において，本質的に重要な役割を果すのは (ii）の（d),(e）であ

る。乙の仮説については次のような説明がなされている。「非模索過程は，相対

売買の形をとるから，相手を見い出し次第取引が行われる。即ち， 『早いもの

勝ち』といった方法で取引が行われる。このように考えれば．いくつかの計画

が予定前に達成されなければならないとしても．この条件を満たすことは可能

である。この予定前の達成は常識と認められるように思える。なぜなら．自己

の予算制約式を満たすために，ある市場から他の市場に溢出 spilloverするこ

とを不足によって強制されるかも知れないからである」。

これらの仮説のほかに．次の仮定を付け加えよう。

仮定 I α番目の個人の初期資産ないし所得は ι（0）で示され．正であ

る。即ち．すべての α＝1，…，m に対して， ι＞O.
仮定 II 各 α＝1，…，m l乙対して， α番目の家計は連続微分可能で．強準

凹効用関数 Uα（ん）をもっoまた，任意の時間tの需要は．予算制約のもとで

効用関数を最大にする。即ち，各tとαに対して，

ρ’Zα（ρ，Zα）＝0, 

および， p'w=Oとなるような任意のωに対して，
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Ua(Zα（P, Xa) +xa）；三Uα（w+xa).

以上の仮説，仮定のもとに次の Lemmaおよび定理が証明される。
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Lemma Uα（九(t))=uα(t）とする。また， Zα（ρ勢，x発）＝0となる ρ発と広帯
の組の集合をEとする。そのとき， （ムx）任E,A.H.を仮定すれば，すべて

のαに対して， Uα(t）亘O，およびある α に対して Uα(t）く0(tミh).

（証明） α番目の人の予算制約式

Ba(t)=P’（九(t)-xa(t))=0 

を考えよう。そのとき，

BαCt)=P’Zα(t) ＋ρ’（土α（t）一丸(t))=O.

A.H. (i)(a）および (ii)(e）より，すべてのαに対してp'zα(t）逗O，さらに，

あるαおよび（ρ，x)EEE, t孟hに対して， b’Zα(t)>O. また． A.H. (ii)(c）に

よって． ρ’丸(t)=0. ゆえに，

(1) P'xα(t）豆0for all α，ρ’九(t）く0,for someα，for （ρ，x) EEE, t孟h.

きて．我々は効用理論から所得 Lの限界効用をん（t)>Oとすれば，

(2) (Jα(t）＝ん(t)p'xα(t)

を得る。そこでは）によって，

Uα(t）孟0 for all α ） 
(3) . r cρ，x)EEE, tミh.
Uα(t)<O for someα ） 

定理7 仮説および仮定が成り立っとする。そのとき，一般均衡体系は準安

定である。即ち． ρ(t：ρ（0),x(O）） と x(t：ρ（0),x(O）） のあらゆる極限点

は，すべての p(O),.x(O）に対してE』乙属す。

（証明）次の関数を考えよう。

V==V（ρ，x）＝呂 Uα（ん）．

ρ(t), xα(t）が有界であることは容易に示される。したがって， Uα(t),V(t) 

は下から有界であるから．すべての tミht乙対して VくOならば，それは，

V(P＊ぺZ梢）＝0 となるような極限 V特＝＝ V(p＊ぺF勺に近づく。しかし，

Lemma によって， （P,x) $E』乙対して Vく0, （ρ，x)r:E I乙対して V=Oとな
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ることがいえる。したがって，準安定性が確立された。（証明終り）

以上がハーン・プロセスの概略であるが，我々はここでこのプロセスに対す

る問題点をあげよう。それは，仮説 A・H(ii)(d）に対する E.C.H.Veendorp 

(19）によってなされた指摘である。 Hahnand Negishi C 7 ）は A.H (ii) 

(d）が満たされるためには．市場の参加者が不足によって取引を強いられなけれ

ばならないとしたが そうではなく，それは，取引を妨げるための必要な権限

を与えられた競売人によってなされなければならないことを Veendorpは，具

体例をもって示したのである。したがって， A.H (ii) (cl）を成立させるために

は，彼らが考えているよりも厳しい条件が課される必要があることが指摘され

たのである。

それゆえ．競売人によって取引を強制されるという不自然なルールによっ

て．取引が行なわれていくとしたならば，財の分配および価格の変動は不自然

なものとなり，このプロセスは非模索過程の分析としては完成されたものとは

みなされないかも知れない。しかし．我々は．一つのモデルとして定式化した

点で，乙のプロセスは意義あるものとみなし，定理の形で述べた。

II, 3. エッジワース・プロセス

エッジワース・プロセスとは．個人の選好と予算制約下のもとで個人聞の連

続的なパーター取引のプロセスのことであるC各個人はそれぞれ一定の財の保

有量をもって他の個人との交換にのぞむが，その交換において各個人は．自己

の効用が取引によって増加するときにのみ取引を行う。このようにして，交換

が進んでいくともはやどの個人も効用を増加させることのできない点，即ち，

パレート最適の点に到達する。乙の点が均衡点といわれる。このような非模索

過程の安定性に関する研究は，現在まで， Uzawa (16), 15> Morishima (10）の

二つを数えるだけである。我々は．乙こでは Morishima( 10）によって与え

られたエッジワース・プロセスを考察することにする。
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完全均衡のもとでm人がn財を交換する経済を考える。 x, x叫の記号は前

節と同じとするが，さらに丸＝｛xα1，…，XanLx*= 呂Xaと定義しよう。

仮定 I ( i ）効用関数 Ua(Xa）は， n次元ユークリッド空間の非負象限

R＇！；の上で，強準凹．連続微分可能関数とする。

(ii) fJUa(Xa)/fJXai >O （すべての R~ ~乙属するんに対して）

また• Xα（p,xα）を， ρ’Z三五ρ’Xaおよび Z孟Oの条件のもとで Uα（x）が最大

となる点とする。仮定 I(ii）は すべての似乙対して， Yん（ρ，丸）＝ρ’Zα を意

味する。さらに， x*CP',x) = 呂x"cρ，Xa）となる場合， Z＝が（ρ，x)-x＊ と書

く。その i番目の要素んは i財に対する超過需要を表わす。

仮定H 集計的需要関数に対して，顕示選好の弱公理が成立する。即ち，

すべての h>Oに対して ρ1キhpoとなるようながとρ1の任意の価格集合に対

して.po’x*(P1, x）三説。，P ならば，そのとき，不等式 ρ1’x*(p0,x）＞ρ1’F が

満たされる。

さて，

E(x)= ｛ρ＞O I Ua(X）は， ρ’広三玉ρ’丸（α＝1，…，m）のもとで九において最

大である．｝

としよう。

かE(x）となる点（ρ，x）は均衡点といわれる。なぜなら，（ムx）において．

あらゆる個人は彼の予算制約のもとで効用最大となる，したがって， z=O と

なるからである。

次に我々は．規準化きれない価格調整過程を次の微分方程式（1）で表わす。

ω会＝Zi (i= 1, ・, n) 
仮定皿 (i）すべての t孟Oに対して x(t)= {x, (t）…Z怖 (t）｝ミo.

(ii) すべての t孟Oに対して， x*(t) = x*(O). 

仮定IV すべての αに対して UαCx≪）詮Ua(xα）で， すくなくとも一つのα

に対して強い意味の不等式が成り立ち，すべてのαに対して， ρ’丸三玉ρ’えで，
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骨Zx＊＝呂xαの場合には P豆P が成り立つような 長ロ｛去1，…，xm} が存在する

dx dx 
ならば，そのときのみρとZにおいてaT=00dlキOのとき，あるαに対して，

dUα（xα（t))/dt>O. 

仮定V

仮定VI

もし ρd呂Piが十分小さいならば． そのときゐ＞O.

任意の正の初期値 （P(0), x(O）） に対して， tおよび （p(O),x(O)) 

において連続な一意の経路 φ(t，ρCO),x(O)), x(t,p(O), x(O）））が存在する。

さらに．関数の族｛あ(t,p(O),x(O)) (i= 1，…，n) It孟0｝は （p(O),x(O）） にお

いて equicontinuous16＞である。

簡単に仮定の説明をしておこう。仮定III(i）は，いかなる個人も財の負の

量をもたないことを示しており， III(ii）は，価格調整および取引の間財の生産

と消費は生じないことを表わしている。仮定IVは，いかなる個人も損をするこ

となく， ある個人が得をするときにのみ取引が生じることを意、味する。仮定V

は価格を正にとどめておく。仮定 I,VIは比較的厳しくない数学的仮定である。

定理8

ならば，

仮定 I-VIが満たされ， ρ（0）二三Oで，すべてのαに対して丸（0）二三O

そのとき， この体系は t→∞に対して任意に均衡に近づくb

（証明）要点と方向を述べるにとどめる。詳しい証明は Morishima( 10）を

見よ。

仮定I(ii)から得られるワルラス法則，（1）および仮定Vによって，

ρ(t)dρ｜あ＞O, 三二（あ） 2 ＝－~Cム（0))2} for all t>O 

が得られる o x(t, p(O), x(O）） は仮定盟より有界であるから， t→∞に対して．

ρ（t，ρ（0), x(O））および x(t，ρ（0),x(O））は極限点 p1,z1をもっo

ν→∞ならば fv→∞となる点列｛九｝に対して． ρ1ロlimρ（t”が0),x(O)), 

また.x1=lim x（九，ρ（0),x(O)) とする。

仮定IV. Eから，各αに対してUα（xα（t，ρ（0),xα（0））は非減少であるo

きて， Vを
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(2) 2V＝ε Cあ（r,P,,x1)-pa2 
と定義する。乙れをτに関して微分し. (2）および dム／dτロんを代入する乙と

によって， dV/dτ＝－pl’z（ムx）が得られる。そしてそれは． 仮定Hによっ

て，ある h>O1乙対して，戸＝hP，でなければ負である。したがって， ρ（τ，pi,
xi）でなければ．任意の h>Oに対して， ρ（r,p1,xi）キhp1であるから．長1ロ

PCτ，p1, xi）でなければ，
dV Z子＝一五l'z(P（で，pi,x1), xi）く0.

これは τ→∞ならば.Vが0f乙収束することを意味する。そこで，

pi,x,)=P，。一方，仮定皿およびIVより，
limρ（τ． 
’「令。。

(3) lim Uα〈ι(t,p(O),ia(O)) = Uα（幻）＝uα〈九（τ，p1,x!)) for all αandτ 
が導かれる。乙れより， τ孟Oに対してi（τ，pi,£1）孟0が成立。次に.piを
z({>1, x1）三五0

~（お） 2 ＝呂 （ρ1)2 

を満たす価格集合としよう。乙のような価格集合は存在する17）。また.p1>0 

は仮定Vから．戸の一意、性は仮定Hから導かれる。

仮定VIによって．関数の族

｛ρCr:,p1,x1) Iτ孟O}

は equicontinuousであるから， ）.＞O,e>O, a>Oが存在して， τ＞）.e，九＞W

となるすべての（τ，丸）に対して，

I PCτ，p(t,,), x(t,,) )-p1 I豆｜ρ（τ，P(t,,), x(tν））ーρ（τ，P1,xil+Iρ（τ，p1,x1）ー

pi Iく2ε．

ρ（τ，ρ(t,,), x(tν））＝ρ（τ＋九，ρ（0),x(O））であるから．

(4) limρ(t, P(O), x(O)) ＝長1.

最後に. P1fE(xl）とがの一意性が示されれば（4）と合わせて． この体系は

t→∞ならば任意に均衡 CAx1）に近づくことがいえ，証明は完了する。
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15) Uzawa〔16）において， Lemma 3〔16.229〕の証明において不完全な部

分があるために，すなわち， P(t）のある部分列が均衡価格ベクトノレに収束す

るという部分が証明されていないために，安定性定理が成立しないことが，

Ruppert and Russell 〔14）によって指摘された。しかし，価格の変化率が

超過需要に比例するという仮定を設けるととによって Uzawaの定理が成立す

るととが示される。 〔14〕を見よ。

16) Iρoーρ（o)Jく8および l.x0-x(o)I <iのとき，任意の ε＜Oが存在して，
すべての tミ0とtに対して， Ip/t, po, .fO)-P/t.ρ（o), x(o) I＜εとなるよう
なεに依存する 8が存在するならば，関数の族 ｛PiCo),x(o)(i=l. ,n) t孟0}

は equicontinuousといわれる。

17) G. Debreu〔4.p.28〕を参照せよ。

結 語

我々は．模索過程の大域的安定性に関して．三つの視点から考察した後．非

模索過程に議論を移したのであったが， 乙れは．理論的には当然の方向であ

る。なぜなら．前にも述べた如く，非模索過程は，より一般的であると考えら

れ，市場モデ、ノレとして，より現実的だからである。しかしながら．この非模索

過程の研究は，数少ない上に，完全なものは現在のところ， Morishima( 10）お

よび Uzawa(16）を修正した Ruppertand Russell (14）の二つしかない。非

模索過程の研究の重要性にかかわらずこれに関する研究が少ない理由として．

客観的な，したがって，誰にでも容認できる交換ルールが見い出されてないこ

と，およびその定式化が難しい乙とにあると考えられる。したがって，今後の

問題として， Negishi and Hahn ( 7 ）によって与えられたハーン・プロセス

を条件を緩めることによって，完全なものにすること，さらには，より客観的

な交換ルールを発見することにあるといえる。
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