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非負行列の性質と線型経済理論

一一非負行列定理の国際貿易理論への適用ーー唱

大 住 圭 介
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百．結語

I 序論的考察

本稿で用いられる記号を次のように定義する．

m n次元の正方行列全体の集合

~ m~乙属する行列で，非対角元素が非正となるもの全体の集合

広 ~~乙属する行列で，ホーキンズ・サイモ γの条件を満足するもの全体

の集合

~ m ~r.属する行列で，その元素が，全て，非負なるもの全体の集合
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R協 n次元ベクトル全体の集合

p Rn~乙属するベクトルで，その元素が，全て，非負なるもの全体の集合

p’ R川む属するベクトルで，その元素が，全て．正なるもの全体の集合

I 単位行列

。零 行 列

A’ 行列Aの転置行列

A-1 行列Aの逆行列

X ¥ 
n次元ベクトル

C 

0 零ベクトル

。元素が，全て， lとなる n次元ベクトル

R 実数全体の集合

以下．本稿で扱う条件の聞の関係を．直感的に把握可能なように，諸集合の

関係を．ヴェ γ （Venn）図式で，明示しておく．

本稿では，非負行列に関する既存の諸定理と筆者の導出した定理（非負行列

定理）とを，利用して，線型経済理論を展開する．

第E章§ 1では．二条件を提示し，それらが，非対角要素が非正となる n次の

正方行列全体の集合~·の元A ，乙関して，ホーキジズ・サイモ γの条件に同値と

なることを，非負行列定理（定理2，定理3）として，提出する．これは，第田章

で， Solow(9）に存在する叙述の不完全な点を解消する際に，効力を持つ．
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Gale 

ついで， f(p)=pl-A（ρεR,Ad）） の原像の構造を，

フロベニウスの定理の証明を，二階堂（6),次に，第H章§ 2で，

〈りを援用して，行う．

明確に，浮彫りにする．

第皿章では，第H章の諸性質および非負行列に関する既存のそれを利用し

これを，概括しておこう．て，国際貿易の理論を展開する．以下，

ある一つの理論に対するある一つのモデ、ルとは，同ーのカルキュラス2）のあ

ある他の解釈のことである．理論とモデ、ルとる解釈，すなわち理論に対する，

さしあたり．第E章に於て展開する国際貿易の理論と

レオンチェフ・モデルとは， (l-A)x=c(AE~ ). x(t+ 1 )=Ax(t) +c (AE~）等

のような線型方程式系に関する数学的議論というカルキュラスに関して，理論

とモデ、ルとの関係に立つ乙とになる．第皿章では以下の諸仮定を付して，線型

をこのように解すれば，

i ）我々 は，それにもとづいて問題を展開していく．定差方程式系を設定し，

国民所得の系列を考察の対象とし，需要に対して．生産が一期のラッグを有す

(i,j=l,2，…，n), C1,(t)=C1,＝一a1,1(t) = a1,1＝一定という想定をおく.ii) 
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と表わされる．

第皿章§ 1 a）で、は，静学体系を展開し，その均衡解の存在性を論じている．

生産が需要に対して，b）では，国際貿易に関する動学体系を検討する．

期のラッグを持つ線型定差方程式によって表現される体系に於て，所得ベクト

つまり第一種の完全安定性の意味での安定性の条件を考察する．

C）では．静学体系と動学体系の関係に論及する．

第皿章§ 2では，

ルの収束性，
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A=  

a11・・・・・・a,n
．．  ．．  

α叫1・・・・・・α，Z叫

を交換行列とし，自律的支出ベクトノレ cをoとするような特殊な状況で， § 1 

と同ーの問題を考える．

第皿章§ 3では，安定行列に関する二階堂く5）と Gale(1）の定義の同値

性を，同ーの集合の上で，証明する．

（註1) Samuelson〔8）；佐藤隆三訳「経済分析の基礎よ 272ページ，参照．

（註2)Rudner〔7〕；塩原勉訳「社会科学の哲学よ 24ページ，参照．

II 非負行列に関する若干の追加的考察

1 非負行列定理（以下の定理2，定理3を非負行列定理と名付ける）

この節ではミ ~f乙属する行列に関して，ホーキ γズ・サイモンの条件に同値

な条件を提示し，その証明を試みる．と乙ろで~に属する行列に関する条件で

互いに同値なものは8の部分集合の中に於ても互いに同値であることはいうま

でもない.Rと⑤との直積を定義域とする写像f(p, A) =pl-A(p€R, A€ 5む）

を考える．この写像の値域は~の部分集合となる．よって， pl-A(p€R, A€~) 

に関しでも.怒の中で，ホーキンズ・サイモンの条件に同値な条件はその同値

性を保つ．

定理1 以下の諸条件（ I), CII), C皿）， (IV）は ~f乙属する任意の行列に

関する条件として同値である．

( 1 ) Weak solvability：方程式Bx=c(Bf ~）は，ある正ベクトル e に

対して．非負解玄をもっ．つまり，ヨei.P’ヨxf P(Bx口 c).

C II) Strong solvability：方程式 Bx=c(Bf ~）は，任意、の非負ベクト

ルeに対して，非負解xをもっ．つまり，＼／CfPヨxf P(Bx=c). 
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〈皿〉 ホーキンズ・サイモンの条件：方程式 Bx=c(BE"~）の係数行列

Bの左上隅から順次にとった首座小行列式の値が正数である．つまり，

b11……b," I 

I >O (k=l，…， n). 

bk，……b"" I 

(IV) 方程式Bxロc(BE" 思）の係数行列Bは非負の逆行列B-1をもっ．

証明は省略，二階堂（6) 13ページ定理 1, 114ページ定理3，を参照．ま

たは．二階堂（5)67ページ定理 1, 69ページ定理2，を参照．

上記の諸条件 CI). (II). C皿〉， (IV）を満たす8の部分集合を，それぞ

れ，＜£，. <£2. [3, [4 とすると，［，＝広2ロ［3=[4 が成立する．乙の集合を庖

とおく．以上の準備を前提として，以下．ホーキンズ・サイモンの条件に同値

な条件で，上記の諸条件とは異なるものを提示し，証明していくことにする．

定理2 ~に属する行列に関して，下記の条件 （A） は，上記の諸条件（ I), 

(II), C皿）. (IV）に同値である．

(A) 'r/CE" p’ヨXf P’（Bx=c). 

（証明） M={B J VcE" P’ヨXf P’（B玄＝c), BE"~｝とする. BE" M ならば

BE"＜£， となることは明らかで、ある．よって.Mc＜£，・

次に， Bf <£2ならば， VeE" P’ヨXE" P (Bx=c）が成立する．これを，成分で

表示すると，

b11X1 +b12X2＋………＋b1nXn=C1 

b21X1 +b22X2＋・・・……＋b2nXn=C2

bn1X1 +bn2X2＋………十九叫ん＝Cn

となる． ここで， biixi=ci-~- bi1x1>0 (i= 1，…，n) (ci>o,.~ b付均三五0(i= 
jキi - - jキ4 ”

/Xt¥ 
1，…，n）） となるから x=I:l>o とならなければならない．乙れで， BE"M 

¥Xn) 
が示されたから，＜£2C M となる．よって，以上により， <£2cMc<£1・
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weak solvabilityと strongsolvability の同値性により， 広，＝M＝広2とな

る．故に，条件（A）が上記の諸条件に I),CID. C皿）， CIV）に同値である

ことが証明された． （証終）

次に，さらに，別の条件を提示し．それが上記の諸条件。）， (II), C皿〉，

(IV). CA）とやはり同値になることを証明する．

定理3 渇~乙属する行列に関して，下記の条件 CB） は，上述の諸条件CI),

(II), C皿）， (IV），および CA）に同｛直である．

(B) Ve二三0ヨx二三o(Bx=c).

（証明） M’ロ｛BIBf~ , Bは条件 CB）を満Tこす｝とする．

Bf M’ならば‘ Bf {BI Vc>oヨx二三o(Bx=c）｝となるから. Bf {Blヨc>

oヨx孟o(Bx=c）｝.よって， M’c広1・

次に， Bf 広2 とすると， e二三o,x=o l乙対しては， Bx=cは絶対に成立しえ

ない．よって， BfM’．これで広2C M’が証明された．以上により， 広2CM

C庖tが成立する．しかるに， 広1＝広2だから， 広1=M’＝厄2 となる．これで定

理が証明された． （証終）

きて，以上で，ホーキンズ・サイモ γの条件に同値な諸条件を提示し，それら

の同値性の証明を終えたわけであるが，上記の互いに同値な諸条件(I),(II〕，

〈皿）， (IV), (A), およびくB）と， これまでふれられなかった別の条件と

の関係を系として．次に述べておしこれは次節で有効に使用される．

系上記の諸条件 CI),(II). C皿）. (IV), (A），および （B）のいずれ

かが成り立つようなBの対角元素は正である．

証明は省略，定理2の証明の過程から，ただちに，導出される．

2 フロベニウスの定理の証明

まず，本節で取り扱う問題とその論点を略記しておく．前節と同様に．実数

の集合Rと非負行列全体の集合5むとの直積を定義域とする写像 f(p,A)=pl~ 
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A (p f R, A E SD）を考える．値域はちである．定義域をRとある 1つの非負行

列との直積に制限した写像の像は， pがマイナス無限大から，プラス無限大へ

と変化するとき，どのようになるだろうか．この問題に関して，ブロベニウヌ

の定理を証明しながら，逐次，次の諸点、でa 検討を試みていくことにする．

i ）そのような像のうちで広の中に入るものが存在するか．

ii）そのような像が存在するとすれば．その像の集合のもつ性質は何か．

iii）像が広に含まれるための条件は何か．

以下，フロベニウスの定理の証明を行っていくわけだが，その前に，証明の方

針を簡潔に述べてお乙う．乙乙では，二階堂（6）の中でのL(A）とM(A）（乙れ

らの定義は，以下の証明の過程で明示される）が， L(A)nM(A)=<b, L(A) 

UM(A)=Rとなるととを， Gale( 1) 49ページ定理2.10を援用して，証明す

る．乙の乙との成立と， L(A）の元と M(A）のそれとの大小関係をも併せて

考慮すると， L(A）に最大数があるか，または M(A）に最小数がある（二階堂

仁6)41ページ，連続の公理）．そこで，以下に述べる.t(A)=inf M(A）が， M

(A）事J.(A）となることを示せば，上述のことから， J.(A）ロmaxL(A）となる．

乙のような手順で．定理（二階堂（ 6) 120ページ参照）の証明を行っていく．

定理4（フロベニウスの定理） Aを非負行列とするとき，

( i ) Aは非負の実固有値をもっ．最大非負固有値 J.(A）に属する非負の固

有ベクトルx二三0が存在する．

(ii) ある玄二三0 に対して， Axミμxがなりたつような実数 μは．不等式

μ孟J.(A）をみたす．とくに，Aの任意の固有値（一般に複素数）を ωとすれ

ば，｜ω｜亘；J.(A）. 乙乙に，｜ω｜は複素数ωの絶対値である．

(iii) ;. (A）はAの単調増加関数である． すなわち， AiミA2逗Oならば，

J.(A1）ミJ.(A2),

(iv) pを実数， Iをn次単位行列とするとき． ρI-Aが非負の逆行列（pl--

A）ー1 をもつための必要十分条件は， ρ＞J.(A).

( V) J.(A)=J.(A’）． 
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実数Rの元 pir., pl-A(A dむ）を対応させる写像を考え， これをfとす

る．そうすると.／（ρ）口pl-Aとかける.fの値域を V（！） とすると. V(f) 

口｛BIB==pl-A,pcR｝となる．

補助定理1 値域 V（乃の元で，かっ6の元となるものが存在する．つまり，

V(f) n［キφ．

（証明） ある x>ol乙対して，

n 

::8 aiJ 句、、 j=!
p;>max 

i Xも

を満たす実数ρは存在するから，そのような pをとると．

n 
X1 I I :t=i a1, x1 

〉

I± an, Zη 
J=1 

つまり， px-Ax>oが成立する．よって，ある x>oに対して，上述のよう

なpをとると， （pl-A)x>oとなり， pl--c-Aは weaksolvability を満たし

ている．故に， V(f)n［キふ （証終）

乙の補助定理 1は，上述の i）の解答となっている．

補助定理2 ある pt乙対して， pl-AE［とすると． ヴ＞Pなる d に対しで

も， dl-Aε［となる．

（証明） pl-Ae ［であるから．ある x>ol乙対して．（ρI-A)x>oとな

る．そのxl乙対して， （d-A)x一（pl-A)x==(d-p)x.とζろで， （dl-A）ー

（ρI-A）ロ （dーρ）IミOだから（σ－p〕x>o・

よって， （dl-A)x＞（ρI-A)x>oとなる. dl-Aもweaksolvabilityを

満足するから， dl-AE [. （註終）

補助定理3 pl-A E ［となるような pの集合は下に有界である．

（証明） 前節の系より.pl-A E ［であるためには，対角元素が正である
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こと， つまり ρ＞maxaii孟Oであることが必要である． よって． そのよう

なpの集合は下に有界である． （証終）

M(A)== ｛ρlpl-A c [,pc R｝とおし下に有界な実数の集合は下限を有す

るから，それを， infM(A) ==J. (A）とする．

補助定理4 J.(A）は M(A）に属きない．つまり， J.(A）辛M(A).

（証明） J.(A) c M(A）とすると，ある x>oに対して， J.(A)x>Axが

成立する．そうすれば，

広

一α

一

時
呂
内
一
向

A
 

7
A
 

n
t
 

m
 

くくn
U
 

となる eに対して， （J.(A）ーε）x>Axが成立して， （J.(A）ーε）I-Aも広の元

となり. J.(A）の定義に矛盾する． （証終）

次に，｛plヨx二三o(Ax孟ρx）｝というRの部分集合を考え， L (A)= {plヨx二三
内

(Ax三三px）｝とおしここで， p三五oなる pt乙対しては，ヨx二三o(Axミpx）とい

う条件が成立する乙とは明白である．

補助定理5 L(A) n M(A) ＝＝仇 L(A)U M(A) ==R. 

（証明） 乙乙で， M(A）と L(A）を再記しておく．

M(A) == {p I Ve逗oヨx逗o((p/-A)x==c)}== {pl Ve孟oヨx話。

((pl-A)x==c)}. 

L(A)=={plヨx二三o(Ax詮px)}== {plヨc豆oヨx二三o((pl-A)x

ロc)}. 

M(A）と L(A）の定義から明らかなように， L(A)n M(A) ==¢. 

次に， p産L(A）と仮定すると， vx二三ot乙対して， (pl-A)x話。は成立し

ない．そこで Gale( 1) 49ページ定理2.10により，ある x’孟o’が存在し

て， x’（pl-A)>o’が成立する．つまり，ある x二三ol乙対して， （pl-A’）x>o.

よって pl-A’f［.定理 1により， pl-Ac［. 故に， pcMし4）.これで， L(A)

UM(A) ==Rということが証明された． （証終）

また， Vx c L(A), VY" M(A）に対して， Zくyが成立することは明らか
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であるから，連続性の公理より， J.(A）は L(A） の最大数である．よって，

ヨx三oに対して， Ax逗J.(A)xが成立する．乙れから，二階堂 C6) 122ペー

ジの方針に従う．

補勘定理6 A>Oの場合，ある x二三ot乙対して， Ax=J.(A)x が成立す

る．

（証明） ヨx20(Ax2J.(A)x）と仮定し， Aを左側から乗ずると，

A(Ax)>J.(A)(Ax) 

r Y1 1 

となる．ところで， Ax=y=I : I (Ax>oだから Y>o）とおくと， Ay>J. 
¥ Yn i 

(A)yが成立する．

乙乙で，

（会内Y;

Oくεく m~n I・ .. -). (A) 
¥ .lも

を満たすような εをとると， Ay>(A(A）十ε）y となって， J.(A)+eもL(A)

の元となり，え（A）がL(A）の最大数であるということに矛盾する．よって，

A>Oの場合には，ヨx二三ot乙対して Ax孟J.(A)xが成立していれば，必ず，

等号で成立しているのである． （証終）

補助定理7 AiミA2ミO二＞L(A1）コL(Az).

（証明） p E L(A2）とすると，ヨx二三o（（ρl-A2泳三五o).(pl-A2）ー （pl-A1)

=A1-A2孟Oだから，その存在する x二三ot乙対して，

。孟（pl-A2)X孟（pl-A1)Xが成立する．

よって， （pl-A1)X孟o.故に p<:L(A1）.したがって， L(A1）コL(A2).

L(A2) cL(A1）だから， J.(A1）ミJ.(Az). （証終）

補助定理8 任意の非負行列 Aに対して，ある x二三0が存在して． Ax= 

.l(A)x. 

（証明） 0 l乙単調に収束する正数列｛εγ｝をとり， Aに上方から近似する正

行列Ar=(ai;r）， αifr＝αirトεγ（r=1, 2，…）を考える.X(Ar）に属する非負固有

ベクトルの存在性は補助定理6で証明されているので， え（Ar） に属する固有
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ベクトル Y 1:. {xi －~ぬ＝ 1, xiミo(z=l,2，…，n）｝をとると， Arxγ＝l(Ar)xr

(r= 1, 2，……）．補助定理7により， l(A1）ミl(A2）逗……主 l(A）.単調減少

数列は下限に収束する．よって｛l(Aγ）｝ (r=l,2，…）は l(A）に収束する．そ

の部分列も，やはり， え（-<1）に収束することは明らかである．また， {xr｝の

各項は. {x I~ xi= 1 , xiミo(i=l,2，…，n）｝（コンパクト集合）の元である．そ

こで，点列｛xづから収束する適当な部分列｛xr.l｝を選び出すことが可能であ

り，その部分列の収束値を xととると， lim(Ar.1Xr.l_l(Ar.1片付）＝oだから，

Ax-i(A)x=oとなる．故に， Ax=l(A)x. 乙乙で， x二三o. （証終）

以上の諸補助定理から，定理4が成立することを確認しておこう．

（定理4の証明）

( i ) 補助定理8より，導出される （＂： l(A) =infM(A）詮0).

(ii) l(A) =max L(A）となる乙とから．導かれる．後半の証明は省略，

二階堂 C6) 121ページ参照．

(iii) 補助定理7.

(iv) l(A）の定義と定理 1より，明らかである．

( v) det (pl-A) =det (pl-A’）だから， l(A)=l(A’）． （証終）

最後に， fの像に関して，検討すべき点が残っているので，乙れを吟味して

おく． i ）に対しては，既に，補助定理 1で解答を与えておいた. ii）につい

ては， 補助定理2，補助定理3. 補助定理4がその解答となっている． つま

り. l(A)<pなる pに対しては.pl-Aは， gの中に，入りつづける.iii）の

像が広の中に入るための条件は， P>l(A）となることである．

m 国際貿易の線型理論

l 一般理論

a）静学モテ、ノレの可解性

いま，世界経済がn個の国から構成されているものとし，第 i番目の国の国
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民所得をぬであらわす．きて，第 i番目の国の総生産は，自国，あるいは自

国以外の諸外国で需要される．ここで，第 j国の第 i国からの限界輸入性向を

a1.1・第 i国の自律的な支出（autonomous expenditure）りをのとする．

そうすると．総支出が産出量に等しいという均衡条件は，

X1,口五ai1x1+ci (i=l, …，n）と表わされる．

きて，ベクトルを，

X1 

x= 

Xn 

と定義し，行列を，

Aロ

C1 

e= 

c叫

。11 a12・・・・・・a1n

α21α22・n ・“α主n

α也1 αn2・・・・・・α也 %

と定義すれば，乙の体系は簡単に，

([-A) x=c ( 3. 1 ) 

と表わすことができる．経済学的観点から推して． X, C は非負ベクトル， A

は非負行列である．

と乙ろで，このように定式化すると，非負なる自律的な支出ベクトル cに対

して，非負解xが存在するか否かが．吟味されねばなるまい．第H章定理1か

ら推察されるように， I-Aがホーキンズ・サイモンの条件を満足することと

上述の存在性とは同値である．また，フロベニウスの定理より， Aのフロベニ

ウス根が 1より小であることが，上述の存在性と同値である．さらに，第H章

で述べておいた条件のなかで，ホーキンズ・サイモンの条件に同値なものを満

たすことと，上述の存在性とは同値である．これで，任意の非負なる自律的な

支出ベクトル cに対して．非負ベクトノレXの存在性の条件が確認、された．

最後に，本項で述べた問題をめぐって， Solow( 9）に，非負行列の構造に
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ついての認識の不完全な点があると思われるので，それを指摘しておく．

Solow ( 9) (31ページ～32ページ）では， A>Oの場合に， I-A に関し

て，ホーキンズ・サイモンの条件と第H章の条件 （A）とが同値であるとし，

A；三Oの場合には， I-Aに関して．ホーキンズ・サイモンの条件の成立は第

H章の条件（II）の成立を保証すると述べている．このように， Solow( 9) 

に於ては， A孟Oの場合にも， I-Aに関して，ホーキンズ・サイモ γの条件と

条件 （A）とが同値であるということを認識していない．これらの同値性は．

第H章で提示した非負行列定理（定理2）に於て，指摘している．

b）動学モデルの安定性

前項で，世界経済の均衡を，静学的に，つまり時聞を考慮せずに，考えた．

本項では，動学的に，すなわち時間を顧慮して，展開していくことにする． t 

期における第 i番目の国の国民所得をぬ(t）で表わす． ここで，次の仮定を

おく． i ) t十 1期における第 i番目の国の総生産に対する第 j番目の国の需

要は，前の期，つまり t期における第 j番目の国の所得に比例する．

この比例定数を向j とする．

ii) 各国の自律的支出は，毎期一定である．第 i国の自律的支出をのと

おし

これらの関係を定式化すると，動学的均衡条件は，

ぬ (t+l）口五向1x1(t)+ci (i=l, ・・,n) 

と表わせる．ベクトルを，

X1(t+l) J ( X1〔t)

I , x(t）口 l

z匁（t"+1 ) / ¥ Xn( t) 

Ct 

x(t+ 1）ロ ' c= 

Cn 

と定義し，行列を，

n

n

n

 

1

2

n

 

G

G

G

 

n
4

内

a

n

4

1

2

官

α

G

H

叫

1

2

n

 

G

G

G

 

｛一A
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と定義すると，簡単に，

x(t十1)=Ax(t)+e (t=O，…） 

と表わすことができる．乙乙で， c孟oとする．

x(O）からはじめて，逐次，求めていくと，

x(l) =Ax(O）十c

x(2）ロAx(l)+e口 A(Ax(O）十e)+e

ロ A2x(O)+Ae十c

(3.2) 

一般に x(t)は，

x(t)=Atx(O)+(l十A＋…＋At-t)e (3.3) 

と類推できる．ここで， tをプラス無限大にすると x(t）が，静止解 （［－A）ー＇e

に，収束するか否かが，本項での論点となる．つまり，いかなる状況のもとで，

上述の動学体系が安定であるかを明確にすることが必要である．これに関して

は，次の定理が解答を与えてくれる．

定理5 A；三Oの場合，以下の 3条件は同値である．

i) Ve主主0~乙対して，動学体系の解（x(t）三三o, t=O，…）は，静止解（［－A）ーte

に収束する．

ii) Aの全ての固有値の絶対値は 1より小である．

iii) I -Aの首座小行列式の値は正である．つまり，

b
ル

bι
附

，
 
．．
 
・・・・・・・・・

b自
w

a

a

 a－－
A
 

G

M

M

 

－

α
 

ト
：
：
：
：
・
一

>O (k=l，…，n) 

である．

次の定理が成立することを証明しておけば，この定理の成立は，定理 1より，

導出される．

定理6 A詮Oの場合，次の 3条件は同値である．

i) Ve孟0』乙対して，動学体系（3.2）の解（x(t）孟o,t=O, 1，…）が静止解

([-A）ーtel乙収束する．

ii）行列Aの全ての固有値の絶対値が 1より小である．

iii) (l-A)-1が非負である．
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証明を試みる前に，補助定理を証明しておく．

補助定理9 非負行列Aの全ての固有値の絶対値が 1より小となるための必

要十分条件は，その行列Aのフロベニウス根が 1より小となることである．

（証明） フロベニウス根が 1より小であれば，フロベニウスの定理より，

Aの任意の固有値ωに対して， ｜ω｜豆l(A)<l が成立する． このことから，

任意の固有値ωに対して，｜ω｜く1となる．

Aの全ての固有値の絶対値が 1より小であれば， Aのフロベニウス根も，定

義より固有値であるから， 1より小となる． （証終）

補助定理10 AミOの場合， (I-A）一1 が非負行列となるための必要十分条

件はAのフロベニウス根 l(A）が 1より小となることである．

証明は省略，第2章§ 2より，ただちに，導かれる．

以上の補助定理の成立を前提として，定理 6の証明を行っていくことにす

る．

条件Aから条件Bが導かれることをA今Bと書くことにすると，本定理の証

明には， iii）キ ii)=>i）今 iii）を示せばよい．これが証明されれば，上述の条

件のどれを仮定しでも，他の二条件が導かれる．

（証明）イ） iii）今 ii）は補助定理9，および補助定理 10より明らかで、ある．

〉 ロ） ii）今 i）行列Aの全ての固有値が 1より小であれば，補助定理9より．

フロベニウス根 l(A）は1より小である. (3. 3）で， l+A十…＋At-1は， tを

プラス無限大とすると， (I-A）ー1に収束する（二階堂（6) 132ページ系）．

また， tをプラス無限大とすると， P はOに収束する （二階堂（5)79ベー

ル ジ定理2）.したがって， limx(t) = (I-A）ーleとなり， i）が成立する．

ハ） i ）今iii).x(t）孟o(t=O, 1，……）だから limx(t）ミ0・

Ve~三of乙対して，ヨx(t) (t =0, 1，……）が存在して， limx(t) = (I-A）ーleな

らば， I-Aは定理 1のstrongsolvabilityの条件を満たす．よって．定理 1

より. (I-A）一1孟0となる．以上で，定理6の証明がなされた． （証終）

上述の定理から看取されるように，動学体系（3.2）の安定性と同値な条件



- 16ー

を導出してはいるが，非負行列Aに対して， I-Aの左上隅から順次にとった

首座小行列式が，全て，正数であるか否かを吟味するのは，余りに，繁雑すぎ

る．検討の手／I買をより簡潔にするために，同値な条件ではないが，安定性のた

めの十分条件をここに掲げておく．

定理72) A孟0,S；＝玄ai;(j=l,2, ・・・,n）とすると， S；く1(j=l,2，・・，

n）ならば，動学体系（3.2）は安定である．

（証明） 二階堂 C6) 140ページ定理3，二階堂（5)88ページから明ら

かなように， l(A）亘m_axs1く1. よって l(A）くlとなり，動学体系（3.2)

は安定である． （証終）

乙の定理から次のことが明らかになる． t期の所得を，全て， t + 1期の，

自国を含めた諸外国からの輸入に，あててしまわないというようにAの構造が

なっていれば，動学体系（3.2）は安定だということになる．

次に，分解可能性，および分解不能性の定義を与え，経済学的解釈を附して

おく．

定義一般に， n次非負正方行列 A=Cai；）の行，列の番号 N={1,2，…， 

n｝が二つの空でない部分集合L,Mに分割され， N=LUM,LnM＝仇 Lキ

仇 Mキφとなり，

ai1=0 (iEL, j E M のとき）

が成立するとき， Aは分解可能であるという．分解可能でないとき，分解不能

という．分解可能な行列は適当な置換行列Pによって，

( A, ¥ 
I A2 I 

P-1 AP= I －－－－，，勢 l

¥ 0 --,,,Am! 

というかたちになる．左下側のOの部分にある元素はすべてゼロであり．右上

側の婚の部分には非負の元素がある．

諸国のグループで，そのグループ以外の諸国からは決して輸入しないという

ようなグループを閉じた経済ブロックと呼ぶ.Aが分解可能な行列であれば．
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フそのブロックに対する自律的支出の効果は，閉じた経済ブロックが存在し，

その閉じた経済ブロックに対すつまり，ロック外に“leak”するととはない．

そのプロックに属きない諸国に対しては誘発的な需要る自律的支出の変動は．

そのプロックというのは，( derived demand）を創出するという乙とはない．

とれそのプロック内の諸国のものを需要するだけだからである．内の各国は，

が分解不能行列となると事情が異なってくる．分解不能な場合には，世界のど

せいぜいn-の国かに費いやされた自律的支出は，結局，部分的ではあるが，

1年後までには，他の諸国にも影響を与える．

上述の定義を加味して，非負行列AI乙対して，（3.2）が安定となるさらl乙，

ための十分条件をのべておく．

のうち少く

となる．

かつ 呂1ai1(i= 1，…，n) 

とも一つは 1より小であり，他は 1より大でないならば，え（A）く1

m:x1言内手1, m!n ~ aiiく1

A；三Oが分解不能であり，定理83) 

となることは上述の条件から．（証明）

n n n 
mヂヨat1＝円in完at1ならば， J.(A)<t.m子三 at;

＞ ηin~ ai；ならば，二階堂（5)88ページより，守泊三 aiJく J.(A）く可ax

呂aげとなる乙とから，やはり. ,t(A）く1. （証終）

定理9

ここで，明らかで、ある．

Aのどの列和も 1以下とする．そうAを分解可能な非負行列とし，
3ト

Aの全ての固有値の絶対値が 1より小となるための十分条件は，すれば，

1より小なそれぞれ，少くとも 1つ，A,,・・・・・・, Amが，p-1A Pの対角小行列．

る列和を持つことである．

det (J...l-A)=det(U-P-1AP)=det (J.ln1-A1）・det（ぇι2-A2)（証明）

ま….. • det （）.んm-Am）より，｛J.11J...1-A I =0} = {J. I IHn,_,A, I =0，……， 

A，，・・・・H ・・・，A怖が，それぞれ，少くとも 1つ，たは｜えんm-Aml=0｝となる．

1より小なる列和を持ち，他の列和は 1より大とならないから，｛I ,t I 11 Hnt一
よって｛IJ.11IH-AI =0} 

（証終）

Atl =0} (i=l, ....・・， m）は｛Ji）.くりに含まれる．

も｛,ti,tくりに含まれる．
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C ）静学モデ、ルと動学モデルの関係

前項で，既に，明らかにしておいたが，静学モデ、ルの非負値条件と動学モデ‘ル

の安定性の条件は同値となる． ζれを集合の記法で表示すると， {All-Ad[, 

Aミ0｝ロ｛AIve注ol乙対して， x(t+l)-Ax(t)=cの解 x(t）孟o(t=O, 1，…） 

が存在して， ([-A）ーle に収束する． A孟0｝となる． 森嶋（4)54ページ

では．下記に定理として掲げるように．安定条件と静止解の正値条件とを分解

不能性の上で，とらえることを強調している．しかし，前項で述べておいたよ

うに．広く，任意の非負行列の上でも，同値となることはいえるのである．但

し，第H章の非負行列定理（定理2）から推されるように， c>oなる場合に

限り， x>oの存在が保証されている．

定理10 Aミ0.Aが分解不能であれば，（3.1）に於て，任意の半正ベクト

ルcに対して正ベクトル xが存在するための必要十分条件は，動学体系（3.2)

が安定となることである．

（証明） 動学体系（3.2）が安定であれば， I-Ad£.A は分解不能だか

ら， I-Aの逆行列（［－A）一1は正行列である（二階堂（5〕86ページ（ 3 )). 

よって，任意の e二三0に対して x= (l-A)-1c>oとなる．

次に，任意のc20に対して x>oが存在すれば，明らかに， c>o t乙対し

ても， x>oが存在し， weaksolvabilityを満たす． よって I-Ad£となり．

動学体系（3.2）は安定となる．

2 特殊 理 論

a）静学モデの可解性

（証終）

本項では，下記の状況のもとでの均衡の存在性に言及する． i ）第 i国の総

生産に対する需要は，完全に，自国を含めた，諸外国の所得に依存している．

前節での cは， C 口 0となる.ii）各国は，ちょうど，自国の所得分だけ，自国

を含めた諸外国から需要する．つまり，第 j国の所得を勾，第 j国の第 i国

に対する需要をぬj とすると，呂 Xij=XJ (j= 1, 2，……，的.iii）各国の輸入

構造は，所得に関係なく，一定である．したがって， aiJ を第 i国からの輸入に
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費いやされる第 j国の所得の割合とすると，
n 

aiiミ：0, 呂aii=l (j=l,2，……，n) 

となる．きて，ベクトルを，

X1 ) 
・ E・ E．， 

x= I : I 

と定義し，行列を，

・ 1・ E・ E

Xn) 

α11 a12……αln ¥ -4) 

α21 α22・・・・・・a2nI 
A= I I 

G叩1an2・・・・・・αnnl

と定義するならば，総需要が産出量に等しいという均衡条件は，

Ax=x 

で表わされる．
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(3.4) 

上記のような設定のもとで，はたして，均衡的な状況を現出させる所得の組

が存在するだろうか．これに対しては，次の定理の成立を述べれば，十分であ

ろう．

定理11 Aが交換行列であれば． Ax=x となる半正ベクトル X が存在す

る．

（証明） 今in芸1内孟,t(A）孟m広三aii （二階堂（6) 140ページ定理

3，二階堂（5)88ページ（9））より，え（A)=lが成立する．つまり， Aのフ

ロベニウス根は 1であるから，フロベニウスの定理により， え（A)=lに属す

る非負の固有ベクトル x二三0が存在する．

（証終）

ここで，上記（3.4）式を満たすような x二三oを均衡ベクトルと呼ぶことに

する．次に，設定されたモデ、ルの範囲内で，いかなる状況のもとに，各国が正

なる所得を有することが可能となるか．つまり， A孟Oが如何なる条件を満足

するときに. (3.4）式は正の均衡ベクトルを有するのか．以下．これを，考え
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ていく．

定理12 交換行列Aが分解不能ならば任意の均衡ベクトルxは正であり．

それは，正の定数倍を除いて，一意に定まる．

（証明） Aは分解不能だから，とにかく， J.(A)= lに属する正固有ベク

トルxが存在して， しかも， J.(A）に属する任意の固有ベクトルは，この xの

定数倍である（二階堂（5)86ページ C1 ））.よって，均衡ベクトルの定義よ

り，任意の均衡ベクトルは，乙の zの正数倍となる． （証終）

したがって， Aが前節で定義を附しておいた分解不能性を満たす場合に，上

述のような状況が成立するのである．

b）動学モデ、ノレの安定性

まず， t期に於る第 i番目の国の所得をぬ(t），第 j国の第 i固に対する需

要をね／t) と表わす．乙こで，次のような諸仮定をおく．

i ) t + 1期に於る第 i番目の国の総生産に対する第 j番目の国の需要

約／t+l）は，前の期，すなわち t期に於る第 j番目の国の所得に比例してい

る．この比例定数を ai1 とおし

ii）自律的支出は存在しない（ci=O).

iii）各国は前の期の所得を．次の期の自国を含めた諸外国に対する需要にあ

ててしまう．つまり， 勾(t）口言1aiJX〆t) (jロ 1,2, ..・ H ・，n).

経済学的に推して，， t期の所得勾(t）がゼロとなることは考えられないか

ら，言α戸 l(j=1，…・・，n）となる．したがって，以上の設定のもとに，動学

的均衡条件は，

W 十1)＝五αiJXJ(t) (i=lム・・…，n)

であらわされる．

前項と同様に，ベクトルを， x1(t+l) 

れ (t+1) 
x(t+l)= I 

Z時 (t+l)/ , 
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x(t) = 

X1 (t) 

Xz(t) 

Xn(t) 

のように定義し，行列を， i

A=  

a11 a12・・・・・・a1n

a21 a22・・・・・ •a2n

αnl an2・・＇＇＂ ann

のように定義するならば，上述の動学的均衡条件は簡単に，
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x(t十1)=Ax(t ), x(t）孟o(t=O,1，…） (3.5) 

とあらわすことができる．

次に，本項では，以上の設定のもとに，所得ベクトノレの変動の様相を取り

扱う．つまり，時点Oより， tが変化していくにつれて， x(t）が如何なる変

動を示すかを論ずる.Aは上記の仮定より交換行列である．まず最初に， Aが

分解不能性を満たす場合を考察していく．分解不能行列A』乙関して．次のよう

な定義を与えておく．

定義交換行列Aは， X0Vロ幻を満たす任意の半正ベクトル Xol乙対して

Akx。の列がxk収束するような非負ベクトル Xが存在するならば，安定であ

る．集合の記法で示すと，｛AIAは安定である｝＝｛AIヨx二三O¥t'XodXoI XoVロX

v} （点列 Akx。（k=1, 2，……）がxl乙収束する）｝．乙れは， Gale( 1) 272ペ

ージで与えられている安定行列の定義である．

乙の定義と二階堂（ 5）の安定行列に関する定義との同値性を次節で証明す

る．

定義交換行列Aは，もし指数の集合 N={l,2，……，n｝がm個の部分集合

S1, S2……Smに分割きれて， r<m について， j€Sr, i € Sγ＋1の場合，および

j€Sm, i€S1 の場合を除き， ai1=0 となるならば，周期的（periodic）であると

いわれる．
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さて．上記の定義を前提として，次の定理が成立する．

定理13 分解不能な交換行列は安定であるか周期的であるかのいずれかであ

る．

証明は省略， Gale( 1) 274ページ定理8.4，二階堂 C5) 109ページ定理 1

を参照．

乙の定理から， Aが分解不能行列であれば．上記の動学体系は安定である

か，周期的となる．

最後に.Aが完全分解可能な場合には，乙のサプモデルの構造に従って，安

定となるか，周期的となる．

c）静学モデ、ルと動学モデルの関係

交換行列Aが分解不能な場合．安定であれば． t→∞とすると， x(t) =Atx 

(0）が，あるベクトル玄に収束することは，次節より，明らかとなる．この A

は，どのような性質のものなのか．これと， a）項の体系（3.4）と如何なる関

係にあるのか．以下，これらについて，検討していく．但し， x(O）二三oとする．

定理14 交換行列Aが，分解不能，かつ，安定であれば， t→∞とすると．

x(t)=Atx'(O）は静学体系（3.4）の均衡解に収束する．

（証明） x=lim x(t)=lim x(t+l)=lim Ax(t）ロ Alim x(t) =Ax. こ

のことから， xが静学体系（3.4）の均衡解となる（・．・ヨジ（Aν＞O)). （証終）

3 安定行列に関する Galeと二階堂の定義の同値性

第皿章§ 2で指摘しておいたが，本節では， Gale ( 1）による安定行列の定

義と二階堂（5）によるそれとの同値性を同ーの非負行列の集合の上で証明し

ていく.Gale ( 1）の定義は前節で与えておいたので．ここでは．省略する．

二階堂 C5) 90ページでは，安定行列の定義を下記の如く与えている．

二階堂〈ラ〉による定義：行列Aは非負，かっ，分解不能とする.k=l(A）と
Ak 

おくとき， 'ix之o 附して，~＿！！！子 Xoが存在する場合に Aを安定行列

という．
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Llk 

集合の記法で示すと． {AJAは安定である｝ = {A¥ ¥iX020ヨXfRn(lim二~
k→∞え（A)k'

x。＝x)}.

ただし， Gale C 1）は交換行列の上で定義し，二階堂（5）は分解不能な非

負行列の上で定義している．本節では，分解不能な交換行列全体の集合の上で，

乙れらの安定行列に関する定義が同値となることを，証明していく．

（証明） Aが分解不能な交換行列だから， l(A)= 1.よって，二階堂 σ〉

による定義は， {A¥Aは安定である｝ ={A¥'v'X020ヨXf Rη （lim Akx。＝x）｝と

なる． A f {A Jvx。二三oヨXf Rn (lim Akx。＝x）｝とすると， Aに関して， 'v'Xo 
k→∞ 

二三0ヨX E Rn Clim Akx。＝x) が成立する．

と乙ろで，二階堂 (5）の意味で， Aが安定であれば，適当な νに対して，

Aν＞O となる（二階堂 C5) 93ページ C1 ））.よって， hミνに対して， Ak>

O が成立する．

したがって， ¥iXo二三oヨx Clim Akx。＝x>o）.乙の存在する x>oは l(A)= 1 

に属する固有ベクトルである（・.・x=limAkx。＝limAk+lx。＝AlimAkx。＝Ax).
k→00 k→00 k→∞ 

故に， ¥ix。二三ol乙対して， Akx。（k=1, 2，……）は， ,t(A) に属する正の固有

ベクトルに収束する．

xv=m>Oとすると， ¥iX0f {X。lxoV共＝m,x。二三o｝に対して， Akx。（kロ 1,2，… 

…）がxl乙収束しないことを示せば十分である．

/Xo ¥ 
X0V=m’キffl (X02:0だから m’＞O）とすると， （ーっ） V=l となるから，

¥m I 

lJ~II m’似合） 11 =m’キm=II xii （ここで， IIx II= Ix, I+ Jx2I十 ・+ lxnl）・

したがって， limm' ( A k 竺) = lim A k x0キX となる．故に， ¥ix〆｛XoI XoV = 
k→oo ¥ rn I k->OO 

ffl, X。二三o｝に対して， 点列 Akx。が xt乙収束する．

逆に， Af {Alヨx二三O ¥iX0f {Xo I X0V =XV, X。二三o}（点列 Akx。は xt乙収束す

る）｝ ならば， xv=l>Oとすると， Vyf {yJy=x。／／，X0V =/, X。二三o}=Snに対
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して，点列 A"yはx/l二三0f乙収束する． 故に，＼：.／X0E{x。Ix。二三o｝は，ヨα＞OヨYe

Sn (x。＝αy二三o) と表わされるから， vx。二三ヨま二三o( lim Akx。＝limAk（αy)= 

αlim Aky＝α・x/l＝主二三o) となる． （証終）
h→開

（註1）第 i国IC.対する需要の内で，各国の所得に依存しない部分．

（註2）定理6から，明らかなように，安定性の条件は， I-Aがホーキンズ・

サイモンの条件を満たす乙とと同値である．よって，乙乙に掲げる条件は，

I-Aに関して，ホーキンズ・サイモンの条件が成立するための十分条件

に他ならないというととは理解されるであろう． これが， 周知の Solow

の列和条件である．

（註3）乙のととは，二階堂〔5)88ページより，列和に関しても成立するとと

がいえる．

（註4）乙の行列Aのことを， Gale〔1）では，交換行列（exchange matrix) 

と呼んでいる．以後，との用語を使用する．これは，確率論での確率行列

に，相応している．

W 結語

本稿の骨子は，第 1章序論的考察に於て，詳細に述べておいたので，ここで

は，若干の補足を附して，稿を閉じることにする．

まず，最初に， ホーキンズ・サイモンの条件とドミナγ ト・ダイアゴナル

( dominant diagonal）を持つこととが， ?Bn {A I AE m, a“＞O(i= 1，…，n)} 

に属する行列に関して，同値となることを指摘しておしこれらの同値性は，

Gantmacher C 2 ) 86ページ補助定理3を援用すれば， MckenzieC 3 ) 60ペー

ジ定理4’より，直ちに，導出されうる．

次に，第E章§ 3で，安定行列についての二階堂（ 5）と Gale ( 1）の定

義の同値性を，分解不能な交換行列全体の集合の上で，証明したが，これらの

同値性は，安定行列に関する Gale( 1）と二階堂 (5）の定理群を比較する

際に，効力を持つこととなろう．

最後に，第皿章に於て使用した動学モデ、ルという用語は， GaleC 1 ), Solow 

(9）の用法に従っており，加速度原理を導入した動学的レオンティエフ・モ

デノレ〈武野・時政（10）第4章参照）とは異なることを附記しておく
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