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昭

資産選択の理論は，またポートフォリオ・セレクションともよばれるが，こ

れまで ITobin, H. Markowitz, J. Lintner, A. Roy らによって，豊かに展

開されてきた。本論では，この流れに沿って資産選択の理論構造を把握するこ

とを狙いとしている。

資産選択理論は，形式的には制約条件下の最適問題を取り扱うものである。



- 64- 資産選択の理論構造

従って，その操作はし、きおい数学的に展開されざるをえない。しかし，定式化

にいたるまでの基礎的な理論展開こそが，理論の成否にかかわるところである

ので，第一章では，選択決定の目標となる行動基準に関して，特に重点をおい

て展開している。

第二章は，導出された行動基準に従って，最適な資産構成（最適ポートフオ

リオ）が，し、かに決定されるかを取扱っている。このプロセスは，機会軌跡の

導出とその最適決定との 2段階に分けて展開される。

つづく，第3章は， Royにより提唱された「安全第一原理」を検討し，そ

れを最適資産決定に応用する口この原理は，期待効用最大化原理と似た点もあ

るが，その発想、には見逃せないユニークさがある。そこでは，効用関数に関す

る情報が必要とされないのである D

第一章資産選択の行動基準

1-1 資産選択と不確実性

資産選択の理論は，投資主体（投資家ともよぶ）の保有する資産総額を所与

とするとき，そのポートフォリオ（資産混合）をし、かに配分・構成するかにつ

いての最適化問題である。ここでポートフォリオとは，各種資産の組合せの配

合比構成を意味するものとする。

対象となる資産は，現金・株式などの金融資産，家屋・設備などの実物資産

等々，いろいろ考えられるが，ここでは一般に市場で取引されるものはすべて

対象に含まれるものとしようロ

ところで，これら各種資産のもたらす収益は，将来の出来事に属しているの

で，不確実かつ不慮の損失の危険におびやかされていると考えられる。したが

って，資産選択論は，不確実な収益をもたらす各種資産をいかに構成して最適

ポートフォリオを見い出すかとしづ問題となる。そこでは予想と結果とが 1対

1に対応する確実性下の選択問題とは，本質的に異なった取扱いが必要となっ
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てくる。この不確実性を保った決定問題という点こそが，従来のミクロ経済学

の決定理論と区別する，資産選択論の本質的な特徴なのである。

では，この不確実性（危険と同じ意味とする）を経済行動にとり入れるには

どうすればよいか。それは，この不確実性を確率分布として表現すればよいの

である。もちろん，それは唯一の方法ではないが，現在支配的な方法である。

次に考えなければならないことは，不確実ないし危険が存在する状況下で，

何を最適化の指標すなわち行動基準として採用すべきかとしづ問題である。こ

の問題に対する解答が，次節のテーマである「期待効用最大化原理」なのであ

る。

1-2 期待効用仮説

不確実性あるいは危険のある状況での選択行動を分析する場合，何を合理的

な行動の基準とするかを考えねばならない。

まず＼はじめに「期待収益最大化Jの行動基準が考えられた。だがこれは次

の例にみるように矛盾が生ずる。

いま歪みのないコインを表が出るまで投げつづけるとする。 n回投げて始め

て表が出るならそのとき 2n円の報酬を受けるという賭けを考える。この場合

の収益の期待値は，

さ1c2n）（げ＝2・1+22( 1 )¥. . = ( X )  

となる。賞金の期待値が無限大ならば，その賭けにいくら巨額の金を賭けても

有利なはずである。しかし，人々はこの賭けに参加しないので，これは実際の

経験と矛盾する。この矛盾は，有名な St.Petersburgのノξーラドックスといわ

れるものである。

この事実は，不確実性が存在するとき，人々の行動基準を収益の期待値の最

大化に置くことが，不適当であることを示すものである。

そこで，その解決として考えられたのは1>, D. Bernoulliによる「期待効用
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仮説」であった。これは収益の期待値でなく，収益の効用に対する期待値の最

大化を行動基準とする発想、である。だが，これはギャンブソレの行動が説明で、き

ないとして否定された。

その後， Von.Neumannおよび 0.Morgensternによるエポックメーキン

グな著書， Theory of Games and Economic Behαvior 1944が出るにお

よんで，期待効用仮説は確固とした基礎づ、けが与えられることになった。彼ら

は次にのべるような公理的接近法をとった。

すなわち，その命題は経済主体にとって，合理的かつもっともらしく，否定

しえないような基本的諸原理を設定し，その公理系にそって不確実性下の選択

を行うならば，そのとき，彼は収益の基数的効用関数を設定することが可能で

あり，効用の数学的期待値の最大化を志向するように行動するというのであ

る。

この公理的接近法は，その後いろんな学者により，この公理体系をできるだ

け合理的かつ簡潔にする努力がなされた。ここではその試みの 1つである I. 

Bersteinおよび J.Milnor2）による公理体系を示すことにしよう。

考えられるすべての収益の予想を f, g, h……とし，その集合をSであ

らわす。 J,g,h……は確率分布と想定する。集合Sの任意の元の凸一次結合

はまたSの元であるとする。このとき Sは混合集合とよばれる。

公理 1 集合Sで定義された対関係二三（例えば， f；とgはgはfより選好さ

れないと解釈する）は完全順序である。完全順序とは次の条件を満たせばよ

し、。

( i ）任意の f,gESに対して

fミιあるいは g二三f

が成立しなければならない。

(ii）任意の， f, g, h,S，かっ fミg,g二三h

ならば，そのとき

fミhとなる。
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公理2 任意の J,g, h:Sに対して，

集合｛α｜αf+(l－α）g二三h｝および｛αle二三αf十（1ーα）g}

は閉じている。

公理3 もし f,f’cSかっf～f’（但し～は互に無差別な関係をあらわす）

ならば，そのとき任意の g丸Sに対して，

1 1 1 , 1 
-f+-g～－f+-g 
2 2 2 2 

が成立する。

以上の 3つの公理の意味を考える。まず公理 1は，すべてのSの元につい

て，個別主体が完全な選好順序を決定しうることを意味している。公理2は，

個人の選好順序は確率分布に関して連続であるという意味である。公理3は，

もし個人がfとf’との間の選択に関して無差別ならば，かれはまた AとA’と

の聞の選択に対してもまた無差別であることを意味する。ただし， Aはfある

いはgを得る機会が50対50, A’はfあるいはgを得る機会が50対50であるこ

とを示すとする。

以上のもっともらしい公理系を前提とすると，集合Sに属するすべての元か

ら次の条件を満たす実数値関数Uが存在することが証明できる3）。

( i) f>gならば U(f)>U(g)

(ii) ucαf十（1－α）gコ＝αU(/)+(1ーα）U(g)

さらに， ( i ) ( ii ）を満たす任意の関数 U(f), Uぴ’）について，

Uぴ）＝ω。U(f）十W1

が成立する。ただし w。＞O, W1 は定数。関係＞は選好関係である。

以上により， 3つの公理から出発して，順序保存的でしかも線型であり，さ

らに正一次変換をのぞき一意的に定まる可測な効用関数を導くことができるの

である。これを「期待効用定理」とよぶ。

この定理が成立するならば，投資家は，期待効用を最大化するように行動

するとしづ基準が得られることになる。したがって，各投資家の選好指標は
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E(U(f））であらわされることになった。ただしEは数学的期待値をあらわす。

ところでこの効用の可測性については， Friedman & Savage4）による解釈

がある。概略を述べておこう。

予想fの効用は任意の実数 VCU(f）〕の関数族で与えられる。これを特定化

して考えてみる。いま予想を単位時間当りの収益Rとする。また Pj(R）をR

の発生する確率密度関数とすると，予想は累積確率分布関数となり

め（R)＝；：為（R)dR

とあらわされる。前定理から，選好)l原序特性を満たすような実数値関数の存在

が保証されているので，それをRのある関数C(R）の期待値と想定する。これ

は式であらわすと

ECC1(R)) ＝；二Cj(R）為（R)dR＝仁Cj(R)d号（R)

となる口このような関数C(R）が存在すれば，原点と単位が与えられば，それ

は一意に定まる。また ECCj(R）） は)l買序保存的であるから族 VCU(f）） に属す

る。これを改めて効用とよることにすればよいD このことは

U(f) =E(C1(R)) 

を意味している。

以上で明らかなごとく， C(R）が存在し， f, g, h・日間の序列が指定さ

れると，それぞれ可能な収益を含む予想 f,g, h…の聞で投資家がどのよ

うな選択を行なうかは，対応する序列系列E(Cj(R)),E(Cg(R)), E(Ch(R)) 

……のうちで最高序列水準に対応する予想を選ぶと考えればよいのである。こ

れが期待効用仮説の内容である。

注

1）乙のような学説史的展開は， K.Arrow, “＇Alternative Approaches to the 

Theory of Choice in Risk-Taking Situations，” Econometrica, 1951 に詳

しい。

2) Berstein〔文献2〕．

3) Berstein〔文献2）の p293～p297 に証明があるが，長くなるので引用は避け
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Tこ。

4) Friedman〔文献 1).

1-3 E-V投資基準

投資家にとって，ポートフォリオがもたらす収益は確率分布とみなすことが

できる。そこでその確率分布のいくつかの特性を投資家の合理的投資基準とし

て採用することを考えてみよう。

投資家は収益が不確実なので，最も確からしい平均的結果を行動の目安とす

るであろう。これは確率分布の数字的期待値で表わされる。他の事情が等しい

なら，より大なる期待値を与える資産構成ほど望ましいものである。ところ

が，同じ期待値を与えるものでも，その期待値が実現する確からしさの確信の

程度が異なれば，その聞の選好順序は異なるであろう。その程度は，期待値を

中心とする確率分布のばらつきの程度，即ち分散あるいは標準偏差で測ること

ができる。

かくして，投資家はポートフォリオのもたらす収益の期待値Eと標準偏差V

という 2つのパラメーターで構成される選好関数を最大にするように行動する

としづ仮説が得られる。これを 2パラメーター接近法といい，その行動基準は

E-V投資基準と呼ばれている。これは多くの投資理論で採用されている基準

である。

したがって選好指標をFとすれば，

F=F(E, V) 

となる。

次に，前節でのベた期待効用仮説とこの E-V投資基準との関係を考えて

みよう。いま期待効用仮説にもとづいて行動し，かっ E-V投資基準に従う

とするならば，このとき投資家の効用関数の形状を確定することができる。そ
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れは次の定理によって保証される。

定理nEはRの期待値， Fはf(R）の期待値とする。

このとき， ( i）投資家が，ある効用関数の期待値を最大にし， ( ii）かれ

の選好は， EとFだけに基づくならば，

かれは，効用関数 αR＋ザ（R）の期待値を最大化する。その逆も真である口

証明

U=aR+bf(R）が（ i ) ' ( ii ）を意味することは自明である。その逆， (i)

と（ii）は， U＝αR十ゲ（R）を意味することの証明。もし， （E1,Fi）と （E2,

F2）が2つのポートフォリオの （E,F）組合せならば，「確率ρでポートフォ

リオ l，確率（1－ρ）でポートフォリオ 2としづ確率結合」の （E,F）組合

せ （E0,Po）は，

Eo=jうE1十（1－ρ）E2 

po＝ρFi+(l－ρ）民
である。このことから公理系がこの （E,F）組合せにも適用可能となること

がわかった。例えば，もし （E1,F1)>(E2, F2）ならば，公理Eより ρ（O＜ρ

:s;: 1 ）に対して，

ρ（ E1, Fi ) + (1－ρ）（Es, F's)＞ρ（E2, F2) + ( 1－ρ）（Es, F's) 

となる。したがって公理2は，収益の確率分布の場合と同様に， （E,F）組合

せにも適用できる。公理 lおよび3もまた （E,F）組合せに適用できることが

示される。 （E,F）組合せに適用されるこれらの公理は，これらの組合せが線

形の順序関数

ECUJ＝αE十bF

によって順序づけられることを意味する。 ECWは， U＝αR+bf(R）の期待

値である。（証明終り）

上の定理では，危険の尺度を収益Rに関する関数fの期待値としている。そ

れゆえ危険の尺度はFの定義を満すものなら何でもよいわけである。そこで，

もしRの分散を危険の尺度とするならば， Rの分散EC(R-ECR））勺はRの関
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数 f(R)= (R-ECR) )2の期待値にほかならない。

したがって（ i ）期待効用の最大化を志向する投資家の選好が， ( ii ）収益

Rの確率分布に関する期待値Eと分散 EC(R-E(R))2）に依存すると設定す

るとき，効用関数Uは， Rの2次式となることが明らかになった。

注

1）この定理と証明は Markowitz〔文献4）による。彼の公理体系は，前述の公理

系と比べて，公理2および3で異なってみえるO すなわち，

公理2 J>gならば

αf+(l－α）h＞αg+(l－α）h 

が成立する。

公理3 J>gかっ g>hならば，

g～αf+(l－α）h 

となる定数αが存在する。

しかし，乙の公理はいずれも， Berstein〔文献2〕の公理系から導けるのである。

またとの定理の証明は，他に， MarcelRichter，“Cardinal Utility, Portfolio 

Selection and Taxation，” Review of Economic Studies, 1960. p153～154に

別証がある。

1-4 投資主体の類型

前の定理により，効用関数の形は収益Rvこ関する 2次多項式であることがわ

かった。このことを利用すると，期待効用関数は明確に指定され，また選好指

標Fの具体的な形状とその特徴も明らかにすることができる。効用関数が 2次

式ということを媒介として期待効用仮説とE-V投資基準の選好指標Fとが斉

合するのである。

効用関数を，

U(R）＝αR十占拠 ( 1 - 1) 

dU 
としょう。投資家は収益に関して不飽満であるから，一一一＝α＋bR>Oの範囲

dR 
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で定義される。

( 1-1）の期待値をとると，

E似 R))=aE(R）＋す岐R2)

＝αILR+fb( μいゐ） ( 1「 2)

となる。ここで /LRはRの期待値を， σRはRの標準偏差をあらわすものとす

る。

E(U）をある水準に固定すると， E(U)0をもたらすぬと ILRの関係が求

まる。これは同じ水準の期待効用をもたらす点（μι /LR）の軌跡，すなわち無

差別曲線の式である。

( 1-2）式の左辺を固定し (JR, ILR について全微分し，適当に整理する

と，無差別曲線の勾配色と曲率笠与が得られる。
dσR UσR2 

dμR _ bσR 
dσR- a十bμR

d2µ~ - b｛（α十bμR)2+(bσR)2} 
dσR2一（α＋bμR)3

( 1-3) 

( 1-4) 

( 1-3）および（ 1-4）の符号を調べることによって，無差別曲線の形

状を明らかにできる。

ところで， J.TobinDは投資家は危険に対する選好特性により，次の 3つに

分類できるとした。

( i ）危険回避者，期待値一定のもとで収益の危険が増大すると期待効用が

減少する。記号であらわすと，

。E(U)
一つ「一一口bσn<O。σR --

( 1-5) 

(ii)危険愛好者；期待値一定のもとで収益の危険が増大すると期待効用が

増大する。記号であらわすと，

θE(U) －τ一一一＝b(JR>O。σR ( 1-6) 
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(iii）危険中立者；危険に対して中立である口

a~U) =bσR=O 
σσR 
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この分類を応用すると，無差別曲線は，投資家の危険選好特性により，明確

にその特徴づけができる口

危険回避者は，

学＞O, づ与＞O
UUR  UOR  

であるから，無差別曲線はつねに右上りであり，上方に凹である。

危険愛好者は，

f白く0, 弘一＜O
UUR  u O R  

であるから，無差別曲線はつねに右下りであり，上方に凸である。

危険中立者の場合，無差別曲線は直線となることは明白である。

ここで（ 1 - 7), ( 1 . 8）の符号の判別は，

。E(U)
一一一ァ一＝α＋bJJ.R>O, σR>O vμR 

( 1-7) 

( 1-8) 

がわかっているので，結局（ 1 - 5 ), ( 1 -6）の符号で判別される。

以上3つの無差別曲線の形状は，それぞれ次表に示されている。

結局，投資家の 3つの危険選好特性によって， E(U〕＝F=constは Jl.R, dR 

において， 3つの無差別曲線群として分類されたので、ある。

以上は，効用関数がRに関する 2次式であることを利用して無差別曲線を導

いたので、あるが，同じ結果が別のルートを通じても導かれることが， J.Tobin2) 

によって指摘されている。それは，確率分布が，正規分布のような特殊な分布

関数3）であることを仮定すればよい。

その証明を簡単に示しておこう4¥

ポートフォリオ収益Rの確率密度関数を， ρ（R; /J.R, dR）とする。

効用の期待値は，
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( 1-1)図

μR 

( 1-2）図

μR 

( 1-3）図

μR 
』11

。

資産選択の理論構造

危険回避者の無差別曲線

σR 

危険愛好者の無差別曲線

σ 
R 

危険中立者の無差別曲線

...;;, 

σR 
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ECめ＝仁川）ρ（R;μR, (fR)dR 

と書ける。ここで R=μR十釘R の一次変換を行うと，

ECW ＝~二U（µ山内）ρ（z ; 0. 1 )dz 

になる口上式から無差別曲線の傾きを得ることができる。

d11 ¥ U’（μR十Z・σR)・z・P(z; O. l)dz 
μR  J-oo 

dσR- t:u’（附Z•(fR ） ρ （z; 0. 1 )dz 

この式の符号を調べればよい。
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( 1-9) 

( 1 -10) 

( 1 -11) 

U'(μR十ZσR)=U'(R）は， Rの限界効用であるから常に正である。故に，上

式の分母は正となる。

もし， U がRの減少関数ならば，上式の分子は負となる口それゆえ無差別

曲線の勾配は正となる。定義からこの無差別曲線が特性づけられる投資主体は

危険回避者である。また UがRの増加関数ならば，（ 1 -11）の分子は正で，

無差別曲線の勾配は負となる。このような効用関数は危険受好者を特徴づける

ものである。

次に無差別曲線の曲率を検討しょう。任意の 2点 （(fR,μR）および（σR1,μR') 

とが同一無差別曲線に属し，

U(μR+z・σR)=U(μR＇－トZ・σR’）

／グR十σR’ μR十 μR’l
であるとしょう。この 2点を結ぶ中点（一一一一， ）が，同一の無差¥ 2 2 I 

別曲線よりも高位にあるか低位にあるかを問題にすればよい。いま効用関数の

形状が増加的であるが，その限界効用が逓減的である場合（すなわち危険回避

者の場合）には，

がμ山内）寸 U(μR’十Z・(fR’）＜何h子ι十Z皇子山
が成立つ。したがって中点の期待効用は（σR, μR）および（σR1, μR’）を含む

無差別曲線の対応する期待値よりも高位となる。このことから，危険回避者の
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無差別曲線は必ず上方に凹となる。同様の議論は，逓増的限界効用をもっ効用

関数の場合についても成立し，危険受好者の無差別曲線は必ず上方に凸である

ことが示される。以上で、証明は終った。

これまでの節で，不確実を含む決定理論において，行動目標となる行動基準

ないしは，選好指標を明確に把握できた。従って，次章では，この目標関数を

最大にするには，各資産をいかに構成すればよいか，すわなちポートフォリオ

の最適決定問題に，いよいよ進むことになる。

注

1) J. Tobin〔文献6, 7)参照。

2) J. Tobin〔文献6' 7〕参照。

3）正規分布は， Ci）投資家は分布の期待値と標準偏差が指定されると，すぐ可能な

結果に対する確率を知ることができる（ii）再生性といわれる性質をもっ，という 2

点で重要である。

4）詳しい数式展開は， J.Tobin〔文献6, 7）を参照すること。

第二章最適ポートフォリオの決定

2-1 仮定と記号

前章で述べた行動基準をもとに，本章ではポートフォリオの最適決定問題を

取扱う。最適決定は，

(i）投資機会軌跡の導出， (ii）その最適化

と2段階に分けて行なわれる。まず以下で使用する仮定や記号などを整理しよ

う。

仮定

(a）投資家は保有する資産をいかなる割合でも任意の個別資産に投資でき

る。

(b) すべての資産は将来収益が不確実性をもっ危険資産であり，全部でn個
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あるとする。

(c）個々の資産は完全競争市場で取引され，取引費用や税金は存在しない。

(d) 投資家は借り入れをしない。

( e) 投資家の資産収益は配当・利子やキャピタルゲインを含んでいるものと

する。

(f) 投資家の保有する資産の総現在価値は一定である。

(g) 投資家は，すべて利用可能な資産の予想収益に関するある一定の多変量

確率分布を想定している。あるいは少くとも，それぞれの資産の予想収益

の数学的期待値および任意の 2資産の予想収益聞の共分散を確信をもって

予測しているとする。これらすべての期待値は，保有する資産の大きさ，

その構成から独立な一定の値をとり，分散も同様に一定でゼロでなく，ま

た分散，共分散行列は退化しないと仮定する口

(h）前章で述べたように，投資家の選好関数は，将来収益の期待値と標準偏

差によって構成されている。いま，任意の 2組のポートフォリオが同じ期

待値を与えるならば，投資家は，上り小なる標準偏差を与える構成の方を

好み，逆にそれらが同じ標準偏差をもつならば，より大なる期待値を与え

るポートフォリオを好むとする 1)。

記号

Ri i番目危険資産の収益。

αt i番目危険資産のポートフォリオにおける構成比。

μRi i番目危険資産収益九の期待値。

σRi i番目危険資産収益丸の標準偏差。

σRij i番目と j番目の危険資産収益聞の共分散の。

向j i番目と j番目の危険資産収益聞の相関係数 （仇j＝τ恒子ーなる関係
u Ri U Rj 

がある）。

V 分散・共分散行列。
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p 相関係数行列。

ところで，仮定（b）より

σRi>O 

となり，また仮定（h）より

-1＜向く1

資産選択の理論構造

となる。同じく，行列VおよびPは，対称行列であり，非特異である。

注

1）仮定（h）は，明らかに危険回避者を想定している。

2) 2資産が同じものであった場合には， a2Ri：は分散をあらわす。

2 2 投資機会軌跡

n種の危険資産を編成してポートフォリオをつくる。そのとき構成比は非負

で，その和は 1とする。

n 

α1 十α2十…十αn ：＝ ~αi:= 1， αzミ0

n種危険資産を任意に編成して得られるポートフォリオの収益Rは

R：＝α1R1十α2R2十…＋αηR九＝三ユαiRi

である。

そのとき，収益Rの期待値 /J.Rと分散グR2 を求めれば，

/J.R:=E(Rユ：＝呂αiE(Ra：＝？！αi/J.Rt

σR2:=E仁（R-E(R〕）2):=E（｛~αi(Ri一 /J.RJ}2)

也旬

＝ヨ三 α刈 σRij

n 叫

:= ?! ？！ α4αjβij~Ri~Rj 
i=1 }=1 

(2ー 1) 

( 2-2) 

( 2-3) 

(2-4) 
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となる。

投資家にとって，期待収益が同じであれば，危険はなるべく小さいポートフ

資産選択の理論構造

同一期待収益 μRoを与えるポートフォリオのォリオを選ぶであろう。そこで，

なかで危険臼を最小にする構成比（α1……α九）の組を求める。それは次の最

その解の集合が投資機会軌跡と云われるも小化問題の解として与えられるが，

のにほかならない。

n 叫

問題 CI)Minimize; dR2 = i~ 芸α仰 z仰向j

n 

Subject to ; μR0 = ~ aiμRi 

1 =1:αz 

αtミミO(i= 1…・・・n) 

μRi μRoの数値は所与。ただし， βij，σR幻

この問題は2次計画問題。といわれる。 Kuhn-Tnckerの定理2）を利用すれ

ば，解が求まる。簡単化のため

σRl 

σR叫

伽
一
旬
・
・
川
一
旬

α1σRl I 

α叫んnj 

(2-5) b = α＝ 
一一y

 

ベクトルで、表示される。

問題 CIつMinimize；σ.R2口 y’Py

Subject to ; μR0=y’a 

1 =Y’b 

問題 CI)は，とおけば，

αt二三O

ラグランジュ関数をLとおけば，

L=y’Py+2J...1(μRo-y’α）＋2Az( 1-y’b) (2-6) 

となる 3）。ここで CIつの σJを最小にする条件は，最適解 （zo,J...O）がLの

したがって，次の等式・不等式体系を解けばよし、口非負鞍点となることである。
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θL 
瓦アー＝2Py-2J..1α－2J..2b と0

fJL 
y ・←一一一＝y(2Py-2J..1a-2J..2b)=0 。y

y ミ三O

fJL 円

一一＝イ－y'a=OθJ..1 

fJL 
－一一＝1-y’b=O
fj J..2 

いま y>Oとすると，結局

2Py-2J..1a-2J..2b=O 

μRo-y’a=O 

1-y’b=O 

を解けばよい口

( 2-8）より， IPIキOだから

y=P-1(J..1a十J..2b)

となる口（ 2-11), ( 2-9 ), ( 2-10）より

（引＝l ::;::; :·.;~:: J [ ~: l 
ここで、3

a'P-1α＝α，。’p-1b=b’p-1a＝β，b’p-1b＝α

とおくと， ( 2-12）式より，結局

（；：ト；［ ~β －： 1 ［ケ！

一方，

内 2刊ロω り（；；）

(2一7)

(2-8) 

(2-9) 

( 2-10) 

( 2-11) 

( 2 -12) 

(2ー13)

( 2-14) 

( 2 -15) 
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であるから， ( 2-14）および（ 2-15）より次式を得ることができる。

〈α7一β2)(J'R2-rμRo2+2βμRoーα＝0 ( 2-16) 

行列表記では，

σR2 μR 1 

μR αβI  = O (2--17) 

βT  

となる。上式は，任意の μRに対して危険の最小化を実現するねと μRとの

聞の 2次関係式である。では，この曲線はどのような形状をしているかをしら

べてみよう。

( 2-16）ないし（ 2-17）の 2次曲線に関する判別は係数の 2つの行列式

IJ' L1について符号をみればよし川。

年』
、、，，ノ

内
’
』9μ 

伊』α
 

〆
t
k

＝。
申

t

。一。

η
’h
内

4

ρ

μ

ρ

u

F

 

「

0

「

α

α

 

一一
R
U
 

( 2 -18) 

L1 = I O -r β ｜＝（αr－β2)2 (2一19)

0β －r 

結局， Sく0,L1キO となり 5），上の 2式は2次双曲線であることが判明し

Tこ。

この双曲線6）が投資機会軌跡といわれるものである。また， Markowitzは

これを有効フロンティアともよんでいる。

注

1）三根久，『オペレーションズ・リサーチJ上， 1966,p153～179.片岡信二，「数

理計画法』， 1971,p119～130.等を参照のこと。

2）多くの文献にあるが，注1）の文献で十分である。

3）λ1および h はラグランジアン乗数である。

4）代数学や幾何学のテキストには必ずとの解説がある。例えば，切力金二郎『線型

代数学J1969, p144. 

5）任意のスカラー εをとり Qを， 2次形式
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Q=(ac十b)'p-1 （αε+b) 

とおく。 Pは正値定符号なので p-1も正値定符号となる。したがってQも同じく正値

定符号となる。上式を εに関して整理すると，

Q=a’p-1aε2十2a’p-1b+b'Pb>O 

である。 εの2次式が常に正であるためには，判別式が常に負であればよい。

（ゲp-1b)2ー（ゲp-1a・b’p-lb)<0 

人αγーβ2=(a'P-1a・b’p-lb）一（α’p-1b)2>0 

また b'P-1bはp-1が正値定符号だから常に正，よって， i<o.a手 Oが証明された。

6）乙の双曲線の頂点の座標は

（~。，p-lb ) 
下lb’p-lb’ b’p-lbj 

で与えられる。

2-3 ポートフォリオの最適決定

前節で投資機会軌跡は双曲線であることがわかった。すると，投資家の期待

効用を最大にするようなポートフォリオ編成，即ち最適ポートフォリオを求め

るには，投資家の主観的選好序列に対応する無差別曲線群と投資機会軌跡との

接点、を求めればよい。

μR 

。

無差別曲線

投資機会軌跡

（有効フロンテイア）

この関係は， ( 2-1）図に示されて

いる。図で接点 E（σR*, μR特）が最適点

であるが，これは最適構成比の組（α1発

…α♂）と対応している 1)。

このように， n種危険資産選択の最適

化行動は，実行可能な投資機会集合のな

主 かから，期待値を最大にするポートフォ

(2ー1）図 リオ編成を発見することとみなすことが

できる。この観点から，最適化は，制約条件付き期待効用最大化の 2次計画問

題として定式化される。

問題 CIl) Mは imize EC U( R)) ＝仰R十台2C/J.R2十ね2)
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n 
Subject to µR＝~ αiµRi 

n n 

σR2 ＝~ 呂αtαj向jrJRirJ EJ 
i=1 1=1 

1 ＝呂αt

αtと 0

ここで μRi,rJRi，向j は与件パラメーターであり， αi, μR，σR2は未知数で

ある。

問題 C］［）は次の問題 C1D’と同値である。

問題 enγMaximize EC U(R)) ＝ 川 十 ドω 十内2)

Subject toσR2（α’p-1a,b’p-,b-（ιp-1b))2-b’p-1bμR2 

十2α’p-lbμR-a’p-1a=O

ラグランジアン関数をLとし， Aをラグランジアン乗数とする。

L =/31μ討が2(μR2+rJ府 l｛σR2（α日 2)-yμR2+2βμR-a}( 2」 0)

ここで未知変数はね， μRおよびAである。また（ 2-13）を利用している。

上式において最大化のための条件は，次の連立方程式を解くことである。

。L
Iー＝β2rJR+2ArJR（αγ一β2)=0
VOR  

。L
一一一＝β1＋β2μR-2J...'T μR+2J...β＝0 
θμR 

。L
－－＝σR2（αT一β2)-yμR2+2β均一α＝0
θA 

(2-21), (2-22）よりえを消去すると

β2σRσR（αr－β2) 
一β1十β2μR----' T・μR一β

( 2-21) 

( 2 -22) 

( 2-23) 

( 2 一24)

と得るが，これは左辺が無差別曲線の勾配，右辺が双曲線の勾配をあらわして
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いる。すなわち両曲線の相接条件である。またはー21), (2-22)(2-23) 

μ♂）を与える。の同時解は，最適ポートフォリオの点（σR*,

そこで，最適ポートブォリオ構成比を求めることにしよう。まず，最適ポー

やはり双曲線（投資機会軌跡）上にあるから，トフォリオの期待収益μR＊は，

したがって，問題 CIつの条件である（ 2-8 ), 問題 CIつを満足させる。

μRに μ♂を置き，最適構成比( 2-9 ), ( 2一一10）の連立方程式において

。
：・：

nu

n）について解けばよい。

α1 <1Rt 

αグ(i=l，…，

ー
一
旬
・
：
・
：
1
一印

刷
一
旬
：
：
：
：
伽
一
旬

( 2-25) αnσRn 

伽
一
？
i
一旬

μR持-J..1 。

-J..2 。
上式左辺の左側行列をSJと表わす，行列。の主座小行列式である行列Pは正

μRt＝……＝μRn とならぬかぎり残余の 2列（行）はー値定符号であるから，

致せず，すAての列（行）は l次独立となる。それゆえ .Qは非特異行列であ

(i, j）要素の余因子をる。すると行列.Qの逆行列が存在する。いま行列.Qの

,giiとおけば， ( 2-25）は次のようになる。

。

・・・・ハ
U

1 

σRI 

i 
σRn 

μRI 
(!)11・・・・・・・・・・・・ρ1n←一一一

σR1 

μRn 
(!)nl ••• ••• ... Pnn一一一.. .σRn 

α1 <1R1 

( 2-26) 一一α$σRn 

μR発。
。

ρRl ~笠 0
<1R1 σRn 

。
-J..1 

-J..2 
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nu
－－・：：：ハ
U

,gn+2,1 

9η＋2,n 
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－

n
 

H

：・：：：＋

昨

旬g

a

 

Jd11・・・・・・...,gn1 

,Ql，叫．・・・・・・・・2叫% ( 2 -27) 

μR勢,Q1,n+1.・….,gn,n+l ,Q托＋1,n+l ,gn+2,n+1 

,Q1,n+2……,gn,n+2 ,gn+J ,n+2 ,gn+2,n+2) 

α1σRl 

α，zσRn 

-;,1 

-;.2 

( 2 -28) 

任意の αi<1Riの要素は

。叫＋1,i nn+2,i 

－＝三LーμR＊＋..＂＂＇！＿＿ 一一（i=1，・…・・n)I J4 I ¥QI 

となるから，最適ポートフォリオ構成比院は．

( 2-29) (i= 1，……n) 
αグー 1 / ,gn+l,i _,,_ . ,gn＋υ｝ 

云五工＼語「 μR”十 1亙下／

によって求まるのである。

注

1）ことでは無差別曲線と投資機会軌跡の双曲線とが接する場合であった。しかしそ

うならないケースも起りうる。いま無差別曲線が危険回避者の性質をもっとする。

そのとき最適点が接するか端点で交わるかは，両曲線の勾配および曲率の相対的大

きさによって決まる。乙の関係を（ 2ー 2）図に示しておいた。

また，無差別曲線が，危険愛好者の性質をもっとするならば，

るように，必ず端点で交わる。

容易にわかるように，最適点が接点のときは，分散投資（α可の複数個は非ゼロ）

であり，端点のときは，集中投資（1つの資産に集中して投資する〉である。

なお， (2-2), (2-3）図のように端点で交わる場合をコーナーマキシマム

と言う。

(2-3）図にみ

残された課題2-4 

Tご以上で最適ポートフォリオの決定が理論的に展開されることになった。

まだ検討をつけ加えるべき点も多い。その幾つかをひろっ

実際には，現金のような

その内容には，

てみよう。

( i）資産はすべて危険資産としたが（仮定（b)),

が，
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Pa 

。

μR 

。

(2-2）図

危険愛好者の

無差別曲線

資産選択の理論構造

σR 

σR 

安全資産もポートフォリオ編成のなか

に含まれているはずである。したがっ

て，安全資産を含めたポートフォリオ

分析が必要である。その場合， 「分離

定理」 1)の成立が示される口

( ii ）市場については，理想的な状

態が考えられているが（仮定（c))' 実

際には，取引費用や税金などが存在す

る。これらを理論に組み入れる必要があ

る。

(iii）投資家は借り入れをしないとさ

れているが（仮定（d）），現実的ではない。

借り入れを含んだ場合の検討も必要であ

ろう。

(iv）ここでは将来は，ある 1時点の

(2-3）図 みに限定している。しかし現実には， i

年後のこと， 10年後のことを同時に考えて，資産投資を行うのである。したが

って投資決定を 1期聞から多期間へと動学化する必要がある。その場合，投資

の保有する現在資産仮定も一定でなく（仮定(f）），変動することが考えられる。

その他いろいろな問題が考えられるであろう。だが，これらの諸点に対して

は，多くの学者によって取り組まれており，それぞれ稔り豊かな結果を生んで

いる。例えば， J.Tobin, H. Markowitz, J. Lintnerなど。このようにポート

ブォリオ選択理論の具体化，現実化の努力がなされているが，ここでは，この

問題に対してこれ以上触れないことにする D

他方，投資基準（仮定（h）によって示されている）について，何か別な接近法

はないのだろうか。これに対して， A.Roy 〈文献5〕は「安全第一原理」を

提唱した。後に検討するように，本質的にはこれまで、のべたことにつながるも



資産選択の理論構造 - 87-

のであるとしても，その発想には見逃せないユニークさがある。そこで我々

は，次章において A.Royの「安全第一原理Jを取り上げることにしよう。

注

1) 「分離定理」については，特に藤野〔文献9〕に詳しい。

第三章安全第一原理と最適資産選択

3--1 「安全第一原理」の意義

期待効用仮説とE-V投資基準にもとづく資産選択理論は，投資家の総投資

残高を各種資産に配分投資する際に，ポートフォリオ収益に関する効用の期待

値が最大となるようなポートフォリオを選択することが最適であると教えてい

る口ところが，そこでは，実際に投資家が，あらゆる実行可能な投資機会に対

して，詳細・正確な経済的知識をもつことが要求されている。しかし現実に

は，そのような経験的知識を持つことは不可能であるし，しかも，その知識は

主観的であいまいなものである。

この観点に対して， Roy1）は「安全第一原理」を提唱したのである。では，

その原理はどうしづ内容であるのか説明しょう。

まず， Royは，経済主体の主たる関心が，利潤あるいは効用の満足を求め

ることよりも，むしろ「災難」の発生を避けることにあると考えた2）。 ここで

「災難」というのは，経済主体のある行動の結果として，大きな損失が生ずる

とか，予想をはるかに下回る収入しか得られないことによって，正常な経済活

動の継続が困難となるような事態を意味するものである。投資家は，合理的で

あれば，かかる「災難」が生ずる機会をできるだけ減少させようとするであろ

う。彼はこれを「安全第一原理」と名ず、けたので、ある。
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いま単純化のため， 「災難」の水準は一定であると仮定する。また「安全第

一原理Jが採用され，可能な行動の集合が与えられるとき，粗収益がある大き

さd以下にならないよう心がけるとしょう口さらに，あらゆる可能な行動に対

して，期待値 /.LRと標準偏差臼をもっ不確定な収益が対応し，それらの値は

既知であると仮定する。すべての実行可能な行動選択に対して， /.LRとぬの

値が所与であるなら，これらの聞には何らかの関数関係が存在すると考えら

れ，この関数を

/CグR,ttR)=O 

と表記する。

( 3-1) 

所与の σRと/.LRの値に対して，収益がdに等しいかあるいはそれ以下にな

る確率を正確に決定することは不可能であるが，この確率の上限を求めること

はできる。それは Bienayme-Tchebycheffの不等式によって与えられる。いま

収益を確率変数さとすれば，

P( ，さ－μR＼と/.LR-d）三二 σR2 ? 
一 （μR-d)2

( 3-2) 

となる。したがって，

D(μRーさとμR-d)=P（さ孟d）ζ (J'R2 
一（／.LR-d)2

( 3-3) 

とあらわされる。

投資家は収益さがある一定の災難水準dかそれより落ち込む確率Pを最小に

したいのだから， P（伝 d）を最小にするかわりに，（μどd)2を最小にする

ヤ /.LR-d
操作を転用しでもよい D そして」れは，一一一ーを最大にすることに等しし、。

σR 

したがって， 「安全第一原理」は， f(μR, (J'R)=Oにしたがって，

を最大にすることであるということができる。

これをグラフで示すと，（ 3-1）図のようになる。図において ／（μ品向）
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U
Q
U
 

=0は曲線であり，一種の機会軌跡である。この上で μR-d を最大にする
σR 

点を求めればよい。

いま，図において点D (o, d）をとり，これから f(μR，σR)=O の曲線と

接するような線をひけば，接点Tが求める点である。この点が「安全第一原

理」に基づく最適行動に対応する （μR，σR）の点である。なぜなら，接線DT 

の勾配は μ!i三d だからである3）。
U R  

いま，「災難J水準が d’と下がると，機会曲線への接線は急な傾きとなり，

接点はTからT’へ移る。このとき，収益が「災難」水準に等しいかそれ以下に

なる確率の上限はより小さくなる。

さて，どのように「安全第一原理」を採用することの意義は何であろうか。

それは，期待効用最大化原理と比べμR 

D(o,d') 

。
f （ σR•µR)=O 

σR 

て，必要とする情報が少くてすむこと

である。即ち，収益の確率分布，それ

も期待値と標準偏差の情報だけが．必

要とされ，効用関数に関する情報が必

要とされないことである。この点こそ

が，この「原理」を採用することの最

(3-1）図 大の利点である。

ところで，この「安全第一原理」に準拠する資産選択行動の論理的帰結は，

期待効用仮説に準拠する（特に Lintner型）モデルにきわめて類似してくる。

これは後述する代数的分析でも理解できるが，むしろ（ 3-1）図をみると明

らかである。 「安全第一原理」の場合は，最適点はD点から出る直線と機会軌

跡との接点によって決まるが，期待効用最大化原理の場合は，無差別曲線と機

会軌跡との接点によって決まる D したがって， 「安全第一原理」は，期待効用

最大化原理において，無差別曲線が直線となる特殊ケースであると考えること

ができるのである。
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以上は，主に図を使つての説明であった。しかし，それだけでは正確に説明

されたことにはならない。次節以下では，上述したことを数学的に厳密に展開

しょう。

注

1) Roy 〔文献5). 

2）乙こで，投資家は危険回避者的性格をもっと考えられている。

3）もし接線の傾きが45°よりゆるやかで lより小になったとする。そのとき

与二ι三三 l
UR 

となるので，

一~二三 1(μ,R d) 

となる。この不等式の意味は，収益がdかそれ以下になる確率の上限がlより大とな

ることであり，大した意味をもたなくなる。

3-2 「災難」の確率上限

安全第一原理にしたがう場合，投資残高を多種資産にどう配分するかを考え

よう。いま，期末に資金価値が，ある災難額dかそれ以下に下落しないことを

心がけているとする。ここで，以下で使う仮定を幾つか列挙する。

( i) kは投資資金の初期保有である。

( ii）各資産価格は期末にどうなるか推測されており，その期待価格をあと

する。

(iii）的j を危険資産価格聞の分散，共分散とし，値は既知とする。 向 j は

相関係数とする。

(iv）すべての現在価格は lである。

(v）各種資産への資金量の配分ベクト r’レを（X1……仇）とする。そこで，

次の関係式が成立する。
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n 

μR = ~XiPi ( 3-4) 

．，d σ
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・4
J
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托
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叫
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n
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庁
V ( 3-5) 

x
 

n
2・同一一

’R
 

( 3 -6) 

このとき h と μRとの関数関係を考える。投資家は危険回避者的性格をも

つので（前節注 2），第2章の問題 C1 ）と同じように考えてよい1)

問題 Cfil ) Minimize (J R2 = y’乃

Subject to μR=Y’a 

k=y’b 

TこTごし

( 3-7) 

( 3-8) 

( 3-9) 

X1σ1 ) 
σ1 σ1 

・b = 

σ叫 σn 

( 3 --10) 

ラグランジアン関数Lを設定すると

L=y’Py十2J1(μR-Y’α）＋2Az(k-y’b)

となる。んとれはラグランジアン乗数。

これは 2次計画問題である。まず一階の条件を求めると

Py=J1a十J2b

μR=Y’a 

( 3 -11) 

( 3 -12) 

( 3 -13) k =Y’b 

である。

(3-11）より

y=P-1(A1a+J2b) ( 3 -14) 

これをけ－7), (3-8）に代入し， A1およびれを消去すれば，結局，



- 92- 資産選択の理論構造

次の機会軌跡が求まる D

「（a'P-1a)(b’p-1b）ー（α’p-1b)2l / 2ー炉） (11 ka’p-,b )2 
L b’p－頃一一 J・＼O"R b’p-1b}-¥μR -Rb予弓万／

( 3-15) 

行列式であらわすと

σR2 μR k I 

μR ll’p-1αα’p-1b = 0 ( 3 -16) 

i k a’p-1b b’p-1b 

である。 Pが正値定符号行列ならば，この曲線は双曲線となる2）。

さて，接線DTの勾配の 2乗の逆数は災難dの確率の上限であったから， d

かそれよりも小となる収益の発生する確率の上限を最小にすることが次の問題

となる。

点D (0, d）を通る直線は，勾配を0とすれば，

0・O"R=μR-d ( 3-17) 

で表わされる。これが双曲線（ 3一日）あるいは（ 3-16）と接する条件は，

μR＝（｝ ・O"R+dを双曲線に代入し，得られた 2次式の判別式がゼロになることで

ある。

σR2 0・σR十d k 

0・σR十d a’P-1a a’p-1b I = o ( 3 -18) 

k a'P-1b b’p-1b 

この式が，単根を持つ条件である。少しわずらわしい計算をするとへ 得ら

れる条件は

(J2 =( a一b(f）〕，p- ( 3 -19) 

で、ある白

直線 DT上では

l一 σR2

~－（µR-d戸
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が成立しているので，（ 3 -19）より

1 － σR2 - 1 

(j2 一（μR-d)2一〔α一（f)b〕’P市－（f)b〕

一 !Pi
-if （ん－f)pij (μj -f) 

σtσj  

- 93-

( 3 「 20)

となる。ここで

p-1＝ーユー
IP! 

p
 

p
・－－

P叫1………pnn

である口この（ 3-20）式は災難確率の上限を表わすものである。

注

1）問題〔 1〕と完全に同じものにするには， h を1でおきかえればよい。 その場

合，求める変数は構成比であらわされる。

2）証明は，第2章第2節の場合と同様にしてできる。

3）途中計算は煩わしいので省いた。

3-3 安全第一原理とポートブォリオの最適決定

前節によって，ポートフォリオ収益Rが災難水準dに等しいか， d以下に落

ちこむ確率の上限を最小にするには，接点Tにおいて危険資産混合を選択すれ

ば最も安全であるとし、う保証が得られた。

このような危険資産混合は，接点Tにおける座標 （(JR’ヘ μR勺が指定する

収益の確率分布をもっポートフォリオが最適であることを教えている。

まず接点Tの頂点を求めると 1人

_ 1. /(  a -(f) b〕’p-1〔α－（f)bJ
一〔α－(f )a〕p-1a

( 3-21) 
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，〔α一（f) b J'P-1a 

μR = R 〔a-(f) b〕’p-lb
( 3-22) 

である口そこで，この最適なポートフォリオ（σR*, μ♂）をもたらすような

最適な資産構成が，どのようになるかを決定する。求めるのは，最適資産構成

(x1*・・・・・・Xn＊） である。

( 3 22）で確定した μR＊ を使い，（ 3 -12）に代入する。

(3-14）を（ 3 -12), ( 3 -13）に代入して， l1およびれと求めると，

え1 ＝〔α一（ふ〕p-1b
( 3 -23) 

J2 
（α一（f)b〕’p-1b

( 3-24) 

を得る。これを再び（ 3 -14）に代入すると

=P-1 1 l , (ka-db〕

〔α－(f) b〕p-lb

げ 1〔α一（f)b〕

〔α一（f)b〕’p-1b
( 3-25) 

となり， yの値が確定する。したがって，抗勢の値を求めることができる。こ

れがぬ(i＝ト・・n）の最適解である D

I d、
恭一 J堅一土 ＼μi-Ji) piJ 

Xi 一σ4 ・えi‘ σj I • 1Pf (i= 1, •••n) ( 3-26) 

n 

ただし， 呂Xi=k となるようにBを

B= k 

〔α一（f)b )'P-1b 詑 （μj-f) pij 

( 3-27) 

i j j仇 ＼P¥
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とおく。また piiは行列Pの (i j）余因子。

( 3-26）式によって決定される n種危険資産の配分比が，「安全第一原理」

にもとずく最適ポートフォリオの構成比なのである2）。

注

1) ( 3ー21）を求めるには， ( 3-15）式が完全平方になる乙とを利用すればよ

い。 (3ー22）は，（ 3-21）が求まれば，（ 3-17）によって容易に得ることがで

きる。

2）安全第一原理の実際の応用例は次の文献にある。

桐谷維「市中銀行のポートフォリオ・セレクションJ「国債管理と金融政策J日本

経済新聞社1968.

木文で詳しい数式展開を省いたところは，上掲書で補うことができる。
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