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Totally nonnegativeな Laurent-Jacobi行列の逆固有値問題の解法について

京都産業大学情報理工学部 赤岩 香苗 (AKAIWA Kanae)

福知山公立大学 　 前田 一貴 (MAEDA Kazuki)

概要 本稿では，Laurent-Jacobi行列と呼ばれる zig-zag構造をもつ 5重対角行列の逆固有値問題に対して，直交多項

式を用いた解法を提案する．さらに，提案法によって作成される Laurent-Jacobi 行列が「すべての小行列式が非負」

である totally nonnegative行列となるための条件について考察する．

1 はじめに

与えられた行列に対して，固有値および固有ベクトルを求める（順）固有値問題は，理学・工学において非常に重要

な課題であり，盛んに研究されている．逆固有値問題は，固有値問題の逆問題であり，指定した固有値をもつ行列を作

成する問題である．逆固有値問題は，作成する行列の固有値や構造に対する制約により種々の小問題に分類される [4]．

また解が一意に定まらない非適切な問題であることが多く，一般に順問題より難しい．

すべての小行列式が非負である行列を totally nonnegative (TN) 行列という [3, 6, 9, 7]．TN行列は組合せ論や確

率過程など様々な分野に現れる．TN行列の逆固有値問題については，組合せ論からの観点による TN行列のジョルダ

ン構造の解析 [5]や，指定した固有値をもつ対称な TN行列を構成する手法 [10]について研究がなされている．赤岩ら

[1, 2]は，指定した固有値をもつ非対称な TN帯行列を離散可積分系を用いて構成する手法を提案している．

本稿では，Laurent-Jacobi行列と呼ばれる，zig-zag構造をもつ 5重対角行列の逆固有値問題の解法を，直交多項式

理論を用いて提案する．アルゴリズムとともに数値例も示す．

2 Laurent双直交多項式と直交 Laurent多項式

本節では，モニックな Laurent双直交多項式と Laurent双直交多項式から導出される離散可積分系 [11]，および関

連する直交 Laurent多項式 [8]について復習する．次で定義される多項式 P
(t)
n (z) ∈ C[z]を（モニックな）Laurent双

直交多項式という：整数 tおよび非負整数 nに対して

P (t)
n (z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ft−n+1 ft−n+2 · · · ft ft+1

ft−n+2 ft−n+3 · · · ft+1 ft+2

...
...

...
...

ft ft+1 · · · ft+n−1 ft+n

1 z · · · zn−1 zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
/τ (t)n , τ (t)n = det

1≤i,j≤n
(ft−n+i+j−1). (1)

Laurent双直交多項式 P
(t)
n (z)は，モーメント L[zi] = fi（i ∈ Z）により決まる線形汎関数 L : C[z, z−1] → Cについ

て，以下の直交関係式を満たす：

L[P (t)
n (z)zt−j ] = h(t)

n δn,j , 0 ≤ j ≤ n.

ただし，h
(t)
n は非零の定数，δn,j は Kroneckerのデルタである．Laurent双直交多項式 (1)は，3項間漸化式

P
(t)
0 (z) = 1, P

(t)
1 (z) = z − q

(t)
0 ,

P
(t)
n+1(z) = (z − q(t)n )P (t)

n (z)− e(t)n zP
(t)
n−1(z), n = 1, 2, . . .

(2)

を満たす．ただし，係数 q
(t)
n , e

(t)
n は Hankel行列式 τ

(t)
n を用いて，以下のように表せる：

q(t)n =
τ
(t+1)
n+1 τ

(t)
n

τ
(t+1)
n τ

(t)
n+1

, e(t)n =
τ
(t+1)
n+1 τ

(t)
n−1

τ
(t+1)
n τ

(t)
n

. (3)
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また q
(t)
n , e

(t)
n は以下の qd型の漸化式を満たす：

q(t+1)
n e(t)n = q

(t)
n−1e

(t+1)
n , q

(t+1)
n−1 + e

(t+1)
n−1 = q

(t)
n−1 + e(t)n , n ≥ 1. (4)

ただし，e
(t)
0 ≡ 0である．漸化式 (4)は，離散相対論戸田方程式と呼ばれる離散可積分系である．

次で定義される Laurent多項式 Φ
(t)
n (z) ∈ C[z, z−1]を（モニックな）直交 Laurent多項式という：

Φ
(t)
2n(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ft−2n+1 ft−2n+2 · · · ft ft+1

ft−2n+2 ft−2n+3 · · · ft+1 ft+2

...
...

...
...

ft ft+1 · · · ft+2n−1 ft+2n

z−n z−n+1 · · · zn−1 zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
/τ

(t)
2n ,

Φ
(t)
2n+1(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ft−2n ft−2n+1 · · · ft ft+1

ft−2n+1 ft−2n+2 · · · ft+1 ft+2

...
...

...
...

ft ft+1 · · · ft+2n ft+2n+1

z−n−1 z−n · · · zn−1 zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
/τ

(t)
2n+1.

(5)

直交 Laurent多項式は，以下の直交関係式を満たす：

L[zt+1Φ(t)
m (z)Φ(t)

n (z)] = ĥ(t)
m δm,n.

ただし，ĥ(t)
m は非零の定数である．直交 Laurent多項式 (5)は Laurent-Jacobi行列と呼ばれる，zig-zag構造をもつ対

称な 5重対角行列 

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
. . .


の固有値問題と関連づくことが知られている．以下では，zig-zag構造をもつ対称な 5重対角行列を Laurent-Jacobi行

列，zig-zag構造をもつ非対称な 5重対角行列を非対称 Laurent-Jacobi行列と呼ぶことにする．

3 Laurent-Jacobi行列の固有値問題

本節では，Laurent双直交多項式と直交 Laurent多項式の関係に着目し，（非対称）Laurent-Jacobi行列の固有値問

題を考える．

式 (1), (5)から，以下の関係式が成り立つ：

Φ
(t)
2n(z) = z−nP

(t)
2n (z), Φ

(t)
2n+1(z) = z−n−1P

(t)
2n+1(z). (6)

(6)を (2)に代入して整理すると，Φn(z)の漸化式

zΦ
(t)
2n(z) = Φ

(t)
2n+2(z) + q

(t)
2n+1Φ

(t)
2n+1(z) + (e

(t)
2n+1 + q

(t)
2n + e

(t)
2n)Φ

(t)
2n(z) + e

(t)
2nq

(t)
2n−1Φ

(t)
2n−1(z) + e

(t)
2n−1e

(t)
2nΦ

(t)
2n−2(z),

zΦ
(t)
2n+1(z) = Φ

(t)
2n+2(z) + q

(t)
2n+1Φ

(t)
2n+1(z) + e

(t)
2n+1Φ

(t)
2n(z) (7)

が成り立つことが分かる．

以下では，ある整数 N ≥ 1に対して，モーメント fi は以下を満たすとする：

τ (t)n ̸= 0, 0 ≤ n ≤ N ; (8)

τ (t)n = 0, n ≥ N + 1. (9)

このとき e
(t)
N ≡ 0であり，漸化式 (7)は zΦ

(t)
N−1(z) = · · · のところで打ち切れる．そこで (7)を行列表示すると，非対

称 Laurent-Jacobi行列に対する次のような固有値問題が得られる．
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定理 1 (非対称 Laurent-Jacobi行列の固有値問題). 以下の N 次の非対称 Laurent-Jacobi行列 A(t) と N 次ベクトル

Φ(t) は固有値問題 A(t)Φ(t) = zΦ(t) を満たす：

Φ(t) = (Φ
(t)
0 ,Φ

(t)
1 , . . . ,Φ

(t)
N−1)

T ∈ CN ,

A(t) =



e
(t)
1 + q

(t)
0 q

(t)
1 1

e
(t)
1 q

(t)
1 1

e
(t)
1 e

(t)
2 e

(t)
2 q

(t)
1 e

(t)
3 + q

(t)
2 + e

(t)
2 q

(t)
3 1

e
(t)
3 q

(t)
3 1

e
(t)
3 e

(t)
4 e

(t)
4 q

(t)
3 e

(t)
5 + q

(t)
4 + e

(t)
4 q

(t)
5 1

. . .


∈ CN×N . (10)

ただし，q
(t)
n , e

(t)
n は (3)で与えられる．

漸化式 (7)に対して，変換

Φ
(t)
2n(z) = α(t)

n Φ̃
(t)
2n(z), α

(t)
0 = 1, α(t)

n =

√√√√n−1∏
i=0

e
(t)
2i+1e

(t)
2i+2,

Φ
(t)
2n+1(z) = β(t)

n Φ̃
(t)
2n+1(z), β

(t)
0 =

√√√√e
(t)
1

q
(t)
1

, β(t)
n =

√√√√e
(t)
2n+1

∏n−1
i=0 e

(t)
2i+1e

(t)
2i+2

q
(t)
2n+1

(11)

を行うと，Laurent-Jacobi行列に対する固有値問題が得られる．

定理 2 (Lauren-Jacobi行列の固有値問題). 以下の N 次の Laurent-Jacobi行列 Ã(t) と N 次ベクトル Φ̃(t) は固有値

問題 Ã(t)Φ̃(t) = zΦ̃(t) を満たす：

Φ̃(t) = (Φ̃0, Φ̃1, . . . , Φ̃N−1)
T ∈ CN ,

Ã(t) =



e
(t)
1 + q

(t)
0

√
e
(t)
1 q

(t)
1

√
e
(t)
1 e

(t)
2√

e
(t)
1 q

(t)
1 q

(t)
1

√
e
(t)
2 q

(t)
1√

e
(t)
1 e

(t)
2

√
e
(t)
2 q

(t)
1 e

(t)
3 + q

(t)
2 + e

(t)
2

√
e
(t)
3 q

(t)
3

√
e
(t)
3 e

(t)
4√

e
(t)
3 q

(t)
3 q

(t)
3

√
e
(t)
4 q

(t)
3√

e
(t)
3 e

(t)
4

√
e
(t)
4 q

(t)
3 e

(t)
5 + q

(t)
4 + e

(t)
4

√
e
(t)
5 q

(t)
5

√
e
(t)
5 e

(t)
6

. . .


∈ CN×N .

(12)

以下の命題が示すように，非対称 Laurent-Jacobi行列 A(t) と Laurent-Jacobi行列 Ã(t) は相似である．

命題 3. 以下の関係式が成り立つ：

Ã(t) = (S(t))−1A(t)S(t), S(t) = diag(α
(t)
0 , β

(t)
0 , α

(t)
1 , β

(t)
1 , . . . ).

ここで，α(t), β(t) は (11)で与えられる．

これまでの研究 [1, 2]で以下の事実が分かっている：相異なる非零の任意定数 λ1, λ2, . . . , λN，および非零の任意定

数 c1, c2, . . . , cN から，モーメント ft を（Hankel行列式についての条件 (9)を満たすように）

ft =
N∑
i=1

ciλ
t
i (13)

により定める．このとき，モーメント ft が Hankel行列式についての条件 (8)を満たすならば，非対称 Laurent-Jacobi

行列 A(t) と Laurent-Jacobi行列 Ã(t) の固有値は λ1, λ2, . . . , λN になる．
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したがって，定理 1–2から以下のことが言える：相異なる非零の固有値 λ1, λ2, . . . , λN と非零の任意定数 c1, c2, . . . , cN

を決め，ft を (13)によって与える．この ft を使って，q
(t)
0 = ft+1/ft を計算する．さらに，q

(t)
0 と境界条件 e

(t)
0 ≡ 0

を初期値として，漸化式 (4)を 1 ≤ n ≤ N − 1の範囲で使って q
(t)
n , e

(t)
n を計算する．このとき，（零除算が起こらなけ

れば）q
(t)
n , e

(t)
n から (10)および (12)により構成される行列 A(t) および Ã(t) は固有値 λ1, λ2, . . . , λN をもつ．

4 TN行列になる条件

本節では，非対称 Laurent-Jacobi行列 A(t) および Laurent-Jacobi行列 Ã(t) が TN行列になる，すなわち，小行列

式がすべて非負になるための条件を調べる．

以下が，本稿の主定理である．

定理 4 (（非対称）Laurent-Jacobi行列が TN行列となる条件). 相異なる正の任意定数 λ1, λ2, . . . , λN，および正の

任意定数 c1, c2, . . . , cN に対して ft を (13)により定める．このとき，(i) Hankel行列式 τ
(t)
n （0 ≤ n ≤ N）は正であ

り，(ii) 非対称 Laurent-Jacobi行列 A(t) および Laurent-Jacobi行列 Ã(t) は TN行列である．

Proof. (i)は [1]で示してあるので，(ii)を示す．非対称 Laurent-Jacobi行列 A(t) は以下の行列積に分解できる：

A(t) =



1 1
0 1 0

e
(t)
2 1 1

0 1 0

e
(t)
4 1 1

. . .
. . .

. . .





q
(t)
0 0

e
(t)
1 q

(t)
1 1

0 q
(t)
2 0

e
(t)
3 q

(t)
3 1

0 q
(t)
4 0
. . .

. . .
. . .


.

TN行列の積は TN行列なので，右辺の 2つの行列が TN行列であることを示せばよい．右辺の 2つの行列の小行列

式は，すべて 0, 1, q
(t)
n , e

(t)
n の積である．また，(i)と (3)より，ここに現れる q

(t)
n , e

(t)
n はすべて正である．ゆえに，右

辺の 2つの行列の小行列式はすべて正である．Laurent-Jacobi行列 Ã(t) は以下の行列積に分解できる：

Ã(t) =



√
q
(t)
0

√
e
(t)
1

0

√
q
(t)
1 0√
e
(t)
2

√
q
(t)
2

√
e
(t)
3

0

√
q
(t)
3 0√
e
(t)
4

√
q
(t)
4

√
e
(t)
5

. . .
. . .

. . .





√
q
(t)
0 0√
e
(t)
1

√
q
(t)
1

√
e
(t)
2

0

√
q
(t)
2 0√
e
(t)
3

√
q
(t)
3

√
e
(t)
4

0

√
q
(t)
4 0

. . .
. . .

. . .


.

右辺の 2つの行列の小行列式は 0,

√
q
(t)
0 ,

√
e
(t)
0 の積なので，上と同じ理由により Ã(t) は TN行列である．

5 アルゴリズムと数値例

本節では，指定した固有値をもつ totally nonnegative (TN)な（非対称）Laurent-Jacobi行列を構成するためのア

ルゴリズムおよびその数値例を示す．

Algorithm 1および 2は，それぞれ非対称な Laurent-Jacobi行列および（対称な）Laurent-Jacobi行列を構成する

ためのアルゴリズムである．定理 1–2および 4より，これらのアルゴリズムから構成される行列は必ず TN行列にな

る．Algorithm 1および 2の計算量はともに O(N2)であり，有限回の演算で逆固有値問題を解くことができる．

以下に数値例を示す．実行環境は macOS Catalina 10.15.3，使用したソフトウェアはMathematica 12.0である．

最初の例は，指定した固有値をもつ TN な非対称 Laurent-Jacobi 行列である．行列サイズは N = 5，固有値は

λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3, λ4 = 4, λ5 = 5，定数は c1 = c2 = · · · = c5 = 1である．このとき，Algorithm 1によって構
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Algorithm 1 TNな非対称 Laurent-Jacobi行列を構成するためのアルゴリズム

1: 行列サイズ N , 相異なる正の固有値 λ1, λ2, . . . , λN , 正の定数 c1, c2, . . . , cN を決める．

2: ft = c1λ
t
1 + c2λ

t
2 + · · ·+ cNλt

N を計算する．

3: e
(t)
0 = 0とし, q

(t)
0 = ft+1/ft を計算する．

4: 漸化式

q(t+1)
n =

q
(t)
n−1e

(t+1)
n

e
(t)
n

, e(t)n = q
(t+1)
n−1 + e

(t+1)
n−1 − q

(t)
n−1, 1 ≤ n ≤ N − 1

を使って q
(0)
n , e

(0)
n を計算する．

5: 4で計算した q
(0)
n , e

(0)
n から N 次行列 A = A(0) を構成する：

A = A(0) =



e
(0)
1 + q

(0)
0 q

(0)
1 1

e
(0)
1 q

(0)
1 1

e
(0)
1 e

(0)
2 e

(0)
2 q

(0)
1 e

(0)
3 + q

(0)
2 + e

(0)
2 q

(0)
3 1

e
(0)
3 q

(0)
3 1

e
(0)
3 e

(0)
4 e

(0)
4 q

(0)
3 e

(0)
5 + q

(0)
4 + e

(0)
4 q

(0)
5 1

. . .


.

Algorithm 2 TNな Laurent-Jacobi行列を構成するためのアルゴリズム

1: 行列サイズ N , 相異なる正の固有値 λ1, λ2, . . . , λN , 正の定数 c1, c2, . . . , cN を決める．

2: Algorithm 1の 2–4を用いて，q
(0)
n , e

(0)
n を計算する．

3: 2で計算した q
(0)
n , e

(0)
n から Ã = Ã(0) を構成する：

Ã = Ã(0) =

e
(0)
1 + q

(0)
0

√
e
(0)
1 q

(0)
1

√
e
(0)
1 e

(0)
2√

e
(0)
1 q

(0)
1 q

(0)
1

√
e
(0)
2 q

(0)
1√

e
(0)
1 e

(0)
2

√
e
(0)
2 q

(0)
1 e

(0)
3 + q

(0)
2 + e

(0)
2

√
e
(0)
3 q

(0)
3

√
e
(0)
3 e

(0)
4√

e
(0)
3 q

(0)
3 q

(0)
3

√
e
(0)
4 q

(0)
3√

e
(0)
3 e

(0)
4

√
e
(0)
4 q

(0)
3 e

(0)
5 + q

(0)
4 + e

(0)
4

√
e
(0)
5 q

(0)
5

√
e
(0)
5 e

(0)
6

. . .


.

成された非対称 Laurent-Jacobi行列 A = A(0) は，以下である：

A =



11

3

200

111
1 0 0

2

3

200

111
1 0 0

118

333

11800

12321

103652

32745

189677

66375
1

0 0
267732

835145

189677

66375
1

0 0
1776

36875

32058244

74671875

3947

1125


行列 Aが指定した固有値 λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3, λ4 = 4, λ5 = 5をもち，かつ TN行列であることは，Mathematica

の Eigenvalues関数およびMinors関数を用いて簡単に確かめられる．
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次の例は，TNな Laurent-Jacobi行列である．先程の例と同じ固有値 λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3, λ4 = 4, λ5 = 5と定

数 c1 = c2 = · · · = c5 = 1を与えるとき，Algorithm 2によって構成された Laurent-Jacobi行列 Ã = Ã(0) は，以下

である：

Ã =


3.66667 1.09599 0.595277 0 0
1.09599 1.80180 0.978629 0 0
0.595277 0.978629 3.16543 0.957137 0.219460

0 0 0.957137 2.85766 0.655226
0 0 0.219460 0.655226 3.50844


演算は有理数で厳密に行ったが，スペースの都合上，小数で近似して記載している．行列 Ãが指定した固有値をもち，

かつ TN行列であることは，先程の例と同様にして確かめられる．

6 おわりに

本稿では，Laurent双直交多項式と直交 Laurent多項式を利用して，zig-zag構造をもつ 5重対角行列である（非対

称）Laurent-Jacobi行列の逆固有値問題の解法を示した．提案手法は，有限回の演算で厳密解，すなわち，指定した固

有値をもつ（非対称）Laurent-Jacobi行列を求めることが可能である．今後は，同様の zig-zag構造をもつ任意帯幅の

行列に対しても，直交多項式理論や離散可積分系を用いて逆固有値問題の解法を定式化していく．
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