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概 要

Manakov系 (結合型非線形 Schrödinger方程式)のソリトン解に対して nonlocal reductionを課す
ことで非局所型非線形 Schrödinger方程式のソリトン解を構成する．また, 1次元及び 2次元戸田格
子方程式に対して delay reductionを課すことで得られる戸田型遅延微分方程式のソリトン解を構成
する．

1 はじめに

通常の量子力学の枠組みでは, 観測量である固有値が実数となることから演算子がエルミートである
ことが要請される．1998年, Benderらは, 演算子がエルミートであることは固有値が実数となることの
十分条件であるが必要条件ではない, すなわち, 演算子がエルミートであれば固有値は実数となるが, 固
有値が実数であるからといって演算子がエルミートになるとは限らないことに着目し, 演算子が非エル
ミートであっても, パリティ・時間 (PT) 対称であれば, その固有値が実数になりうることを見出した [1]．
PT対称とは, P（空間反転）, T（時間反転）に関して対称であることである．
最近, PT対称性は非線形光学などの分野でも注目されており, PT対称性を持つ非線形波動の研究が

活発に行われている [2]. PT対称性を持つ非線形波動方程式で可積分であるものはしばらく知られてい
なかったが, 2013年にAblowitzとMusslimaniはAKNS型の Laxペアから非線形 Schrödinger(NLS)方
程式を導出する際に用いる簡約 (reduction)とは違う簡約 (以後, nonlocal reductionと呼ぶ）を課すこと
で PT対称性を持つ可積分な非局所的非線形 Schrödingr方程式

iut(x, t) + uxx(x, t) + 2σu(x, t)2u∗(−x, t) = 0, (σ = ±1), u∗は uの複素共役 (1)

をはじめとする PT 対称性を持つ nonlocal なソリトン方程式を発見した [3]．方程式 (1) は PT 変換
x→ −x, t→ −t, u→ u∗で不変であり, u(x, t)が解ならば u∗(−x,−t)も解となる．これまで見つかった
可積分な PT対称なソリトン方程式で物理への応用を持つものはなかったが, 最近, Yangは物理的に意
味を持つ可能性のある非局所的非線形 Schrödinger(nNLS)方程式

iut(x, t) + uxx(x, t) + 2σ(|u(x, t)|2 + |u(−x, t)|2)u(x, t) = 0, (σ = ±1) (2)

を提案し, 逆散乱法により厳密解を求めた [4]．Yangは光ファイバー中のパルスを記述するManakov系
（結合型NLS方程式）[5]

iut + uxx + 2σ(|u|2 + |v|2)u = 0, ivt + vxx + 2σ(|u|2 + |v|2)v = 0 (3)

に nonlocal reductionの条件
v(x, t) = u(−x, t) (4)

を課してこの nNLS方程式を得た．nonlocal reductionは 2つの成分が xの反転に関して対称（空間反
転対称, パリティ対称）の関係にあるという条件であるので, (2)の非線形項のポテンシャルはパリティ
対称で実となり．nNLS方程式もパリティ対称性を持つ（同時に PT対称性も持つ）．
PT対称性を持つソリトン方程式の探索を契機に, 上記で挙げたような非局所的ソリトン方程式の研究

が活発化しているが, 非局所的ソリトン方程式は基本的には複数の従属変数を持つ結合型ソリトン方程
式に非局所的な拘束条件 (nonlocal reduction)を課して得られる．

1



一方, 交通流などの分野でも現れる遅延微分方程式 [6–14], 半離散ソリトン方程式に拘束条件 (delay

reduction)を課すことで可積分な遅延微分方程式が得られることが知られている [10–14]．これは, 遅延
の効果を半離散ソリトン方程式の離散変数を利用して生み出す手法である．半離散ソリトン方程式の厳
密解のうち, 拘束条件を満たすものは遅延微分方程式の厳密解となる．
半離散ソリトン方程式から得られる可積分な遅延微分方程式と非局所的ソリトン方程式は, 共に方程

式に内在している離散構造を利用し拘束条件を課すことで得られるという共通点がある．
本稿では, Manakov系のソリトン解に対して nonlocal reductionを課すことで nNLS方程式 (2)のソ

リトン解を構成する．また, 1次元及び 2次元戸田格子方程式に対して delay reductionを課すことで得
られる戸田型遅延微分方程式のソリトン解を構成する．

2 非局所的非線形Schrödinger方程式のbrightソリトン解

2.1 nNLS方程式の 1-brightソリトン解

まずManakov系 (3)で σ = +1の場合（focusingの場合）の解を求める．従属変数変換

u(x, t) =
g(x, t)

f(x, t)
, v(x, t) =

h(x, t)

f(x, t)
, f ∈ R, g, h ∈ C (5)

を代入すると, 双線形形式は次のようになる:

(iDt +D2
x)g · f = 0,　 (iDt +D2

x)h · f = 0, D2
xf · f = 2(g∗g + h∗h). (6)

これに対して, 摂動展開

f = 1 + ϵ2f2 + ϵ4f4 + · · · , g = ϵg1 + ϵ3g3 + · · · , h = ϵh1 + ϵ3h3 + · · · ,

を代入し, 広田の直接法の手順に従って計算すると

g1 = α1e
η1 , h1 = β1e

η1 , f2 =
|α1|2 + |β1|2

(p1 + p∗1)
2
eη1+η

∗
1 , η1 = p1x+ ip21t+ η

(0)
1 ,

fn, gn = 0 (n ≥ 3)が得られる．ここで, p1, η
(0)
1 , α1, β1 は複素数である．したがって, Manakov系の

1-brightソリトン解は

u(x, t) =
α1

e−η1 +Reη
∗
1
, v(x, t) =

β1

e−η1 +Reη
∗
1
, R =

|α1|2 + |β1|2

(p1 + p∗1)
2
, η1 = p1x+ ip21t+ η

(0)
1 (7)

で与えられる．
今, 1-brightソリトン解のパラメータ p1に p1 ∈ Rの制限（つまり, p1を実数とする制限）を課し位相

定数 η
(0)
1 を 0とすると, −η1 = −p1x− ip21t, η

∗
1 = p1x− ip21tより

u(x, t) =
α1e

ip21t

e−p1x +Rep1x
, v(x, t) =

β1e
ip21t

e−p1x +Rep1x
, R =

|α1|2 + |β1|2

4p21
(8)

となる．よって

u(−x, t) = α1e
ip21t

ep1x +Re−p1x
=

α1
R e

ip21t

e−p1x + 1
Re

p1x
(9)

が得られる．これが nonlocal reduction の条件 v(x, t) = u(−x, t)を満たすのは β1 =
α1
R , R = 1

R となる
時であるが, これは β1 = α1, p1 = ± |α1|√

2
であれば成り立つ．この時, R = 1であるから, nNLS方程式

(2)の 1-brightソリトン解

u(x, t) =
α1e

i
|α1|

2

2
t

e
− |α|√

2
x
+ e

|α1|√
2
x
=
α1e

i
|α1|

2

2
t

2
sech

|α1|√
2
x (10)

が得られる．
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2.2 nNLS方程式の 2-brightソリトン解

Manakov系 (3)の 2-brightソリトン解は

u(x, t) =
g(x, t)

f(x, t)
, v(x, t) =

h(x, t)

f(x, t)

f(x, t) = 1 +
|α1|2 + |β1|2

(p1 + p∗1)
2
eη1+η

∗
1 +

α1α
∗
2 + β1β

∗
2

(p1 + p∗2)
2
eη1+η

∗
2 +

α∗
1α2 + β∗1β2
(p∗1 + p2)2

eη
∗
1+η2 +

|α2|2 + |β2|2

(p2 + p∗2)
2
eη2+η

∗
2

+
(p1 − p2)(p

∗
1 − p∗2)

(p1 + p∗1)(p1 + p∗2)(p
∗
1 + p2)(p2 + p∗2)

((|α1|2 + |β1|2)(|α2|2 + |β2|2)
(p1 + p∗1)(p2 + p∗2)

− |α1α
∗
2 + β1β

∗
2 |2

(p1 + p2)(p∗1 + p∗2)

)
eη1+η

∗
1+η2+η

∗
2 ,

g(x, t) = α1e
η1 + α2e

η2

+
p1 − p2

(p1 + p∗1)(p
∗
1 + p2)

(
α1(α

∗
1α2 + β∗1β2)

p∗1 + p2
− α2(|α1|2 + |β1|2)

p1 + p∗1

)
eη1+η

∗
1+η2

+
p2 − p1

(p1 + p∗2)(p2 + p∗2)

(
α2(α1α

∗
2 + β1β

∗
2)

p1 + p∗2
− α1(|α2|2 + |β2|2)

p2 + p∗2

)
eη1+η2+η

∗
2 ,

h(x, t) = β1e
η1 + β2e

η2

+
p1 − p2

(p1 + p∗1)(p
∗
1 + p2)

(
β1(α

∗
1α2 + β∗1β2)

p∗1 + p2
− β2(|α1|2 + |β1|2)

p1 + p∗1

)
eη1+η

∗
1+η2

+
p2 − p1

(p1 + p∗2)(p2 + p∗2)

(
β2(α1α

∗
2 + β1β

∗
2)

p1 + p∗2
− β1(|α2|2 + |β2|2)

p2 + p∗2

)
eη1+η2+η

∗
2

ηi = pix+ ip2i t+ η
(0)
i , (i = 1, 2)

で与えられる．これが nonlocal reductionの条件 v(x, t) = u(−x, t)を満たすのは p1, p2が実数である場
合と p1, p2が複素数で互いに複素共役 (p2 = p∗1)の場合である．

(i) p1, p2 ∈ Rの場合
p1, p2 ∈ Rという条件を課し位相定数 η

(0)
1 , η

(0)
2 を 0とすると, Manakov系の 2-brightソリトン解は

u(x, t) =
g(x, t)

f(x, t)
, v(x, t) =

h(x, t)

f(x, t)

f(x, t) = 1 +
|α1|2 + |β1|2

4p21
eη1+η

∗
1 +

α1α
∗
2 + β1β

∗
2

(p1 + p2)2
eη1+η

∗
2 +

α∗
1α2 + β∗1β2
(p1 + p2)2

eη
∗
1+η2 +

|α2|2 + |β2|2

4p22
eη2+η

∗
2

+
(p1 − p2)

2

4p1p2(p1 + p2)2

((|α1|2 + |β1|2)(|α2|2 + |β2|2)
4p1p2

− |α1α
∗
2 + β1β

∗
2 |2

(p1 + p2)2

)
eη1+η

∗
1+η2+η

∗
2 ,

g(x, t) = α1e
η1 + α2e

η2 +
p1 − p2

2p1(p1 + p2)

(
α1(α

∗
1α2 + β∗1β2)

p1 + p2
− α2(|α1|2 + |β1|2)

2p1

)
eη1+η

∗
1+η2

+
p2 − p1

2p2(p1 + p2)

(
α2(α1α

∗
2 + β1β

∗
2)

p1 + p2
− α1(|α2|2 + |β2|2)

2p2

)
eη1+η2+η

∗
2 ,

h(x, t) = β1e
η1 + β2e

η2 +
p1 − p2

2p1(p1 + p2)

(
β1(α

∗
1α2 + β∗1β2)

p1 + p2
− β2(|α1|2 + |β1|2)

2p1

)
eη1+η

∗
1+η2

+
p2 − p1

2p2(p1 + p2)

(
β2(α1α

∗
2 + β1β

∗
2)

p1 + p2
− β1(|α2|2 + |β2|2)

2p2

)
eη1+η2+η

∗
2 ,

ηi = pix+ ip2i t, (i = 1, 2)

となる．f̃(x, t) = e−η1−η2f(x, t), g̃(x, t) = e−η1−η2g(x, t), h̃(x, t) = e−η1−η2h(x, t)とすれば

u(−x, t) = g(−x, t)
f(−x, t)

＝
g̃(−x, t)
f̃(−x, t)

, v(x, t) =
h(x, t)

f(x, t)
=
h̃(x, t)

f̃(x, t)
(11)
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より

f̃(x, t) = f̃(−x, t), h̃(x, t) = g̃(−x, t) (12)

を満たせば v(x, t) = u(−x, t)を満たす．eη∗1−η1 と eη
∗
2−η2 は x依存性がなくなるのでパリティ対称性を

持つことに注意すると，(12)を満たすにはパラメーターが以下の 6つの条件を満たせばよい:

|α1|2 + |β1|2

p21
=

|α2|2 + |β2|2

p22
, (13)

(p1 − p2)
2

4p1p2(p1 + p2)2

(
(|α1|2 + |β1|2)(|α2|2 + |β2|2)

4p1p2
− |α1α

∗
2 + β1β

∗
2 |2

(p1 + p2)2

)
= 1, (14)

p2 − p1
2p2(p1 + p2)

(
β2(α1α

∗
2 + β1β

∗
2)

p1 + p2
− β1(|α2|2 + |β2|2)

2p2

)
= α1, (15)

p1 − p2
2p1(p1 + p2)

(
β1(α

∗
1α2 + β∗1β2)

p1 + p2
− β2(|α1|2 + |β1|2)

2p1

)
= α2, (16)

p2 − p1
2p2(p1 + p2)

(
α2(α1α

∗
2 + β1β

∗
2)

p1 + p2
− α1(|α2|2 + |β2|2)

2p2

)
= β1, (17)

p1 − p2
2p1(p1 + p2)

(
α1(α

∗
1α2 + β∗1β2)

p1 + p2
− α2(|α1|2 + |β1|2)

2p1

)
= β2. (18)

つまり, これら 6つの条件を満たすパラメーターを取れば, nNLS方程式 (2)の２ソリトン解が得られる．

(ii) p1 = a+ ib, p2 = a− ib, (a, b ∈ R, b ̸= 0)の場合
p1 = a+ ib, p2 = a− ibの制限を課し位相定数 η

(0)
1 , η

(0)
2 を 0とすると，Manakov系の 2-brightソリトン

解は

u(x, t) =
g(x, t)

f(x, t)
, v(x, t) =

h(x, t)

f(x, t)

f(x, t) = 1 +
|α1|2 + |β1|2

4a2
eη1+η

∗
1 +

α1α
∗
2 + β1β

∗
2

4(a+ ib)2
eη1+η

∗
2 +

α∗
1α2 + β∗1β2
4(a− ib)2

eη
∗
1+η2 +

|α2|2 + |β2|2

4a2
eη2+η

∗
2

− b2

16a4(a2 + b2)
((|α1|2 + |β1|2)(|α2|2 + |β2|2)− |α1α

∗
2 + β1β

∗
2 |2)eη1+η

∗
1+η2+η

∗
2 ,

g(x, t) = α1e
η1 + α2e

η2 +
ib

4a(a− ib)

(
α1(α

∗
1α2 + β∗1β2)

a− ib
− α2(|α1|2 + |β1|2)

a

)
eη1+η

∗
1+η2

− ib

4a(a+ ib)

(
α2(α1α

∗
2 + β1β

∗
2)

a+ ib
− α1(|α2|2 + |β2|2)

a

)
eη1+η2+η

∗
2 ,

h(x, t) = β1e
η1 + β2e

η2 +
ib

4a(a− ib)

(
β1(α

∗
1α2 + β∗1β2)

(a− ib)
− β2(|α1|2 + |β1|2)

a

)
eη1+η

∗
1+η2

− ib

4a(a+ ib)

(
β2(α1α

∗
2 + β1β

∗
2)

a+ ib
− β1(|α2|2 + |β2|2)

a

)
eη1+η2+η

∗
2 ,

ηi = pix+ ip2i t, (i = 1, 2)

となる．(i)と同様にして (12) を満たせば v(x, t) = u(−x, t)を満たせばよい．eη∗2−η1 と eη
∗
1−η2 は x依存

性がなくなるのでパリティ対称性を持つことに注意すると，(12)を満たすにはパラメーターが以下の 6
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つの条件を満たせばよい:

α1α
∗
2 + β1β

∗
2

(a+ ib)2
=
α∗
1α2 + β∗1β2
(a− ib)2

(19)

− b2

16a4(a2 + b2)
((|α1|2 + |β1|2)(|α2|2 + |β2|2)− |α1α

∗
2 + β1β

∗
2 |2) = 1 (20)

− ib

4a(a+ ib)

(
β2(α1α

∗
2 + β1β

∗
2)

a+ ib
− β1(|α2|2 + |β2|2)

a

)
= α1 (21)

ib

4a(a− ib)

(
β1(α

∗
1α2 + β∗1β2)

(a− ib)
− β2(|α1|2 + |β1|2)

a

)
= α2 (22)

− ib

4a(a+ ib)

(
α2(α1α

∗
2 + β1β

∗
2)

a+ ib
− α1(|α2|2 + |β2|2)

a

)
= β1 (23)

ib

4a(a− ib)

(
α1(α

∗
1α2 + β∗1β2)

a− ib
− α2(|α1|2 + |β1|2)

a

)
= β2 (24)

つまり, これら 6つの条件を満たすパラメーターを取れば, nNLS方程式 (2)の２ソリトン解が得られる．

2.3 戸田型遅延微分方程式

2.3.1 1次元戸田型遅延微分方程式の厳密解

1次元戸田格子方程式
d2

dt2
log(1 + Vn) = Vn+1 − 2Vn + Vn−1 (25)

に delay reduction (traveling wave reduction)

Vn(t)＝ w(z), z = hn+ t, hは実定数 (26)

を課すと, 1次元戸田型遅延微分方程式

d2

dz2
log(1 + w(z)) = w(z + h)− 2w(z) + w(z − h) (27)

が得られる．
1次元戸田格子方程式のN -ソリトン解は

Vn(t) =
d2

dt2
log τn(t), τn(t) = det

(
δij +

ϕiψj

pi − p−1
j

)
1≤i,j≤N

, (28)

ϕi = epit+n log pi+ϕ
(0)
i , ψi = e−p

−1
i t+n log pi+ψ

(0)
i , i = 1, 2, · · · , N

で与えられる [15]．
1次元戸田格子方程式の 1ソリトン解

τn(t) = 1 +
e(p1−p

−1
1 )t+n log p21+ϕ

(0)
1 +ψ

(0)
1

p1 − p−1
1

= 1 +
e
(p1−p−1

1 )
(
t+n

p1 log p21
p21−1

)
+ϕ

(0)
1 +ψ

(0)
1

p1 − p−1
1

において条件
p1 log p

2
1

p21 − 1
= h (29)
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を課すと τn(t) = 1+ 1
p1−p−1

1

e(p1−p
−1
1 )(t+nh)+ϕ

(0)
1 +ψ

(0)
1 となるので, z = t+ nhとおけば 1次元戸田型遅延

微分方程式 (27)の 1ソリトン解

w(z) =
d2

dz2
log f(z), τn(t) = f(z) = 1 +

e(p1−p
−1
1 )z+ϕ(0)1 +ψ

(0)
1

p1 − p−1
1

(30)

が得られる．
1次元戸田格子方程式の 2ソリトン解

τn(t) =

∣∣∣∣∣∣
1 + ϕ1ψ1

p1−p−1
1

ϕ1ψ2

p1−p−1
2

ϕ2ψ1

p2−p−1
1

1 + ϕ2ψ2

p2−p−1
2

∣∣∣∣∣∣ = 1 +
ϕ1ψ1

p1 − p−1
1

+
ϕ2ψ2

p2 − p−1
2

+

(
1

(p1 − p−1
1 )(p2 − p−1

2 )
− 1

(p1 − p−1
2 )(p2 − p−1

1 )

)
ϕ1ψ1ϕ2ψ2 (31)

において

ϕiψi = e(pi−p
−1
i )t+n log p2i+ϕ

(0)
i +ψ

(0)
i = e

(pi−p−1
i )

(
t+

pi log p2i
p2
i
−1

n

)
+ϕ

(0)
i +ψ

(0)
i

(32)

となるので, パラメーター p1, p2(p1 ̸= p2)が

pi log p
2
i

p2i − 1
= h, (i = 1, 2) (33)

を満たせば delay reductionで解が生き残るが, これは h > 0であれば可能である．f(p) = p log p2

p2−1
とす

るとき, 0 < f(p) < 1, f(p) = f(p−1)であるから, 0 < h < 1であれば (33)を満たす p1, p2 = p−1
1 ,

(p1, p2 ̸= 1)をとることができる．しかしながら, 1/(p1 − p−1
2 ), 1/(p2 − p−1

2 ) が発散してしまうので,

delay reductionで 2ソリトン解は生き残らない．したがって, 1次元戸田型遅延微分方程式の２ソリト
ン解は存在しない．

2.3.2 2次元戸田型遅延偏微分方程式の厳密解

2次元戸田格子方程式
∂2

∂x∂y
log(1 + Vn) = Vn+1 − 2Vn + Vn−1 (34)

に delay reduction (traveling wave reduction)

Vn(x, y)＝ w(z, y), z = hn+ x, hは実定数 (35)

を課すと, 2次元戸田型遅延偏微分方程式

∂2

∂z∂y
log(1 + w(z, y)) = w(z + h, y)− 2w(z, y) + w(z − h, y) (36)

が得られる．
2次元戸田格子方程式のN ソリトン解は

Vn(t) =
∂2

∂x∂y
log τn(t), (37)

τn = det

(
δij +

ϕiψj
pi − qj

)
1≤i,j≤N

= det

(
δij
ϕj
ϕi

+
ϕjψj
pi − qj

)
1≤i,j≤N

= det

(
δij +

ϕjψj
pi − qj

)
1≤i,j≤N

,

ϕi = epit−p
−1
i y+n log pi+ϕ

(0)
i , ψi = e−qix+q

−1
i y−n log qi+ψ

(0)
i , (i = 1, 2, · · · , N)
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で与えられる [15]．

ϕiψi = e(pi−qi)x−(p−1
i −q−1

i )y+(log pi−log qi)n+ϕ
(0)
i +ψ

(0)
i , (i = 1, 2, · · · , N)

となるので, パラメーター pi, qi(i = 1, 2, · · · , N)が

log pi − log qi
pi − qi

= h (38)

を満たせば delay reductionで解が生き残る．pi, qiが条件 (38)を満たす時, z = t+ nhとおけば 2次元
戸田型遅延偏微分方程式 (36)のN ソリトン解

w(z, y) =
∂2

∂z∂y
log f(z, y), f(z, y) = det

(
δij +

ϕiψj
pi − qj

)
1≤i,j≤N

= det

(
δij +

ϕjψj
pi − qj

)
1≤i,j≤N

,(39)

ϕi = epiz−p
−1
i y+ϕ

(0)
i , ψi = e−qiz+q

−1
i y+ψ

(0)
i , (i = 1, 2, · · · , N)

が得られる．

3 まとめ

本稿では, Manakov系のソリトン解に対して nonlocal reductionを課すことでYangによって最近提案
された nNLS方程式 (2)のソリトン解を求めた．また, 1次元及び 2次元戸田格子方程式に対して delay

reductionを課すことで得られる戸田型遅延微分方程式のソリトン解を求めた．
2次元戸田型遅延偏微分方程式はN ソリトン解を持つが, 遅延微分方程式でこれまで多ソリトン解を

持つものは我々の知る限りこれまで知られていなかったようである．
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