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概要

本稿では，下ヘッセンベルグ型帯行列に関する要素指定逆固有値問題の解法を示す．

II型離散ハングリー戸田方程式の一般解に含まれる任意定数と初期値との 1対 1対応

を示し，その結果を逆固有値問題の解法に応用する．一部の要素および固有値が指定

された行列の構成方法を導出する．

1 下ヘッセンベルグ型行列の要素指定逆固有値問題

本稿で取り扱う逆固有値問題は次の通りである．

問題 1.1 (下ヘッセンベルグ型行列の要素指定逆固有値問題) m,N を自然数とし，

ℓent = N(m − 1), ℓmax = ℓent + m とおく．非零な複素定数 {λi}i=1,2,...,m と非零な

実定数 {vℓ}ℓ=1,2,...,ℓentが与えられているとする．このとき，次の条件 (i)–(iii)をみたす

下ヘッセンベルグ型実行列A ∈ Rm×mを求めよ．

(i) 行列A(0)は，下ヘッセンベルグ型の帯幅がN +2の帯行列であり，2重対角行列の

積 A(0) = L(0)L(1) · · ·L(N−1)R(0)の形で表されるとする．ただし，R(0), L(n)はそれぞ

れ，m×mの上二重対角行列，下二重対角行列

R(0) =


q
(0)
1 1

q
(0)
2

. . .

. . . 1
q
(0)
m

 , L(n) =


1

e
(n)
1

. . .

. . . 1
e
(n)
m−1

 , n = 0, 1, . . . , N − 1 (1.1)

であり，要素 e
(n)
k , q

(0)
k は非零とする．

(ii) 行列A(0)の固有値は，定数 λ1, λ2, · · · , λmと等しいとする．

(iii) 行列 L(n)とR(0)に含まれる要素 e
(n)
k , q

(0)
k を

q
(0)
1 , e

(0)
1 , e

(1)
1 , . . . , e

(N−1)
1 ; . . . . . . ; q

(0)
m−1, e

(0)
m−1, e

(1)
m−1, . . . , e

(N−1)
m−1 ; q(0)m (1.2)

の順で並び替える．このとき，(1.2)の第 1番目から第 ℓent番目までの各要素は，定数

v1, v2, . . . , ventとそれぞれ等しいとする．

問題 1.1の条件 (i)では，構成する行列A(0)の形に制限を課している．行列A(0)に含ま

れる変数の個数は ℓmaxであるから，A(0)全体の集合の自由度は ℓmaxである．条件 (iii)は，

ℓmax個の変数の内で ℓent個の変数に制限を課している．(i)と (iii)を合わせると，自由度

は ℓmax − ℓent = mとなる．つまり，残る未知変数は，(1.2)の第 ℓent + 1番目から第 ℓmax

番目までのm個の変数である．条件 (ii)では，A(0)のm個の全て固有値に制限を課して

いるので，残るm個の未知変数が，条件 (ii)より一意に定まるかが課題である．
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2 II型離散ハングリー戸田方程式の一般解

II型離散ハングリー戸田方程式に関する既知の結果を紹介する．行列の列A(0), A(1), . . .

を導入し，それぞれ

A(n) = L(n)L(n+1) · · ·L(n+N−1)R(n), n = 0, 1, . . . (2.1)

と表されるとする．さらに，L(0), L(1), . . . とR(0), R(1), . . . は，条件

L(n+N)R(n+1) = R(n)L(n), n = 0, 1, 2, . . . (2.2)

をみたすとする．行列の要素 e
(n)
k , q

(n)
k を (1.1)と同様に定め，方程式 (2.2)の両辺を比較す

ると，変数 e
(n)
k , q

(n)
k がみたすべき漸化式および境界条件は，

q
(n+1)
k + e

(n+N)
k−1 = q

(n)
k + e

(n)
k , k = 1, 2, . . . ,m, n = 0, 1, . . . , N − 1, (2.3)

e
(n+N)
k =

q
(n)
k+1

q
(n+1)
k

e
(n)
k , k = 1, 2, . . . ,m− 1, n = 0, 1, . . . , N − 1, (2.4)

e
(n)
0 = 0, e(n)m = 0, n = 0, 1, . . . , N − 1 (2.5)

となる．このとき，与えられた初期値A(0)に対する時間発展A(1), A(2), . . . を考える．(2.3)–

(2.5)を II型離散ハングリー戸田方程式と呼び，(2.2)をそのラックス表示という．

II型離散ハングリー戸田方程式の分子解と呼ばれる行列式解は，

e
(n)
k =

τ
(n)
k+1τ

(n+1)
k−1

τ
(n)
k τ

(n+1)
k

, k = 1, 2, . . . ,m− 1, n = 1, 2, . . . , N − 1 (2.6)

q
(n)
k =

τ
(n+N)
k−1 τ

(n+1)
k

τ
(n)
k τ

(n+N)
k−1

, k = 1, 2, . . . ,m, n = 1, 2, . . . , N − 1 (2.7)

となる．ただし，τ
(n)
k は k次の拡張ハンケル行列式であり，τ

(n)
−1 = 0, τ

(n)
0 = 1と

τ
(n)
k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
fn fn+1 fn+2 · · · fn+(k−1)

fn+N fn+N fn+N+2 · · · fn+N+(k−1)

fn+2N fn+2N+1 fn+2N+2 · · · fn+2N+(k−1)...
...

...
. . .

...
fn+(k−1)N fn+(k−1)N+1 fn+(k−1)N+2 · · · fn+(k−1)N+(k−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, 2, . . . (2.8)

とおく．さらに，行列式の要素であるモーメント {fn}n=0,1,...は，

fn =
m∑
i=1

c
(nmodN)
i λ

⌊ n
N
⌋

i , n = 0, 1, 2, . . . ,M − 1 (2.9)

とおく．ここで，{λi}i=1,2,...,mと {c(j)i }j=0,1,...,N−1
i=1,2,...,m は任意定数である．任意定数の総数は，

m + Nm個である．一方，初期値A(0)に含まれる変数の個数は，m + N(m − 1)個であ

る．任意定数の個数の方が多いので，分子解 (2.6)–(2.7)は一般解といえる．自由度を一

致させるためには，{c(j)i }j=0,1,...,N−1
i=1,2,...,m にN個の制限を加えて，f0 = f1 = · · · = fN−1 = 1と

おけば良い．
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3 一般解の任意定数と初期値との1対1対応

II型離散ハングリー戸田方程式 (2.3)–(2.5) の一般解 (2.6)–(2.7)に関して，次の定理が

成り立つ．

定理 3.1 (一般解の任意定数と初期値との 1対 1対応) 任意定数 {c(j)i }j=0,1,...,N−1
i=1,2,...,m と

{λi}i=1,2,...,m に対して，モーメント (2.9)と行列式 (2.8)を定義する．条件

f0 = f1 = · · · = fN−1, τ
(n)
k ̸= 0, k = 0, 1, . . . ,m, n = 0, 1, . . . , N (3.1)

みたすとき，非零な初期値 {q(0)k }k=1,2,...,m, {e(j)k }j=0,1,...,N−1
k=1,2,...,m−1が (2.6)–(2.7)より定まる．

逆に，任意の初期値 {q(0)k }k=1,2,...,m, {e(j)k }j=0,1,...,N−1
k=1,2,...,m−1は非零とする．このとき，定数

{λi}i=1,2,...,mと {c(j)i }j=0,1,...,N−1
i=1,2,...,m は，条件 (3.1)をみたし，かつ次の手順により定まる．

まず，行列A(0)の固有多項式を P (z) = det(zI − A(0)) =
∑m

i=1(z − λi)とおくと，固

有値の定数 {λi}i=1,...,mが定まる．次に，モーメント {fn}n=0,1,,...,mN+m−1を

fn = 1, n = 0, 1, . . . , N, (3.2)

fn+kN = −
k∑

j=1

b
(n)
k,j fn+(k−j)N , k = 1, 2, . . . ,m− 1, n = 0, 1, 2, . . . , N, (3.3)

fn+mN = −
m∑
i=1

aifn+(m−i)N , n = 0, 1, 2, . . . , N (3.4)

より定める．ただし，係数 {ai}i=1,2,...,mは，P (z)を展開したP (z) =
∑m

i=0 aiz
m−iの係

数とし，係数 {b(n)k,j }は，

b
(n)
k,j =



0 if j < 0 or k < j,

1 if j = 0,

b
(N)
k−1,j − q

(0)
k b

(0)
k−1,j−1 if n = 0 and 1 ≤ j ≤ k,

b
(n−1)
k,j − e

(n−1)
k b

(n)
k−1,j−1 if n ≥ 1 and 1 ≤ j ≤ k,

(3.5)

j = 0, 1, . . . , k, k = 0, 1, 2, . . . ,m, n = 0, 1, 2, . . . , N

とする．最後に，連立方程式
1 1 · · · 1
λ1 λ2 · · · λm...

...
. . .

...
λm−1
1 λm−1

2 · · · λm−1
m



c
(j)
1

c
(j)
1...
c
(j)
m

 =


fj

fN+j...

fN(m−1)+j

 , j = 0, 1, · · · , N − 1 (3.6)

を解き，任意定数 {c(j)i }j=0,...,N−1
i=1,...,m が求まる．
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4 逆固有値問題への応用

II型離散ハングリー戸田方程式 (2.3)–(2.5) を順問題として考えるとき，与えられた初

期値 {q(0)k }k=1,...,m, {e(j)k }j=0,...,N−1
k=1,...,m−1に対して，一般解 (2.6)–(2.7)を求める問題である．一

方，逆固有値問題 1.1においては，初期値 {q(0)k }k=1,...,m, {e(j)k }j=0,...,N−1
k=1,...,m−1の一部と，固有値

{λi}i=1,...,mが与えられたとき，残った初期値を求める問題とみることができる．定理 3.1

を証明するために導入した関係式を逆固有値問題 1.1の解法に利用する．結果として次の

定理を得る．

定理 4.1 (逆固有値問題 1.1の一意解) 次のアルゴリズムにより変数 {q(0)k }k=1,...,mと

{e(j)k }j=0,...,N−1
k=1,...,m−1 を定める．これらの変数が有限なとき，逆固有値問題 1.1は一意な解

をもつ．有限ではないとき，逆固有値問題 1.1の解は存在しない．

1. τ
(n)
−1 := 0

2. τ
(n)
0 := 1

3. τ
(n)
m+1 := 0

4. for k = 1, 2, . . . ,m do

5. for n = 0, 1, . . . ,M do

6. if q
(n)
k , e

(n)
k ∈ V1

7. if 0 ≤ n ≤ M − 1

8. τ
(n)
k := τ

(n+1)
k−1

k−1∏
j=1

e
(n)
j

9. if n = M

10. τ
(M)
k := τ

(0)
k

k∏
j=1

q
(0)
j

11. else

12. τ
(n)
k := 0

13. else

14. τ
(n)
k を (2.8)より計算する．

15. もし，τ
(n)
k = 0のときは，逆固有値問題の解は存在しない．

16. end do

17. end do

18. q
(0)
k :=

τ
(0)
k−1τ

(N)
k

τ
(0)
k τ

(N)
k−1

, e
(n)
k :=

τ
(n)
k+1τ

(n+1)
k−1

τ
(n)
k τ

(n+1)
k

定理 4.1は，逆固有値問題 1.1の一意な解の必要十分条件を示し，かつ具体的な計算ア

ルゴリズムを提示している．有限ステップのアルゴリズムであることも重要な点である．
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5 逆固有値問題の数値例

逆固有値問題 1.1に対する定理 4.1の数値例を示す．

行列サイズをm = 6とし，N = 3とすると帯幅はN +2である．構成する行列A(0)は下

ヘッセンベルグ型の実帯行列A(0) = L(0)L(1)L(2)R(0)である．指定固有値を λ1 = 1, λ2 =

2, λ3 = 3, λ4 = 4, λ5 = 5, λ6 = 6 とする．指定要素を (1.2)に従い，q(0)1 = 1, e
(0)
1 = 2, e

(1)
1 =

3, e
(2)
1 = 4, q

(0)
2 = 5, e

(0)
2 = 6, e

(1)
2 = 7, e

(2)
2 = 8, q

(0)
3 = 9, e

(0)
3 = 10, e

(1)
3 = 11, e

(2)
3 = 12, q

(0)
4 =

13, e
(0)
4 = 14, e

(1)
4 = 15 とする．与えられた条件から定まる行列 L(n), R(0)は，

L(0) =


1
2 1
6 1
10 1

14 1
e
(0)
5 1

 , L(1) =


1
3 1
7 1
11 1

15 1
e
(1)
5 1

 ,

L(2) =


1
4 1
8 1
12 1

e
(2)
4 1

e
(2)
5 1

 , R(0) =


1 1
5 1
9 1
13 1

q
(0)
5 1

q
(0)
6


となる．指定がない残る要素は，e

(2)
4 , q

(0)
5 , e

(0)
5 , e

(1)
5 , e

(2)
5 , q

(0)
6 の 6個である．これらの未知

要素を定理 4.1のアルゴリズムを用いて計算すると，

e
(2)
4 = −1869033

520
, q

(0)
5 =

429038697

45760
, e

(0)
5 =

595718671

63360
,

e
(1)
5 =

138882984644663

39473976960
, e

(2)
5 =

41455483437182425

12830199727520016
, q

(0)
6 =

56320

429038697

と求まる．さらに，A(0) = L(0)L(1)L(2)R(0)は，

A(0) =


1 1 0 0 0 0
9 14 1 0 0 0
70 175 30 1 0 0
280 1470 535 46 1 0
0 6160 5750 −45846.8 5810.55 1
0 0 −1.52314× 107 2.71399× 108 −3.41281× 107 −5810.55


と求まる．もちろん，A(0)の固有値は，指定した固有値 λ1 = 1, λ2 = 2, . . . , λ6 = 6 と等し

いことが確認される．

6 まとめ

本稿では，II型離散ハングリー戸田方程式の一般解の任意定数と初期値との 1対 1対応

を示した．さらにその結果を用いて，一部の要素と全ての固有値を指定した下ヘッセンベ

ルグ型実帯行列の逆固有値問題に関する一意な解の導出に成功した．
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