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2変数 Oregonatorの超離散解析

山形大学大学院 理工学研究科 理学専攻 数理科学分野 柏舘 悠平 (KASHIWATATE Yuhei)

概要

BZ 反応を記述する数理モデルである 2 変数 Oregonator に対して村田の方法と 5 近傍の離散化を

適用し，超離散方程式を導出する．Oregonatorの特徴的な現象として，リミットサイクルと興奮解が

ある．導出した超離散方程式やセル・オートマトンモデルにおいても類似した現象を確認できた．ま

た，反応場の不均一性を考慮し，ノイズがパターン形成に及ぼす影響を示した．

1 2変数 Oregonator

空間 2次元の場合の 2変数 Oregonatorは
∂u

∂t
= Du

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
+ a

{
u(1− u)− fv(u− q)

u+ q

}
,

∂v

∂t
= Dv

(
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2

)
+ u− v

(1.1)

で与えられる．Du, Dv は拡散係数，u(t, x, y), v(t, x, y) はそれぞれ活性因子-抑制因子，a, q は定数であ

る．f は興奮性の閾値であり，解の挙動を決定するパラメータである．

2 超離散化

(1.1) の超離散化を村田の方法 [1]と 5近傍の離散化に沿って行う．(1.1) の拡散項の離散化を
mα(u

j,k
n ) =

1

5
(uj,k

n + uj−α,k
n + uj+α,k

n + uj,k−α
n + uj,k+α

n ),

mβ(v
j,k
n ) =

1

5
(vj,kn + vj−β,k

n + vj+β,k
n + vj,k−β

n + vj,k+β
n )

(2.1)

と与える．ここで t = n∆t, x = j∆x, y = k∆y (∆x = ∆y)とおき，(t, x, y)周りで 1次近似をすると

ut =
α2∆x2

5∆t
uxx +

α2∆y2

5∆t
uyy +N(∆t,∆x,∆y),

vt =
β2∆x2

5∆t
vxx +

β2∆y2

5∆t
vyy +N(∆t,∆x,∆y)

を得る．Du = α2∆x2/5∆t = α2∆y2/5∆t, Dv = β2∆x2/5∆t = β2∆y2/5∆t を変えないように，

∆t,∆x,∆y → +0 とすると (1.1) の拡散項が得られることにより，離散化になっていることが確認でき

る．これを 5近傍の離散化と呼ぼう．

離散 2変数 Oregonatorは，村田の方法と (2.1) と組み合わせて
uj,k
n+1=

ε−1mα(u
j,k
n ) + amα(u

j,k
n ) + afqvj,kn /

{
mα(u

j,k
n ) + q

}
ε−1 + amα(u

j,k
n ) + afvj,kn /

{
mα(u

j,k
n ) + q

} ,

vj,kn+1 =
ε−1mβ(v

j,k
n ) +mβ(u

j,k
n )

ε−1 + 1

(2.2)
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とすればよい．これは，(2.2) を
uj,k
n+1 − uj,k

n

ε
=

mα(u
j,k
n )− uj,k

n

ε
+ a

{
mα(u

j,k
n )(1− uj,k

n )− fvj,kn (uj,k
n − q)

mα(u
j,k
n ) + q

}
+O(ε),

vj,kn+1 − vj,kn

ε
=

mβ(v
j,k
n )− vj,kn

ε
+mβ(u

j,k
n )− vj,kn +O(ε)

(2.3)

と変形して，ε → +0をすると，(1.1)が得られることにより離散化になっていることが確認できる．

(2.2) に対して，各変数に次の指数関数型の変換

uj,k
n = exp(U j,k

n /λ), vj,kn = exp(V j,k
n /λ), ε = exp(E/λ),

a = exp(A/λ), f = exp(F/λ), q = exp(Q/λ)
(2.4)

を行い，λ → +0の極限をとると，超離散方程式{
Mα(U

j,k
n ) =max(U j,k

n , U j−α,k
n , U j+α,k

n , U j,k−α
n , U j,k+α

n ),

Mβ(V
j,k
n ) =max(V j,k

n , V j−β,k
n , V j+β,k

n , V j,k−β
n , V j,k+β

n ),
(2.5)


U j,k
n+1 =max{Mα(U

j,k
n )− E,A+Mα(U

j,k
n ), A+ F +Q+ V j,k

n −max(Mα(U
j,k
n ), Q)}

−max{−E,A+Mα(U
j,k
n ), A+ F + V j,k

n −max(Mα(U
j,k
n ), Q)},

V j,k
n+1 =max{Mβ(V

j,k
n )− E,Mβ(U

j,k
n )} −max{−E, 0}

(2.6)

を得る．今回は一般に解析が容易になる手続きとして E → +∞を適用する．整理すると
U j,k
n+1 =max{Mα(U

j,k
n ), F +Q+ V j,k

n −max(Mα(U
j,k
n ), Q)}

−max{Mα(U
j,k
n ), F + V j,k

n −max(Mα(U
j,k
n ), Q)},

V j,k
n+1 =Mβ(U

j,k
n )

(2.7)

を得る．(2.7) から U j,k
n 単独の方程式

U j,k
n+1 =max{Mα(U

j,k
n ), F +Q+Mβ(U

j,k
n−1)−max(Mα(U

j,k
n ), Q)}

−max{Mα(U
j,k
n ), F +Mβ(U

j,k
n−1)−max(Mα(U

j,k
n ), Q)} (2.8)

を得る．

3 解の挙動

(2.8) において拡散効果がない場合，つまり (α, β) = (0, 0)を考えると，2階の常差分方程式

Un+1=max{Un, F +Q+ Un−1 −max(Un, Q)} −max{Un, F + Un−1 −max(Un, Q)} (3.1)

を得る．この方程式の平衡点は F と Qの値によって異なり，

(I)Un ≥ Qの場合:

Ū =

{
0 (F +Q ≤ 0 & F ≤ 0),

Q (F ≥ 0 & F ≥ Q).
(3.2)

(II)Un ≤ Qの場合:

Ū =


0 (F ≤ Q & F ≤ 0),

F (0 < F < Q),

Q (F ≥ 0 & F ≥ Q)

(3.3)

となる．ここで，0, Qは安定平衡点であり，F は不安定平衡点である．F,Q,U0, U1 ∈ Zを満たすとき，
F の値によって解は以下の 2種類の挙動を描くことが確認できる．したがって，f の興奮性の閾値として

の性質を保存している．
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3.1 リミットサイクル

F ∈ (0, Q)のとき安定平衡点が消滅し，ある時刻から以下の周期解

Un =

{
0

Q

を得る (図 3.1)．この解は元の微分方程式のリミットサイクルに対応する．

図 3.1 (左)微分方程式のリミットサイクル．(右)超離散方程式のリミットサイクル．

3.2 興奮解

F /∈ (0, Q)のとき興奮解が現れるが，特に 0 < Q < F のとき

Un = Q (n ≥ n0)

を得る (図 3.2)．この解はある時刻 n0 から定常解へ落ち着き，元の微分方程式の興奮解に対応する．

図 3.2 (左)微分方程式の興奮解．(右)超離散方程式の興奮解．

4 セル・オートマトン

元の方程式のパラメータの値に対応して Q < 0 < F とする．セル・オートマトンを生成するために，

Q = −1, F = 1, U j,k
0 , U j,k

1 ∈ {−1, 0}と仮定すると U j,k
n ∈ {−1, 0}に制限できる．0と 1のみで表現す

るために
W j,k

n = U j,k
n −Q (4.1)
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とすると (2.8) は
W j,k

n+1 = max{2Mα(W
j,k
n )−Mβ(W

j,k
n−1)− 1, 0} (4.2)

となり，W j,k
n ∈ {0, 1}のセル・オートマトンを生成できる．(4.2) の時間発展規則はルール表 1に従う．

Mα(W
j,k
n ),Mβ(W

j,k
n−1) 0, 0 0, 1 1, 0 1, 1

W j,k
n+1 0 0 1 0

表 1 (4.2)の時間発展規則

(4.2)は (α, β) = (1, 0)としたとき，高橋，志田，宇佐美のmax-plus方程式 [3]のひとつと同値である．

このときリング，ターゲット，スパイラルなど BZ反応特有のパターンが現れる (図 4.1)．

図 4.1 セル・オートマトンパターン (■ = 1,□ = 0)

5 ノイズ付きセル・オートマトン

BZ反応場には濃度の揺らぎや不純物の混合などのノイズが生じる場合がある．微分方程式のモデルで

はこれらを考慮したシミュレーションが研究されている (図 5.1)．前章までのモデルはこれらノイズを考

慮しないモデルであるため，パターン形成過程への影響を考察する場合には現象的に適切なモデルとはい

えない．ノイズには反応を妨害するもの (負のノイズ)と誘発するもの (正のノイズ)が考えられるが本論

文では負のノイズのみ考えることにする．

図 5.1 不純物が含まれる反応場での BZ反応の hodgepodge machineシミュレーション (D.Stys et

al.，arXiv:1606.04363v1，[nlin.CG] Jun.，12 (2016))．
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活性因子にノイズがある場合を考慮し，次のような方程式を与える．


∂u

∂t
= Du

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
+ a

{
u(1− u)− fv(u− q)

u+ q

}
+ noise, (a)

∂v

∂t
= Dv

(
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2

)
+ u− v. (b)

(5.1)

(5.1-a) の拡散項にノイズを添加して離散化を行うと

lα(u
j,k
n ) =

1

5
(uj,k

n + uj−α,k
n + uj+α,k

n + uj,k−α
n + uj,k+α

n ) + noise·∆t (5.2)

を得る．ここでは活性因子の濃度に依存して拡散を妨害するノイズとして ξ
(i)j,k
n ≤ 0 (i = 1, 2, 3, 4)を考

えて
noise = ξ(1)j,kn uj−α,k

n + ξ(2)j,kn uj+α,k
n + ξ(3)j,kn uj,k−α

n + ξ(4)j,kn uj,k+α
n (5.3)

とする．中心部である uj,k
n にノイズを発生させるとパターン形成が停止してしまうため，周囲の 4点にの

みノイズを添加している．(5.2) を整理すると

lα(u
j,k
n ) =

1

5
(uj,k

n + γ1u
j−α,k
n + γ2u

j+α,k
n + γ3u

j,k−α
n + γ4u

j,k+α
n ) (5.4)

とできる．ここで γi = 1 + 5ξ
(i)j,k
n ∆tである．変数変換 (2.4) と

γi = exp(−Γi/λ)

を適用して，λ → +0の極限をとると，式 (5.4) はノイズを考慮した以下の超離散系に変換される．本論

文では Γi ∈ {0, 1}として議論を進める．

Lα(U
j,k
n ) = max(U j,k

n , U j−α,k
n − Γ1, U

j+α,k
n − Γ2, U

j,k−α
n − Γ3, U

j,k+α
n − Γ4). (5.5)

連続ノイズと超離散ノイズの関係は

Γi = 1 ⇔ γi < 1 ⇔ ξ
(i)j,k
n < 0,

Γi = 0 ⇔ γi = 1 ⇔ ξ
(i)j,k
n = 0

が成り立っている．確率的な効果を取り入れるために変数 pi に対し，0 < pi < 1ならば

Γi(pi) =

{
1 with the probability pi,

0 with the probability 1− pi.

pi /∈ [0.1]ならば Γi(pi) ≡ 0とする．以上より，操作 (4.1) を行うとノイズ付き超離散方程式

W j,k
n+1 = max{2Lα(W

j,k
n )−Mβ(W

j,k
n−1)− 1, 0} (5.6)

を得る．以下にノイズ付きセル・オートマトンパターンを示す．

図 5.2 (α, β) = (1, 0), pi = 0.05
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