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概 要

Max-plus代数とは，実数に−∞を加えた集合に 2つの二項演算として和⊕と積⊗をそれ
ぞれ ⊕ = maxと ⊗ = +で定義した代数である．Max-plus代数における行列の固有値はその
行列を重み付き隣接行列とすることで表現されるグラフの最大平均閉路重みと一致することが
知られている [1, 2]．著者らは [4]においてmax-plus代数における一次元整数格子上のウォー
クとして max-plusウォークを提案し，その保存量や定常状態などを議論した．本研究では，
max-plusウォークの極限測度について議論する．

1 Max-plus代数

集合 Rmax = R ∪ {−∞}に 2つの二項演算を

a⊕ b = max{a, b}, a⊗ b = a+ b (a, b ∈ Rmax)

と定義した代数を max-plus代数という．和 ⊕は可換で結合則を持ち，ε = −∞を零元とする．
積 ⊗も可換で結合則を持ち，e = 0を単位元とする．また，⊗は ⊕に関して分配的である．⊗
は ε以外で逆元を持つことに対し，⊕は ε以外で逆元を持たないことに注意が必要である．次に，

max-plus行列の演算を定義する．m行n列のmax-plus行列全体をRm×n
max と書く．2つのmax-plus

行列A,B ∈ Rm×n
max の和A⊕B ∈ Rm×n

max は

[A⊕B]ij = [A]ij ⊕ [B]ij .

で定義される．ただし，[X]ijは行列Xの i行 j列成分を表す．また，2つのmax-plus行列A ∈ Rm×k
max

とB ∈ Rk×n
max の積A⊗B ∈ Rm×n

max は

[A⊗B]ij =
k⊕

l=1

[A]il ⊗ [B]lj

で定義される．Max-plus代数では前述したように和⊕に関する逆元が存在しないため，max-plus

行列 A ∈ Rn×n
max の行列式としては，置換の符号を考えない以下のトロピカル行列式を用いること

が一般的である．

tropdet(A) =
⊕
σ∈Sn

[A]1σ(1) ⊗ [A]2σ(2) ⊗ · · · ⊗ [A]nσ(n).

ここで，Snは {1, 2, . . . , n}の置換全体である．次に行列の固有値と固有ベクトルを定義する．
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図 1: Max-plusウォーク

定義 1 (固有値と固有ベクトル). Max-plus行列A ∈ Rn×n
max において，

A⊗ x = λ⊗ x

をみたすベクトル x ̸= (ε, . . . , ε)⊤ ∈ Rn
maxが存在するとき，λ ∈ RmaxをAの固有値といい，xを

λに対する固有ベクトルという．

頂点集合を V，辺集合をE ⊂ V × V，辺の重みをwとする．これらの組として表される重み付

き有向グラフG = (V,E,w)は次の重み付き隣接行列A(G) ∈ R|V |×|V |
max で表される．

[A(G)]ij =

{
w(e) if e = (i, j) ∈ E,

ε if e = (i, j) ̸∈ E.

Max-plus行列の固有値とグラフの関係について以下の補題が知られている．

補題 2 (cf. [1]). Max-plus行列 A ∈ Rn×n
max について，Aを重み付き隣接行列とするグラフ G(A)

は強連結とする．このとき Aの固有値は唯一であり，その値はG(A)にある閉路の平均重みの最

大値と一致する．ここで，閉路の平均重みとは，閉路に含まれる辺の重みの総和を辺の数で割っ

た値とする．

2 Max-plusウォーク [4]

1次元整数格子上の各格子点に，max-plus代数におけるベクトルを与える．このとき，これらの

ベクトルがある決められたmax-plus行列によって時間発展するモデルをmax-plusウォークと呼

ぶ．格子点上のベクトルのことを状態と呼び，時刻 n ∈ Nで場所 k ∈ Z にある状態を ψn
k と書く．

本研究では，2次元ベクトルの状態 ψn
k ∈ R2

maxが 2つの 2行 2列のmax-plus行列 P,Q ∈ R2×2
maxで

時間発展する図 1のようなmax-plusウォークを考える．このとき，状態 ψn
k は次のような時間発
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展系で決まる．

ψn
k = (P ⊗ ψn−1

k+1 )⊕ (Q⊗ ψn−1
k−1 ) = An

k ⊗ ψ0
0.

ここで，行列An
k ∈ R2×2

maxをこのmax-plusウォークの状態決定行列と呼ぶ．発展行列 P,Qをそれ

ぞれ

P =

(
a b

ε ε

)
, Q =

(
ε ε

c d

)

とし，新たに 2つの行列R,S ∈ R2×2
maxを

R =

(
c d

ε ε

)
, S =

(
ε ε

a b

)

とする．左 (P )に ℓ回，右 (Q)にm回進み，r̃を P からQもしくはQから P に曲がる回数とし

て r = ⌊r̃/2⌋とする．このとき，時刻 n，場所 kでの状態決定行列An
k は

An
k =

(ℓ−1)∧m⊕
r=1

{(ℓ− r − 1)a+ rb+ rc+ (m− r)d} ⊗ P

⊕
ℓ∧(m−1)⊕

r=1

{(ℓ− r)a+ rb+ rc+ (m− r − 1)d} ⊗Q

⊕
ℓ∧m⊕
r=1

{(ℓ− r)a+ rb+ (r − 1)c+ (m− r)d} ⊗R

⊕
ℓ∧m⊕
r=1

{(ℓ− r)a+ (r − 1)b+ rc+ (m− r)d} ⊗ S

と表すことができる．ただし，a ∧ b = min{a, b} とする．ここで，行列 P,Q の成分であった

a, b, c, d ∈ Rmaxに対して以下の条件を課す．a⊗ d = e,

b⊗ c = e.
(C1)

この条件 (C1)はmax-plus行列 U ∈ R2×2
maxを

U = P ⊕Q =

(
a b

c d

)

としたときに，通常の線形代数におけるユニタリ行列が持つ性質の 1つ「行列式の絶対値が 1と

なる」という性質のmax-plus類似である

tropdet(U) = (a⊗ d)⊕ (b⊗ c) = e
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をみたす条件となっている．ℓa+md = (ℓ−m)a = −kaであることに注意すると，状態決定行列
An

k は以下のようになる．

An
k =



(
−ka (−k − 1)a+ b

(−k + 1)a− b −ka

)
if k = −n+ 2,−n+ 4, . . . , n− 4, n− 2,

(
na (n− 1)a+ b

ε ε

)
if k = −n,

(
ε ε

(−n+ 1)− b −na

)
if k = n.

この行列An
k の固有値 λ(An

k)を考えると，補題 2より

λ(An
k) =

1 + (−1)k+n

2
(−ak), −n ≤ k ≤ n

となる．ここで，kは場所であることに注意すると，以下の定理が得られる．

定理 3 (S. Watanabe, A. Fukuda, E. Segawa, I. Sato [4]). Max-plusウォークにおいて，条件

(C1)を仮定した状態決定行列 An
k の固有値 λ(An

k)の場所 kに関する総和 Φnは時間に依らず一定

で，その値は

Φn = 0

となる．つまり，固有値の総和はmax-plusウォークの保存量となる．

3 Max-plusウォークの極限測度

通常の量子ウォークにおける確率分布について知られている結果を紹介する．初期状態を原点

における確率 1/2の混合状態とすると，時刻 nでの確率分布 µn : Z → [0, 1]は，以下のように分

布収束する．任意の x ∈ Rにおいて，

lim
n→∞

∑
k≤nx

µn(k) =

∫ x

−∞
fK(u; |a|)du

と書ける．ただし，fK(u; |a|)は今野関数で

fK(u; |a|) =


√

1− |a|2

π(1− u2)
√
|a|2 − u2

, if − |a| ≤ u ≤ |a|,

0, otherwise

である．以下ではこれに対応するmax-plusウォークの極限測度について議論する．状態決定行列

An
k の固有値に対し，kに関する以下のような和をとる．∑

k≤nx

λ(An
k) =

∑
k≤nx

1 + (−1)k+n

2
(−ak)1[−n,n](k).

4



ただし，1[−n,n](k)は−n ≤ k ≤ nのとき 1，そうでなければ 0をとる関数とする．ここで，pは

非負整数とし，−n+ 2pを nxより小さく一番大きい整数とすると，∑
k≤nx

1 + (−1)k+n

2
(−ak)1[−n,n](k) = −a{−n+ (−n+ 2) + · · ·+ (−n+ 2p)}

= a(p+ 1)(n− p) (3.1)

となる．ここで，−n+ 2p ≤ nx < −n+ 2p+ 2より

−1 +
n

2
(x+ 1) < p ≤ n

2
(x+ 1) (3.2)

となるので，(3.2)を用いて (3.1)を上から評価すると，∑
k≤nx

λ(An
k) = a(p+ 1)(n− p) < a

(
1 + x

2
n+ 1

)(
n− 1 + x

2
n+ 1

)
(3.3)

となる．ここで，(3.3)の最右辺に対し，n2で割って変形すると，

1

n2
a

(
1 + x

2
n+ 1

)(
n− 1 + x

2
n+ 1

)
= a

(
1− x2

4
+

1

n
+

1

n2

)
となる．ここで，n→ ∞の極限をとると

lim
n→∞

a

(
1− x2

4
+

1

n
+

1

n2

)
=
a

4
(1− x2)

となる．従って，

lim
n→∞

1

n2

∑
k≤nx

λ(An
k) ≤

a

4
(1− x2) (3.4)

が得られる．

一方，(3.2)を用いて (3.1)を下から評価すると，∑
k≤nx

λ(An
k) = a(p+ 1)(n− p) > a

(n
2
(x+ 1)

)(
n− n

2
(x+ 1)

)
=
n2

4
a(1− x2)

となる．n2で割って，n→ ∞の極限をとると

lim
n→∞

1

n2

∑
k≤nx

λ(An
k) ≥

a

4
(1− x2) (3.5)

が得られる．従って，(3.4)と (3.5)より

lim
n→∞

1

n2

∑
k≤nx

λ(An
k) =

a

4
(1− x2) (3.6)

となる．(3.6)の右辺は

a

4
(1− x2) =

∫ x

−∞
−au

2
1[−1,1](u)du

と書ける．まとめると，次の定理が得られる．
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定理 4. Max-plusウォークにおける極限測度は

lim
n→∞

1

n2

∑
k≤nx

λ(An
k) =

∫ x

−∞
f(u)du

となる．ただし，

f(u) =

−au
2
, u ∈ [−1, 1],

0, otherwise

である．

4 まとめ

本研究では，[4]で提案されている量子ウォークのmax-plus類似であるmax-plusウォークに対

する極限測度について議論した．

定理 3により，max-plusウォークはある条件を満たすと，時刻に対する不変量が存在し，それに

よって各時刻ごとに決まるZ上の符号付き測度が与えられる．これは通常の量子ウォークにおける，
時間発展のユニタリ性から ℓ2ノルムが保存され，確率が定義されることに対応している．通常の

量子ウォークにおける状態決定行列をBn
k ∈ C2×2とおく (具体的な表示に関しては例えば [3]を参

照)．初期状態を原点における確率 1/2の混合状態とすると,　時刻 nでの確率分布 µn : Z → [0, 1]

は，(1/2)||Bn
k ||2F =

∑
i(σi)

2で書き表され，max-plusウォークの測度を彷彿させる．ただし，|| · ||F
はフロベニウスノルム，σiはBn

k の特異値である．

このmax-plusウォークの符号付測度の極限の時刻に対するスケーリングのオーダーと通常の量

子ウォークのスケーリングのオーダーは共に線形であり，一致している． つまり，量子ウォーク

の特徴的な挙動であるいわゆる線形的拡がり (linearly spreading)を反映していることを示唆して

いる．また，max-plusウォークの符号付極限測度がパラメータ “a”のみによって記述されている

のに対し，同様に通常の量子ウォークにおいてもその拡がりを記述する擬速度と呼ばれる，今野関

数のパラメータ “a”のみによって，記述されている点も興味深い．このように，max-plusウォー

クの極限測度が量子ウォークのどのような挙動を抽出しているのかをより明らかにするのは今後

の課題として残されている．
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