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概 要
クラスター代数の A

(1)
N 型ミューテーションから双有理写像力学系を導出し、保存量の具体

的な構成を通して、双有理写像力学系の可積分性を示す。さらに、保存量を用いて双有理写像
力学系を線形化し、一般解を求める。

1 はじめに
クラスター代数とは、2002年に Fomin-Zelevinskyにより発見された代数系であり [1]、以下の

ように定義される。はじめに、初期種子とよばれる変数（クラスター変数）、行列（交換行列）の
組を用意する。この初期種子にミューテーションとよばれる操作（成分の双有理変換）を繰り返し
適用し、得られた種子全体に含まれるクラスター変数が生成する多項式環をクラスター代数とよ
ぶ。クラスター代数の生成元は初期クラスターの Laurent多項式であることが Fomin-Zelevinsky

によって示されており [1]、そのような性質を Laurent性とよぶ。また、クラスター代数のミュー
テーションは交換行列を通して一般化 Cartan行列と対応付け可能であり、有限型の Cartan行列
と対応するミューテーションのみ有限周期をもつことが知られている [2]。
本稿においては、アフィンA

(1)
N 型 Cartan行列と対応するミューテーションからN + 1次元双

有理写像力学系を導出し、N 個の保存量（初期変数の Laurent多項式）を具体的に構成すること
で、得られた力学系の可積分性を示す。また、これらの保存量は、より低次の Laurent多項式（N

個）の生成する基本対称式に他ならないことを示す。さらに、これらの保存量の生成元を用いて
双有理写像力学系を線形化し、その一般解を求める。最後に双有理写像力学系の一般解から A

(1)
N

型ミューテーションのもとでのクラスター変数の一般項を明らかにする。

2 A
(1)
N 型ミューテーションと双有理写像力学系

N を 2以上の整数とする。次のような初期種子 Σ0 = (x0, B0)（初期クラスター x0、初期交換
行列B0）を与える：

x = (x1, x2, · · · , xN+1) , B0 =


−1 −1

1
. . .

. . . −1

1 1
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ただし、交換行列B0 = (bij)は次をみたすN + 1次反対称行列であり

bij =


1 (i, j) = (N + 1, 1) or (i, j) = (i, i− 1) for 2 ≤ i ≤ N + 1

−1 (i, j) = (1, N + 1) or (i, j) = (i, i+ 1) for 1 ≤ i ≤ N

0 otherwise

その一般化 Cartan行列 A(B0) := (2δij − |bij |)は A
(1)
N 型である。また、交換行列B0に対応する

クイバーQ0は図 1のようになる。

Q0 = µ1(Q1) oo µ1 // Q1 := µ1(Q0)
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図 1: クイバーQ0とその頂点 1におけるミューテーションQ1 = µ1(Q0)。頂点
⊗
は sinkを表し、

頂点
⊙
は sourceを表す。

交換行列B0のミューテーションは対応するクイバーQ0のミューテーションと等価であり、Q0

の頂点 1（sink）でのミューテーション µ1は、その頂点に出入りする矢を逆向きにすることで与
えられる（図 1）。
置換 ρ ∈ SN+1のクイバーQへの作用 ρQを次をみたすように定める：

♯{Qの頂点 iから jへの矢 } = ♯{ρQの頂点 ρ−1(i)から ρ−1(j)への矢 }

とくに ρが右シフト

ρ =

(
1 2 · · · N + 1

N + 1 1 · · · N

)

ならば、ρQはQの矢を一斉に反時計回りに 1頂点分だけずらしたものである。実際、図 1のクイ
バーQ0, Q1はQ1 = ρQ0をみたすが、このような性質をもつクイバーを cluster mutation periodic

quiver with period 1とよぶ [3]。
クイバー Q1 の頂点 2 は sink であるので、Q1 の頂点 2 におけるミューテーション µ2 は Q0

の頂点 1におけるミューテーション µ1 と同様に与えられ、得られたクイバー Q2 = µ2(Q1)は
Q2 = ρQ1 = ρ2Q0をみたす。以下同様に、µk を頂点 kでのミューテーションとし、得られたク
イバーをQk = µk(Qk−1)とするとQk = ρQk−1 = ρ2Qk−2 = · · · = ρkQ0が成り立つ。クイバー
Qk に対応する交換行列を Bk とおくと、置換 ρの周期性 ρN+1 = 1より、クイバーおよび交換行
列のミューテーション列 µ1, µ2, · · · , µN+1に関する周期性を得る：

QN+1 = Q0, BN+1 = B0

交換行列B0, B1, . . . , BN の一般化 Cartan行列A(B0), A(B1), . . . , A(BN )はすべてA
(1)
N 型であ

るため、ミューテーション列 µ1, µ2, · · · , µN+1をA
(1)
N 型ミューテーションとよぶ。
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A
(1)
N 型ミューテーション µ1, µ2, · · · , µN+1を初期クラスター xに順に繰り返し適用したものを

次のように表す：

x1 := µ1(x), · · · , xN+1 := µN+1(xN ), xN+2 := µ1(xN+1), · · ·

ここで、クラスター xkは周期性をもたないため [2]、一般に xk := µk(xk−1)とおく（k ≡ k (mod

N + 1)、1 ≤ k ≤ N + 1）。また、クラスター変数および交換行列の成分を次のように表示する：

xk = (x1;k, x2;k, · · · , xN+1;k), Bk =
(
bkij

)
任意の正整数 k > 0に対し、クラスター変数 xj;k（j = 1, 2, . . . , N + 1）は、次の交換関係

xj;k =
(
µk(xk−1)

)
j
=


1

xj;k−1

N+1∏
i=1

x
max[bk−1

ij ,0]
i;k−1 +

1

xj;k−1

N+1∏
i=1

x
max[−bk−1

ij ,0]
i;k−1 j = k,

xj;k−1 j ̸= k,

(1)

によって帰納的に与えられる。
いま、1回の時間発展 t → t+ 1がA

(1)
N 型ミューテーションの合成 µN+1 ◦ µN ◦ · · · ◦ µ1と対応

するような双有理写像力学系を構成するため、新しい変数 xt := (xt1, x
t
2, · · · , xtN+1)を導入する：

xti := xi;(N+1)t (i = 1, 2, . . . , N + 1) (2)

命題 1. 変数 xti（i = 1, 2, · · · , N + 1）は次の関係式を満たす：

xt+1
i =

xt+1
i−1x

t
i+1 + 1

xti
(3)

ただし、xt+1
0 = xtN+1および xtN+2 = xt+1

1 とする。

（証明） 交換関係 (1)を用いて直接計算すればよい。
したがって、N + 1次元双有理写像力学系

φ : CN+1 → CN+1;xt = (xt1, x
t
2, . . . , x

t
N+1) 7→ xt+1 = (xt+1

1 , xt+1
2 , . . . , xt+1

N+1)

を用いて、A
(1)
N 型ミューテーション µ1, µ2, · · · , µN+1を解析することができる。

3 保存量
双有理写像力学系φ : CN+1 → CN+1の初期値x1, x2, . . . , xN+1によってZ上生成されるLaurent

多項式環Z
[
x±1 , x

±
2 , . . . , x

±
N+1

]
をZ [x±]と表示する。また、簡単のため、p = p(x1, x2, . . . , xN+1) ∈

Z [x±]に対し、p(xt1, x
t
2, . . . , x

t
N+1) ∈ Z

[
(xt)±

]
を ptと略記する（ただし p0 = p）。

いま、Laurent多項式 λ1, λ2, . . . , λN ∈ Z [x±]を次のように定義する：

λi = λi(x1, x2, . . . , xN+1) :=
xi + xi+2

xi+1
(i = 1, 2, . . . , N − 1), (4)

λN = λN (x1, x2, . . . , xN+1) :=
1 + x1xN + x2xN+1

x1xN+1
(5)

これらは φの作用 φλt
i = λt+1

i に関して次のような周期性をもつ。

3



定理 1. 任意の非負整数 t, n ≥ 0に対し、次が成り立つ：

λt+n
i = λt

i+n (i = 1, 2, . . . , N)

ただし、下付添え字はmod N で考える。とくに、λt
iは周期N の周期性をもつ：

λt+N
i = λt

i for ∀t ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , N)

（証明） 直接計算すればよい。

命題 2. Laurent 多項式 λt
1, λ

t
2, . . . , λ

t
N によって Z 上生成される多項式環 Z

[
λt
1, λ

t
2, . . . , λ

t
N

]
を

Z
[
λt
]
で表す。このとき、任意の非負整数 t ≥ 0に対し次が成り立つ：

Z
[
λt
]
= Z

[
λ0
]
= Z [λ] ⊂ Z

[
x±]

（証明） f = f(λ1, λ2, . . . , λN ) ∈ Z [λ]に対し、置換 σ ∈ SN の f への作用を

σf = σf(λ1, λ2, . . . , λN ) = f(λσ−1(1), λσ−1(2), . . . , λσ−1(N))

で定める。とくに σを右シフト

σ =

(
1 2 · · · N

N 1 · · · N − 1

)

とすると、定理 1より、次が成り立つ：

fs+t = f(λs
1+t, λ

s
2+t, . . . , λ

s
N+t) = σtfs

s = 0とすると Z
[
λt
]
∋ f t = σtf0 = σtf ∈ Z [λ]である。

系 1. λi（i = 1, 2, . . . , N）の n次基本対称式を qn ∈ Z [λ]（n = 1, 2, . . . , N）とおく：

qn :=
∑

I⊂{1,2,...,N}
|I|=n

∏
i∈I

λi

このとき、qtn（n = 1, 2, . . . , N）は双有理写像力学系 φの保存量である。すなわち、任意の非負
整数 t ≥ 0に対して qtn = σtqn = qnが成り立つ。

（証明） 定理 1より明らか。

4 線形化と一般解
Laurent多項式 λN を用いると、(3)（i = 1）より

xt+1
1 =

xtN+1x
t
2 + 1

xt1
=

λt
Nxt1x

t
N+1 − xt1x

t
N

xt1
= λt

NxtN+1 − xtN (6)

を得る。同様に、(3)（i = N + 1）を用いると

xt+1
N+1 =

xt+1
N xt+1

1 + 1

xtN+1

=
λt+1
N xt+1

1 xt+1
N+1 − xt+1

2 xt+1
N+1

xtN+1

= xt+1
N+1

λt+1
N xt+1

1 − xt+1
2

xtN+1
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より、次を得る：

xt+1
2 = λt+1

N xt+1
1 − xtN+1 = λt

1x
t+1
1 − xtN+1 (7)

さらに、Laurent多項式 λ1, λ2, . . . , λN−1を用いると

xt+1
i+2 = λt+1

i xt+1
i+1 − xt+1

i = λt
i+1x

t+1
i+1 − xt+1

i (i = 1, 2, . . . , N − 1) (8)

を得る。このとき、(6–8)は xt+1
1 , xt+1

2 , . . . , xt+1
N+1に対する連立 1次方程式と見なせる：

1

−λt
1 1

1 −λt
2

. . .

. . .
. . . 1

1 −λt
N 1





xt+1
1

xt+1
2
...
...

xt+1
N+1


= xtN


−1
+ xtN+1


λt
N

−1

 (9)

連立 1 次方程式 (9) の係数行列を A ∈ Mat (Z[λ], N + 1) とし、A の第 j 列を右辺のベクト
ル (−1, 0, . . . , 0)T , (λt

N ,−1, 0, . . . , 0)T でそれぞれ置き換えた行列を Aj,1, Aj,2 とする。このとき、
Aj,1, Aj,2 ∈ Mat (Z[λ], N + 1) であり、命題 2 より、行列式 detAi,1,detAi,2 はともに多項式環
Z[λ]に含まれる。時刻 t = 0における detAi,1, detAi,2 をそれぞれ ξi,1, ξi,2 ∈ Z[λ]とおく (i =

1, 2, . . . , N + 1)（σtξi,1 = detAi,1, σ
tξi,2 = detAi,2に注意）。

さらに、行列M ∈ Mat (Z[λ], 2)を次のようにおく：

M :=

(
ξN,1 ξN,2

ξN+1,1 ξN+1,2

)
また、σ ∈ SN のM ∈ Mat (Z[λ], 2)への作用を次で定める：

σM :=

(
σξN,1 σξN,2

σξN+1,1 σξN+1,2

)

|A| = 1に注意して、クラメルの公式を用いて (9)を解くと、xt+1
i （i = 1, 2, . . . , N + 1）は次の

ように与えられる：

xt+1
i =

(
σtξi,1

)
xtN +

(
σtξi,2

)
xtN+1 (10)

こうして、双有理写像力学系 φは線形化される。とくに、i = N,N +1に対しては次が成り立つ：(
xt+1
N

xt+1
N+1

)
=
(
σtM

)( xtN
xtN+1

)
=
(
σtM

) (
σt−1M

)
· · · (σM)M

(
xN

xN+1

)
(11)

正整数 ℓ > 1に対し

Mℓ :=
(
σℓ−1M

)(
σℓ−2M

)
· · ·
(
σ1M

)
M ∈ Mat (Z[λ], 2)

とおく。このとき、双有理写像力学系 φ : CN+1 → CN+1の一般解は次のように与えられる。

定理 2. 整数N > 2に対し、非負整数 t ≥ 0を t = mN + k（m ≥ 0, 0 ≤ k ≤ N − 1）と表す。こ
のとき、双有理写像力学系 φの一般解 xti（i = 1, 2, . . . , N + 1）は次で与えられる：

xt+1
i =

(
σkξi,1, σ

kξi,2

)
Mk (MN )m

(
xN

xN+1

)
(i = 1, 2, . . . , N + 1) (12)
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（証明）各 ξi,j は周期N をもつ（σNξi,j = ξi,j）ので、σNM = M である。したがって、(10)、
(11)より、(12)が成り立つ。
ミューテーション列 µ1, µ2, . . . , µN+1 が作用するとき、各クラスター変数は 1回だけ更新され

る。(2)より、クラスター変数と双有理写像力学系の変数は次の関係式をみたす：

xi;(N+1)t+k =

xti 0 ≤ k ≤ i− 1

xt+1
i i ≤ k ≤ N

したがって、定理 2より、クラスター変数の一般項を得る。
クラスター変数は Laurent性をもつことがよく知られているが [1]、σkξi,1, σ

kξi,2 ∈ Z[λ]、Mℓ ∈
Mat (Z[λ], 2)および λi ∈ Z[x±]より、定理 2からクラスター変数 xti の Laurent性が直ちにした
がう。

系 2. 任意の非負整数 t ≥ 0に対し、xti ∈ Z[x±]（i = 1, 2, . . . , N + 1）が成り立つ。

5 まとめ
N ≥ 2に対し、クラスター代数の A

(1)
N 型ミューテーションから N + 1次元双有理写像力学系

φ : CN+1 → CN+1を導出し、N 個の保存量 q1, q2, . . . , qN を用いて系の可積分性を示した。また、
保存量の生成元である、初期変数の Laurent多項式 λ1, λ2, . . . , λN を用いて力学系 φを線形化し、
一般解を求めた。先行研究 [4, 5]で考察した A

(1)
1 型ミューテーションへの退化 N → 1において

は、λN = λ1（(5)を見よ）のみ生き残り、双有理写像力学系 φ : C2 → C2の保存量となる。この
保存量を用いて、A

(1)
1 型ミューテーションも同様に線形化可能であり、一般解を構成できる。ま

た、A
(2)
2 型ミューテーションも同様に線形化可能であり、A

(1)
1 型ミューテーションと可換な双有

理写像力学系となることが示される [5]。A
(2)
2N 型ミューテーションが線形化可能であるか、また、

それはA
(1)
N 型ミューテーションと可換であるか、などを明らかにすることは今後の課題である。
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