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1 はじめに

　最近 15年ほどの児玉裕二らの研究 [3]でKP方程式のソリトン解は有限次元のグラスマン多
様体の構造を反映した網目状の模様を生成することが明らかにされた. ソリトン解は特異有理
曲線に対応する解と考えられ、高種数非特異代数曲線に対応する解（代数幾何解）は、極限で
ソリトン解を作り出すと期待されるという意味で、より根本にある解と考えられる。代数幾何
解にもソリトン解と同様の多様な構造があると期待される. その手掛かりを得るために代数幾
何解がどんなソリトン解に退化するか調べることが有効であろう. そういう考えで数年間超楕
円曲線や特別な (n, s)曲線に対応する代数幾何解の（一般化）ソリトン解への退化の研究を行っ
てきた. 代数幾何解は代数曲線のテータ関数で表される. 代数幾何解の退化を調べようとする
と、テータ関数の退化を調べる必要があり、それは結局周期行列の極限の計算に帰着する. し
かし周期行列の極限の計算をするには、ホモロジーの基底を具体的に作る必要があり、それは
超楕円曲線など一部の代数曲線を除いて難しい問題である. 論文 [5, 6, 1]では周期行列の極限
の計算を回避する方法として佐藤グラスマンを用いる方法を提案した. 佐藤グラスマンはKP
階層の解（正確にはタウ関数が形式的べき級数で表される解）のパラメータ空間（初期値空間）
であるが、代数幾何解については対応する佐藤グラスマンの点は曲線上の関数の情報から定め
られている. 代数曲線が具体的に与えられたとき、その上の関数の極限を調べることは比較的
簡単にできるので、代数幾何解の極限を周期行列の極限の計算を経由することなく計算できる
のである. このような佐藤グラスマンを用いた計算は、有理曲線への退化だけでなく、種数正の
代数曲線が種数正の代数曲線に退化する場合にも有効である [1]. その場合得られる解は、ソリ
トン解と代数幾何解が混じった解と考えられる. 本稿では例として、超楕円曲線と (3, 3m+ 1)
曲線のある退化について考え, ソリトンと代数幾何解が混じっている様子が明示的にわかるよ
うな解の表示が導かれることを説明する.
本稿に関するより詳しい内容は [7]をご覧ください.
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2 代数曲線とその退化

m ≥ 2, n ≥ 1として次のような代数曲線の退化を考える.

ym =

mn+1∏
j=1

(x− αj) −→ ym = (x− α)m
m(n−1)+1∏

j=1

(x− αj), m = 2, 3. (1)

極限をとる前の代数曲線 (Cm,nとする)では、αjはすべて相異なるとする. 又 αはどの αjとも
異なるとし、極限は αj , j = m(n− 1) + 2, ...,mn+1を αに近づけるというものである. Cm,n

の種数は g = 1
2nm(m− 1), 極限をとった後の代数曲線の種数 g′は g′ = g− 1

2m(m− 1)となる.
Cm,nは x = ∞に対応する無限遠点をただ一つ持つ. これも∞という記号で表す. ∞にお

ける局所座標 zとして x = z−m, y = z−mn−1(1 +O(z))となるものをとる.

3 代数曲線に対応する解

この節では代数曲線のデータから佐藤グラスマンの点を決める方法について説明する.
Cを種数 gのコンパクトリーマン面とし、その上の一点 p∞とその点における局所座標 zを

固定する. 非負整数 nと C 上の p∞とは異なるN 点 p1, ..., pN に対し、C 上の有理形関数で
p∞には任意位数の極を許し、pj には高々一位の極しか持たないようなもののなすベクトル空
間をW (p1 + · · ·+ pN + ∗∞)で表す.
変数 zのローラン級数のなすベクトル空間をC((z))とし, πをローラン級数に対してその 0

以下べき部分を対応させる写像とする:π : C((z)) −→ C[z−1]. このとき佐藤グラスマン (UGM)
とは C((z))の部分空間 V で, πの V への制限の核と余核が共に等しい次元を持つ有限次元ベ
クトル空間であるようなもの全体のなす空間として定義される. この条件は V が C[z−1]と同
じ大きさを持つことを数学的に定式化したものと考えられる.
局所座標 zで展開することによりW (p1 + · · ·+ pN + ∗∞)をC((z))の部分空間と思うこと

ができるが、このとき次が成り立つ.

命題 1 zg−NW (p1 + · · ·+ pN + ∗∞) ∈ UGM.

UGMの点を与えると KP階層の解（タウ関数）が定数倍を除いてただ一つ決まる. 逆に
KP階層の任意の形式的べき級数解はこのようにして得られる [8]. ここで KP階層とは τ(t),
t = t(t1, t2, t3, ...), に対する次の双線形方程式のことである.∫

τ(t− s− [z−1])τ(t+ s+ [z−1])e−2
∑∞

j=1 sjz
j dz

2πi
= 0. (2)

ただし s = (s1, s2, s3, ...), [z
−1] = (z−1, z−2/2, z−3/3, ...), 積分は z−1の係数をとることを意味

する. u = 2(log τ(t))t1t1 とすると uはKP方程式

3ut2t2 + (−4ut3 + 6uut1 + ut1t1t1)t1 = 0, (3)

を満たす.
UGMの点からKP階層の解を構成する場合, 解はシューア関数展開の形で与えられる. 以

下ではタウ関数はそのシューア関数展開の初項（分割の大きさが最小の項)がシューア関数そ
のものになるように定数倍を選ぶものとする.
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4 タウ関数

前節のCとしてCm,nを, p∞として∞をとる. N = 0の場合のUGMの点 zgW (∗∞)に対応す
るタウ関数を τm,n(t)とする. τm.n(t)はKP階層のmリダクションとして得られる方程式の解
になっており、Cm,nのシグマ関数 σm,n(u), u = t(u1, ..., ug)を用いた次の形の表示を持つ [4].

τm,n(t) = e−
∑∞

i=1 citi+
1
2
q̂(t)σm,n(Bt). (4)

ここで {ci}は曲線から決まる定数, q̂(t), Btは

Bt = t(

∞∑
j=1

bi,jtj)1≤i≤g, q̂(t) =

∞∑
i,j=1

q̂i,jtitj .

の形で、q̂i,j , bi,j はやはり曲線から決まる定数である. 詳しくは [4, 7]を見てください.
命題 1でN ≥ 1の場合は対応するタウ関数は, τm,n(t)を用いるて表示される.

命題 2 N ≥ 1, z(pi) = ziとすると zg−NW (p1 + · · · + pN + ∗∞) に対応するタウ関数は次で
与えられる.

e
∑N

j=1 η(z
−1
j )τm,n(t−

N∑
j=1

[zj ]). (5)

ここで η(z) =
∑∞

j=1 tjz
j, [z] = (z, z2/2, z3/3, ...).

これはタウ関数のシグマ関数による表示 (4)を用いて、KP階層の波動関数 (Baker-Akhiezer
関数)を計算することにより証明される.
ここでソリトン解についても復習しておく. 自然数N < M , パラメータ κ1, ..., κM , N ×M

行列A = (ai,j)を与えると、KP階層のソリトン解が次のように定まる [3].

τ(t) =
∑

I=(i1<···<iN )

∆IAIe
η(κi1

)+···+η(κiM
), (6)

∆I =
∏
p<q

(κiq − κip), AI = det(ap,iq)1≤p,q≤N ,

このようにソリトン解は指数関数 eη(κi1
)+···+η(κiM

)の 1次結合として書けるような解である.

5 タウ関数の退化公式—超楕円曲線の場合—

(1)に現れる αは今複素数と考えているので、その平方根 α1/2を一つ決める.

定理 1 C2,nの退化 (1)に対応するタウ関数 τ2,n(t)の極限は次で与えられる.

lim τ2,n(t) = Ce−2
∑∞

l=1 α
lt2l

×
(
eη(α

1/2)τ2,n−1(t− [α−1/2]) + (−1)neη(−α1/2)τ2,n−1(t− [−α−1/2]
)
.

ここで C はある定数である.
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この公式の右辺はソリトンを作る指数関数 e±η(−α1/2)と代数幾何解 τ2,n−1(t)から構成され
ており、ソリトンと代数幾何解が混じっている様子が明確に見えるような表示になっている. さ
らに研究会での講演の後に筧三郎氏が指摘したように右辺は代数幾何解に頂点作用素 [2]を作
用させたものになっている. これから, 今の場合, 頂点作用素の作用により種数が正の代数曲線
上に 2重点と呼ばれる特異点が生成されている事が分かる. 一般にも、代数幾何解のある種の
退化は代数幾何解に頂点作用素を作用させて得られることが期待される. また、代数幾何解に
頂点作用素を作用させることにより、代数幾何解を背景とするソリトン解を系統的に作り出す
ことができることも分かる.
さて上記の公式を繰り返し適用すると, τ2,0(t)に帰着する. C2,0は y2 = x− α1で有理曲線

であるが, 対応するタウ関数は α1 = 0のときは τ2,0 = 1となる. 従って τ2,m(t)の極限でソリ
トン解が得られることが分かる. α1 ̸= 0のときは τ2,0(t)は指数関数の 2次式で与えられる. こ
の場合 τ2,m(t)の極限は遠方で 0でない定数に近づくソリトン解となる.

τ2,m(t)はKdV階層の解になっているので、得られるソリトン解は皆KdV階層の解である.

6 タウ関数の退化公式—(3,3m+1)曲線の場合—

この場合は αの三乗根 α1/3を一つ決める. これは x = αとなる C3,m上の点 (α, y(α))を一つ
決めることに対応する. ω = e2πi/3と置く.

定理 2 C3,nの退化 (1)に対応するタウ関数 τ3,n(t)の極限は次で与えられる.

lim τ3,n(t) =
(−1)n

27y(α)5
e−6

∑∞
l=1 α

lt3l
∑

0≤i<j≤2,0≤k≤2

ωi+k+2j(1− ωi−j)

× ∂

∂β

(
Ci,j,k(α, β)e

η(ωiα1/3)+η(ωjα1/3)+η(ωkβ1/3)

×τ3,n−1(t− [ω−iα−1/3]− [ω−jα−1/3]− [ω−kβ−1/3]
)∣∣∣

β=α

ここで Ci,j,kはある定数である.

ソリトンと代数幾何解が混じった様子が見えるのは超楕円曲線の場合と同様であるが、タ
ウ関数のパラメータに関する微分が現れているところが、超楕円曲線の場合との大きな違いで
ある. これは C3,nの有理曲線への退化を考えるとソリトンではなく一般化ソリトン [5]が得ら
れることに対応する現象である. この場合も τ3,0(t)は α1 = 0なら 1, α1 ̸= 0なら指数関数の 2
次式となることは超楕円曲線の場合と同様である.　
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