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東大数理科学研究科 大橋 遼 (Ohashi Haruka)

1 分解予想

1.1 設定

環状に箱を並べ、一つの箱に高々一つ球が配置されている状況を考える。球は周囲の状況に応じて確率的に

ひとつづつ右回りに動く。

• 箱の総数は L個、球の総数はM 個 (L ≥ M)

• 右回りに箱に 1, ..., Lと番号をつける。

• 球は、時刻 tに一つ前が開いていれば、時刻 t+ 1に一定の確率 (̸= 0, 1)で一つ進む。

図 1 各球は、目の前の箱が空いているときに確率的にそこに進む。どの球も動かない確率、一つの球が動

き他の球は動かないという確率、...、動ける球がすべて動く確率は、いずれも正である。

箱 i (i = 1, ..., L)の状態を αi と書く。すなわち

αi =

1 (箱 iに球が入っているとき)

0 (箱 iに球が入っていないとき)

このとき系全体の状態は (α1, ..., αL) ∈ {0, 1}L で記述できる。(なお、α1 + ...+ αL = M)

平行移動不変で、唯一に定常分布をもつ。
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ここで、定常分布で状態 (α1, ..., αL)となる確率を PL,M (α1, ..., αL)と書く。

(
∑

α1,...,αL
PL,M (α1, ...., αL) = 1 )

また、連続する n個の箱に注目する。平行移動不変より、特にこれを箱 1から箱 nだと思ってよい。

箱 i の状態が βi ∈ {0, 1} となる確率を、
P

(n)
L,M (β1, ..., βn) :=

∑
αn+1,...,αL

PL,M (β1, ..., βn, αn+1, ..., αL)

と書く。

1.2 分解予想

さてここで、箱と球の数 L,M の比率（球の密度）を一定にしながら系のサイズを十分大きくした場合を考

える。

数値計算により、次のような性質が発見された。([1])

予想 1. (分解予想)

n ≥ 0、β1, ..., βn ∈ {0, 1} および a ∈ [0, 1] をとる。M/L → a 、L,M → ∞で P
(n)
L,M (β1, ..., βn) は収束す

る。

さらに n ≥ 3 について、同様の極限で、

P
(n)
L,M (β1, ..., βn)P

(n−2)
L,M (β2, ..., βn−1)− P

(n−1)
L,M (β2, ..., βn)P

(n−1)
L,M (β1, ..., βn−1) → 0

となる。

とくに、収束先 limL,M→∞ P
(n)
L,M (β1, ..., βn)を [β1, ..., βn]と略記すると、この予想は次のように書ける。

• [β1, β2, ..., βn−1, βn][β2, ..., βn−1] = [β2, ...., βn−1, βn][β1, β2, ..., βn−1]

• [β1, β2, ..., βn−1, βn] =
[β2, ..., βn−1, βn][β1, β2, ..., βn−1]

[β2, ..., βn−1]
([β2, ..., βn−1] ̸= 0)

2 Zero Range Processにおける分解予想

2.1 Zero Range Processの一般論

Zero Range Process(以下 ZRPと略す)とは上のようなモデルと良い対応を持つものである。

以後、箱の列を道、各球を車と見立てる。ZRPは車の速度（=「球の移動確率」）が車間距離に依存するよう

な場合に用いられ、特に簡単なモデルでは定常分布等が非常に簡潔に記述でき、渋滞等の観測も明瞭である。

環状に箱を並べ、一つの箱に高々一つ球が配置されている状況を考える。球は周囲の状況に応じて確率的にひ

とつづつ右回りに動く。

• 箱（道）の総数は L個、球（車）の総数はM 個 (L ≥ M)

N := L−M は車間距離の合計に対応する。

• 箱には右回りに 1, ..., L、車には左回りに 1, ...,M と番号を付ける。

2



図 2 左は道の中の各車の位置を表すモデルとするならば、右は各車の車間距離を特に記述するモデルであ

る。左で車が一つ右回りに進むことは、右において車間距離が左周りに一つ移動することに対応している。

球（車）は一つ前の箱が開いていれば、その車の車間距離に応じた確率（̸= 0）で一つ進む。（なお、ランダム

アップデートを考えている）

u(n) : 車間距離 n を持つ車が一つ進む確率（車の速度）とし、ここでは u(0) = 0、さらに n > 0 について

u(n) > 0を仮定する。

この系は平行移動不変であり、唯一に定常分布を持つ。この定常状態は、次のように簡潔に記述できることが

知られている ([2])。

定理 1. (ZRP の定常分布) 定常分布において、車 1, ...,M の車間距離がそれぞれ n1, ..., nM となる確率を

P (n1, ..., nM )とすると、

P (n1, ..., nM ) =
1

ZM,L
f(n1)f(n2)...f(nM )

なお、f(n) :=


0 n < 0

1 n = 0
1

u(1)u(2)...u(n)
n ≥ 1

、

ZM,L :=
∑

n1+...+nM=L f(n1)f(n2)...f(nM )

2.2 ZRPにおける分解予想とその証明

ここで、以下のような前提を入れる:

「ある k ∈ Z>0 が存在し、u(k) = u(k + 1) = u(k + 2) = ...」これは、車間距離が k 以上であれば車の速度は

一定ということに対応する。(ドライバーが前方の車を考慮に入れる距離が k 程度)

定常分布で状態 (α1, ..., αL)となる確率を PL,M (α1, ..., αL)、箱 1から箱 nの状態が β1, β2, ..., βn ∈ {0, 1}
となる確率を P

(n)
L,M (β1, . . . , βn)と書く (先ほどの確率セルオートマトンのときと同様の定義)。

これらについて、次の分解予想が成立する。

定理 2. (分解予想)

n ≥ 1、β1, ..., βn ∈ {0, 1} および a ∈ [0, 1] をとる。M/L → a 、M,L → ∞で P
(n)
L,M (β1, ..., βn) は収束す

る。収束先を [β1, β2, ..., βn−1, βn]と書くと、「n ≥ k + 2」について次の等式が成立する:

[β1, β2, ..., βn−1, βn][β2, ..., βn−1] = [β2, ...., βn−1, βn][β1, β2, ..., βn−1]
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Proof. 証明は、[β1, ..., βn] を具体的に書き下すことによって行う。時間のスケールを変えることにより、

u(k) = u(k + 1) = ... = 1と思ってよい。 (f(k) = f(k + 1) = ...である)

まず、
ZM,N−1

ZM,N
および

ZM−1,N

ZM,N
が収束することを示す。

F (z) := f(0) + f(1)z + f(2)x2 + ...とする。f(k) = f(k + 1) = ...より、収束半径は 1である。

ZM,N =
∑

n1+...+nM=L

∏M
i=1 f(ni)より、(F (z))M = Zm,0 + ZM,1z + ZM,2z

2 + ...である。

コーシーの積分公式を利用すると、ZM,N =
1

2πi

∫
C

(F (z))M

zN+1
dz (C:0を囲む閉曲線)

g(z) := logF (z)− N

M
log z を用いると、(与式) =

∫
C

1

z
expMg(z)dz である。

M と N が十分大として鞍点法でこれを評価する。

g′(z) = 0なる z は (0, 1)内に唯一存在する。これを z0 とする。積分経路である C をこの点を通る適切な

曲線に変えると、鞍点法を用いて
1

2πi

∫
C

(F (z))M

zN+1
dz ∼ F (z0)

M

zN+1
0

√
2π|g′′(z0)|

と評価可能である。さらに、M,N → ∞,
M

L
→ a (

N

M
→ 1− a

a
) とすれば z0 → ∃v ∈ (0, 1) と収束し、

ZM,N−1

ZM,N
→ v 、

ZM−1,N

ZM,N
→ 1

F (v)
以下実際に [β1, ..., βn]を具体的に計算するが、一つ例にとって計算すればほかの場合もほぼ同じことであ

る。ここでは [1, 0, 0, 1, 0]を導出しよう。（箱 1に 1、...、箱 5に 0が入る確率）

箱 1に 1が入る確率は
M

L
である。箱 1に入る車の番号を 2、箱 4の車を 1とする。車 2の車間距離が 2、車

1の車間距離が 1以上という意味なので先の定常分布の表示から

P
(N)
L,M (1, 0, 0, 1, 0) =

M

L

∑
n2=2,n1≥1,

∑
i ni=N

∏
i=1,...,M f(ni)

ZM,N

=
M

L
f(2)

∑
n1≥1

f(n1)

∑
n3+...+nM=N−2−n1

∏
i≥3 f(ni)

ZM,N

=
M

L
f(2)

∑
n1≥1

f(n1)
ZN−2−n1,M−2

ZN,M

ここでM,N → ∞,
M

L
→ aにより、[1, 0, 0, 1, 0] = af(2)

∑
n1≥1

f(n1)
vn1+2

F (v)2
と記述できる。

一般に、p :=
1

F (v)
とすると、

• α1, ..., αn に 1が含まれる場合

[0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
mℓ

, 1, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
mℓ−1

1, ..., 1 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
m2

, 1, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
m1

]

= a(p

∞∑
s=m1

f(s)vs)f(m2)...f(mℓ−1)p
ℓ−1vm2+...+mℓ−1(p

∞∑
t=mℓ

f(t)vt) (1)

• それ以外
[0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

m

] = ap
∑
i≥0

(i+ 1)f(m+ i)vm+i

以上のような具体的な記述と、f(k) = f(k + 1) = ... を踏まえて計算すると、n ≥ k + 2 について

[β1, β2, ..., βn−1, βn][β2, ..., βn−1] = [β2, ...., βn−1, βn][β1, β2, ..., βn−1]が成立する。
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3 分解予想の言いかえ

3.1 分解予想と同値な命題

β ∈ {0, 1}について、β := 1− β とする。この時、自明に次が成立する:

• [β1, β2, ..., βn−1] = [β1, β2, ..., βn−1, βn] + [β1, β2, ..., βn−1, βn]

• [β2, ..., βn] = [β1, β2, ..., βn−1, βn] + [β1, β2, ..., βn−1, βn]

これらの性質のみを用いて、次の命題が成立する。

定理 3. (分解予想と同値な命題) 以下の 3条件は同値である。

• 任意の n ≥ k + 2について、

[β1, β2, ..., βn−1, βn][β2, ..., βn−1] = [β2, ...., βn−1, βn][β1, β2, ..., βn−1]

• 　任意の n ≥ k + 2について、

[β1, β2, ..., βn−1, βn][β1, β2, ..., βn−1, βn] = [β1, β2, ...., βn−1, βn][β1, β2, ..., βn−1, βn]

• 　任意の n ≥ k、w1 ∈ {0, 1}n および、w0 ∈ {0, 1}m、w2 ∈ {0, 1}ℓ (n, l ∈ Z≥0)について、

[w0, w1, w2][w1] = [w0, w1][w1, w2]

3.2 解釈

特に三つ目の条件の [w0, w1, w2][w1] = [w0, w1][w1, w2]について、
[w0, w1, w2]

[w1, w2]
=

[w0, w1]

[w1]
と変形し、特

に w0 = (1)、w1 の長さ nを k (ドライバーが前方の車を考慮に入れる距離)と固定すれば、以下のように解

釈が可能である:

ある局所的な交通状況 (w1, w2)があったとき、車のドライバーがその交通状況のすぐ後ろに車を付ける確率
[1, w1, w2]

[w1, w2]
は

[1, w1]

[w1]
と等しく、すなわちドライバーが考慮に入れる範囲の状態 w1 にのみ依存する。

4 まとめ

• 確率セルオートマトンについて計算で確認されていた「分解予想」を Zero range processという確率

過程で読み替えて証明した。

• 上記の「分解予想」と同値な条件で、交通流の性質として言語化しやすいものを導出した。
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