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おわりに

はじめに

経済発展論における近年の実証的研究から演繹される事実の一つに，各国経

済の不均等発展をあげることができる．ところが，このことを Solow⑬〕に

始まる従来の新古典派型成長モデルで理論的に説明しようとすれば，各国間で

異なる技術進歩率を外生的に挿入しなければならない．しかし，結論を最初か

ら恣意的に与えることは，成長理論のメカニズムを説明するのに適当であると

は思えない．このことを克服するためには，各国間の技術進歩率が異なること

を内生的に説明できるモデルをつくることが望ましいのである．

一方，技術進歩率の内生化は Uzawa〔いによりすでに研究されていたが，

経済の不均等発展をより理論的に説明するために，最近 Romer〔幻や Lu-

cas口〕などは人的資本，あるいは knowledgeに関して Uzawa〔いと異

なる特徴づけを行ったうえで，技術進歩率が内生的に決定されるモデルを構築

している．特に Romer〔幻では knowledgeの蓄積という考えが導入され

ている．彼は， (a)蓄積された knowledgeによる財の生産に関する収穫逓増，
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(b)新たな knowledgeの生産に関する収穫逓減，そして， (c)ある企業に蓄積さ

れた knowledgeの，周囲の企業に対する正の外部効果，の三つの仮定をおき，

内生的技術変化の均衡モデルをつくりだし，それを利用することによって各国

間の成長率に差異が生じるケースを展開している．

本稿の目的は， Romer⑫〕により構築されをモデルを用いて，社会的最適

径路と競争均衡径路の導出を行い，さらにそれらの径路の性質をより厳密に考

察することである．

1. モデル

まず，個人に関する前提を述べる.sは総人口＝総労働力人口で，一定とす

る．また，人々の効用 Uは，一人当り消費水準 c(t)の閑数で以下の条件を満

たす．

U(c(t)) : R! →Rもしくは RCただし尺は土 00を含む），

U(c) : 二回連続微分可能， DU(c)>O,D2U(c)<O. 

次に，企業に関する前提を述べる．総企業数は Nであり，各企業を表すサフ

ィックスを iとする．また，各企業の knowledgeの蓄積の程度を ki (t) , 社

会全体の knowledgeの蓄積の程度を K(t) とする．さらに，各企業は単一の

財を生産しており，その生産は ki,K, そして物的資本，労働力などの関数

である.Kは外部効果の存在を意味するものである．ここで，物的資本，労働

力など， knowledge以外の投入物をベクト）レ Xで表すと，各企業の生産関数は

F;(ki, K, Xi)で表される。

さて， Romer により提示されたモデルでは，さらに次のような仮定が加え

られている．

1. S=N見

2. 各企業は同質的（よって，生産単位を示すサフィックスは省略する）．

3. 企業は時間径路 (K(t))7=oを所与として行動する．なお，均衡では

Vt, K(t) =Sk(t) 

1) Romer 〔幻のモデルでは，いわゆるヨーマンリー型の経済が想定されている．
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である．

4. l(t)は researchtechnologyへの投資を表し，

l(t)=F(k(t), K(t), x(t))-c(t). 
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5. 各企業における knowledgeの蓄積の増加率は IとKに依存する．つま

り， k=G(I,k). さらに．関数 Gに関しては，以下のことが仮定される．

• G: 凹，一次同次．よって，

罰=c(k腐1)
d:f g (i腐）
=g (F(k(t), K(t), x(t))-c(t) k (t))  . 

6. 関数 g(z)は，以下の性質をもつ2).

• ヨa>O;g (z) ::;:a. 

• Vz20, g(z)20, g(O) =0. 

• Dg(O) =l. 

7. know ledgeは減耗しない．よって， l=Oならば Kは不変に保たれる．

8. knowledgeは非可逆的．

9. x(t) =ぇ： canst. よって，

F(k(t), K(t), x(t)) =F(k(t), K(t), 元(t))
def 

=/(k(t), K(t)). 

2. 社会的最適径路の存在とその性質

ここでは，あらゆる情報を知っている社会計画担当者による最適消費計画を

考える．計画担当者は (K(t))'7=oに対して， K(t)=Sk(t) となる (k(t))'7=o

を正確に知ることができると考えられるので，計画担当者の直面する生産関数

は

2) D は微分作用素である．以下， D;で関数の第i成分に関する偏微分をあらわす．
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c:E Ck (t)) = /Ck (t), Sk (t)), 

と書きなおすことができる.kは財の生産に関して収穫逓増をもたらすので．

D臼(k)>O,D芍 (k)>O,

である．また， o>Oを社会的割引率，とする．

ここでの問題は次のようになる．

問題 (A):m~xf:u(c(t))e-81dt 

s. t. 石(t) q(k(t))-c(t) 
k(t) = g (k(t)), 

k(O) =ko, 

c巴 [0,ザ(k(t))J

次の定理は， (A)での解の存在を保証するものである．

〔定理 1〕

Uふg :Rのある部分集合上で定義された連続実数値関数，

U,g: 凹，

ョμ,p, aER; 牙(k(t)) :S:μ+ kP' 

O:S:g(z) :S:a, 

とする。このとき

ap<o 
--ij,, 

(A)は有限値の解をもっ．

証明 Romer 〔幻 p.1021参照. Q.E.D. 

次に，未知補助関数 A,*(t)を導入して，相平面上での最適径路を求める．

まず， (A)での HamiltonianH*は，

H*(k, c,).*) = U(c)e-a t +叫kg(g'(kk一C)}. (1) 

このとき， HamiltonianDynamicsは

k=D辺＊，

i*=-D1H*. 

ここで，入*(t)=).(t)e-81として， 8で割り引いた形にすると，

H*=[U(c)+入{kg(g'(kk一C)}]e-8 t. 
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そこで，最大条件を組み込んで

として

に注意すると，

H(k, 入）=max e81H* 
C 

=m~x[UCc) +1 {kg (9:Ckk―c)}] 

X *=xe-a t -oM-a t 

:>..=e81 (:>..*+似e-at) 

＝似ーD直 (k,入），

k= kg (gCki-c) 

=D占 (k,J). 

が得られる．よって， HamiltonianDynamicsは

k=D2H(k, J), 

X=似ーD直 (k,入），

境界条件は

k(O) =ko, 

lim J(t)k(t) e-8 t =0. 
t→OO 

である．
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(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

ここで，最適な c=c*が満たすべき条件を考えてみよう． 最適な c*は次

の問題の解の中から得られる．

maxか H*
C 

s.t. O~c~g(k(t)), forvk. 

このとき，

limDU(c)=⑳，  

C→O 

という仮定を加えると， c*は [O,g(k(t))) J内で内点解もしくは右端点解と

として得られる．内点解の場合， c*は

DU(c)=lDg(任(ki-c) (7) 
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を満たすことが必要であり叫右端点解の場合は

C=臼(k(t))

を満たすことが必要である．したがって，

c*=c(k, l) 

(8) 

(9) 

ということがわかる. (9)を(3)と(4)に代入すると， Kと入だけの微分方程式系が

得られる．ここで，次の命題が確認される．

〔命題 1〕 最適な c*が(7)を満たすとき，

D2c (k, l) <0. 

証明仮定より，

DU(c)>O, D屯 (c)<O,

Dg(z)>O, D2g(z)<O; z= . 臼(k)-c
k 

であるが， Cが増えると zは減少するので，最適な c* は次の図によって決定

されることがわかる．

,> 
！ 

-

DU(c) 

。
c ＊ q(k) c

 図1

よって， Aが増えると，入Dg(笠（り―C)は上方にシフトするので，最適な c*

の値は小さくなる．つまり， D2c(k,入)<o. Q.E.D. 

鯰 0なので， (kぶ）平面は k=Oと定>Oの二つの領域に分けることがで

きる．この二つの領域の境界をか=Olocus と呼ぶと，この locus上で最適

3) この場合，未知補助関数 iの意味が明らかにされる.(7)より J=DU(c)/Dg(z)な

ので，入は追加的に一単位生産したものを消費したときと， researchtechnologyへ
投資したときのメリットの比であると考えられる．
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な c*は(7)と(8)を同時に満たすことになる．よって， k=Olocusは，

DU(9:(k(t))) =l (10) 

で描かれる．この伯=Olocusに関しては，次の性質が確認される．

〔命題2〕 k=O locusは右下がり (nonincreasing).

証明 DU(臼(k(t)))をKで微分すると，

かU(任(k(t)))・D9:(k(t))<0. 

.Q.E.D. 

次に応=Olocusを考える．

〔命題 3〕 i¥=O locusの傾きは不定．

証明 A(k,入）＝似ーD1Hとおくと， i¥=Oは A(k,X) =O となる． この傾

きは，陰関数定理より

dぇ
＝一

D1A(k, 2) 
dk D2A(k, 2) 

であるが， D1Aと D2Aの中には Dic(k,2)や D12C(k,X)がはいってくるの

で， c(k,入）が具体的に与えられない限り，符号は確定しない. Q.E.D. 

次の補題は自明である．

〔補題 1J k→00のとき， D笠(k)が無限に増大するならば，

ョ屁； Vk>k, D臼(k)>o.

次の補題は厄=Olocus上で D臼(k(t))=o となる点は平衡点であることを

主張するものである．

〔補題 2〕

ヨk;ng (k) = o 
~ 

或；ふ=DU(臼（か），

え=oi-D直 Ck,i) =O. 

証明 厄=Olocus上での入の評価を考える．

屁=Olocus上では

H(k, 入） =U(臼(k(t))). 

よって， k=Olocus上での入の値は

i¥,=似ーD1H(k,入）
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つまり，

したがって，

経済経究第 77 号

＝似ー;i.D<:F (k (t)). 

:¥, 

入
-=o-D臼(k(t)).

-:¥, ;t >0 if k<k^  , 
-)¥, =0 
入

if k=k^  , 
-~ 入<0 if k>k^  • 

よって， k=kに対応する k=Olocus上の点は平衡点であることがわかる．

Q.E.D. 

次の命題が示される．

〔命題4〕

繕； vk>k, Dc:F(k)>o 

'1J,, 

Vk>k, 知=0locusは k=Olocusの上方にある．

証明 Dc:I(k(t)) >oのとき，ふ=Olocusが k=Olocusの下方に位置して

いたとしよう．このとき，£ ょりも大きな Kに対してふ=Olocus上では，

c=c:F(k). 

よって， Hamiltonianは

H(k, .J) = U(c:F (k)), 

となるので，ふ=oA-D直=Oは

似ーDU(c:F(k))・Dc:F(k)=0 

と書き換えられ，

A= 
DUぽ(k))•Dc:I(k)

0 

を得る．これが，ふ=Olocusの (k,入）平面における式である．一方， k=O

locusの式は

l=DU(c:F(k)) 

＾ で与えられる．そこで，任意の k>kに対して，
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DU(臼(k))-DUぽ(k))・D臼(k)
0 

>0 

となるはずであるが， Dg!(k)>8なので

DU(g!(k))-DU(g!(k))・D臼(k)

1 0 
=-DU(g!(k)) (o-Dg!(k))<O, 

0 

- 49 -

となり矛盾． Q.E.D. 

命題 2"'命題 4より， (k,:¥.)平面における位相図は次のようになる生

A
 L 

． 
il=O locus 

。 ko k
 

図2

さらに，応=Olocusに関して次の命題も成り立つ．

〔命題的 k>おであれば， 1',=Qlocusは，陰関数の形で

o-Dg(9:(k)-c (k, J) 
k 

)・D任(k)=0 (11) 

で近似される．

証明 Vk>kに対して，応=Olocusが k=Olocusの上方にあるならば，

Vk減に対して，ふ=Olocus上で Cは

DU(c)= え ·Dg(9:(~一C)

を満たすことが必要である．そこで，

Vk>k, D1H(k, J)=J{g(z)+Dg(z)(D9:(k)-z)}, 

4) 図中， SOは社会的最適径路を示す．なお，この図は£がはるか左の方向にある場

合である．
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ただし， Z=
笠(k)-c(k,2) 

k 

よって，ふ=o入ーD直=Oは

o=g(z) +Dg(z) (D臼(k)-z).

ここで， Taylor展開で一次近似を行うと

o=Dg(z)•D9:(k), 

となることがわかる．

〔命窟6〕 k=O locusを横切るトラジェクトリは最適ではない．

Q.E.D. 

証明 か=Olocusを横切ると，か＝〇領域にトラジェクトリが入ることにな

るが，この領域では

D1H(k, ..t) =DU(臼(k))・D臼(k).

よって， (4)より

:¥.=似ーDU(任(k))・Dg(k), (12) 

さて， トラジェクトリが k=Olocusを通過すると，それ以降もか=Oなので，

k: canst. よって，

DU麿 (k)),Dg'(k) =a: const, 

とおける．このことから， (12)は

となる. (13)の一般解は

)¥,=ol-a 

證）＝え(0)e 13 t十竺
0 

である．ところが，このとき

lim J(t) k(t)e-13 t =l(O) 屁 ~O; k: const, 
t→OO 

となり，横断性条件(6)は成立しないことがわかる．

(13) 

Q.E.D. 

なお，ふ=Olocusを横切るトラジェクトリも最適ではないと思われる． な

ぜならば， i=Olocusを横切ると， トラジェクトリは図中の右上方向に進む

ため横断性条件を満たさないことが予想されるからである．

以上のことから， (A)に関する最適トラジェクトリは i=Olocusとか=O

locusの間に位置し，そのトラジェクトリ上で Kは無限に成長していくことが

わかる．このようにして最適な (k(t))7=o,(2(t))7=o, (c(t))7=o が，内生的
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に決定されていく．

3 •. 競争均衡径路の存在とその性質

ここでは，分権的意思決定の下での最適消費計画を考える．分権的意思決定

の下では，各企業は (K(t))7=oを所与として行動するので， ここでの問題は

次のようになる．

問題 (B):呼axf。U(c(t))e-81dt

s.t. k(t) f(k(t), K(t))-c(t) 
k(t) = g (k(t)) ,  

k(O) =ko, 

cE [0, f(k(t), K(t))J. 

次の定理は (B)での競争均衡解の存在を保証するものである．

〔定理 2〕 定理 1と同じ条件の下で，

ap<o 

~ 

(B)は任意の径路 K(t); K(t) <K(O)eatに対して有限値の解をもっ．

証明 Romer 〔幻 p.1021参照. Q.E.D. 

以下， (A)の場合と同様に議論が展開される．まず， (B)での最大化された

Hamiltonian EIは

月(k,J, K)=max{U(c) +入[kg (f(k, Sk)-c k )  ] } . (14) 

Hamiltonian Dynamicsは

屁=D直(k,2, K), 

応＝似ーD直(k,2, K), 

境界条件は

k(O) =ko, 

lim l(t)k(t)e-8t=O, 
t→OO 

である．ここで， K(t)=Sk(t)を(15)と(16)に代入すると，

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 
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に D直 (k,l, Sk), (19) 

i=oえーD直(k,入， Sk). (20) 

また，月が Cに関して最大化されるための条件は

DU(c) =lDg(f(k, ~k)-c) if屁>0,

c=f(k, Sk) if k=O. 

よって，最適な c•J< は

c*=c(k, 入) (2V 

である．これは，笠(k)= f(k, Sk) であることを考えると (A)での(9)と同一の

式であることがわかる．

(17),_, (21)より， (B)でも (k,;¥,)相平面を用いて議論することができる．

まず， (A)と同様にしてか=Olocusは

DU(f(k, Sk))~ 入 (22) 

で与えられることがわかる．これは(10)と同一式である。しかし， i=Olocusは

(A)と(B)とで異なる．

〔命題℃ k>kに対して， (B)での応=Olocus は (A)での i=Olocus 

よりも下方に描かれる．

証明 命題 5より， k>kに対して， (A)のふ=Olocusは

0 任(k)-c(k,え）D1f(k, Sk) +SDガ(k,Sk)=・z1= 
Dg(z1)'k  

で近似される．また， (B)の i=Olocusも

Dゾ(k,Sk) =・ Z2=o f(k, Sk)-c(k, J) 
Dg (z2)'k  

で近似されることが，命題 5の証明と同様の方法で示される．

ここで，明らかに

D1f(k, Sk) +SDガ(k,Sk)>D1f(k, Sk), 

なので，任意の k>kに対して

o o 
＞ 

Dg (z1) Dg (z2)' 

~ 

(23) 

(24) 
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Dg(z1)<Dg(z2), 

~ 

z1>z2. 

ここで， Z1とむの中にでてくる Kの値は同じなので， z1>z2であるためには

(23)の c(k, ;t) < (24)の c(k,1), 

が必要である． 命題 1より D2c(k,入）<oであるので， このことは， 任意の

k>kに対して

(23)の ;t>(24)の入，

であることを意味する．

以上のことから， (B)の位相図は次のようになる見

入

Q.E.D. 

． 
k =O locus 

゜
k
 

図3

この図から， (A)と (B)との平衡点は（それらが存在するとすれば）異なる

ので，平衡点の近傍から出発する最適トラジェクトリは (A)と (B)とで異な

ることがわかる． また，競争均衡径路上でも， k(t) は無限に増大していくこ

とがわかる．

おわりに

本稿では， Romer によって提示されたモデルにおける社会的最適径路と均

衡径路の性質が，詳細に考察された．特に，これまでの議論によって， (A)と

5) 図中の CEは競争均衡径路を示す．
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(B)における最適な径路は異なるが，ともに最適径路上で k(t) は無限に増大

することが示された．このことから，最適径路上で c(t) も無限に増大するこ

とが容易に確認される． また， (A)と(B) における最適径路が異なることか

ら，政府の介入により社会の厚生を高めることができることも示唆される．

最後に，今後の問題点を述べる．まず，本稿で扱ったモデルでは閉鎖経済の

みを考察したが，これを二国モデルに拡張することが考えられる．その場合，

ある条件の下で，各国の knowledge の蓄積の速度に差異が生じる可能性があ

る．また， Luc邸〔 1〕では， learningby doingによって knowledgeが蓄積

されていくモデルを構築しているが，このようなモデルに関する考察もこれか

らの課題である．
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