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自己選抜モデルを用いた最適報酬計画
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1 はじめに

浦 功

本稿は Freixa廷1〕で定式化された静学モデルにより導出される最適報酬

計画と自己選抜モデルによる最適報酬計画を社会厚生の観点から比較検討する

事を目的とする。

結果的には， 自己選抜モデルによる最適社会厚生が Freixas静学モデルに

よる最適社会厚生を上回る事が明らかにされる。

2 最適報酬計画 (Freixas静学モデルによる分析）

本節では， Freixas静学モデルを定式化して，最適報酬計画を導出し，その

性質について分析する 1)。Freixas静学モデルでは，計画官 (principal)2i が，

企業 (agent) に公共財の生産を委託するかわり， その生産量に応じて報酬を

与えるというのが基本的フレームワークである。その際，計画官は企業が固有

に持つ生産技術に関して完備な情報を持っておらず，従ってそのような不完備

情報のもとで社会厚生を最大にする報酬計画を作ることが計画官にとっての課

題となる。他方，企業は，計画官によって示された報酬計画に基づき，利潤を
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最大化する生産量を選ぶであろう。 さて， Freixas静学モデルを定式化しよ

う。企業は，外生的に与えられた価格Pのもとで公共財の生産を行なう。その

生産量をyとしよう。企業の費用関数を 'tf'(Y,0)で表わす。ここで， 0は，企

業の生産技術を表わすパラメーターであり，この値に関して企業は正確に知っ

ているが，計画官は観察出来ないものとする。ただし，計画官は，このパラメ

ーターが 0と6の2種類しかなく (flは低い生産技術を表わし6は高い生産技

術を表わす），それぞれッ， 1-ッの確率で予想出来るものとしよう。ぐさらに費

用関数に関して次の仮定を置く。

o/Y >0 

o/YY>O 

o/0 <0 

o/Yo<O 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(3)は，生産性が高くなるにつれ生産費用は減少することを意味し， (4)は，限界

費用は，生産性が高くなるにつれ減少することを意味している。計画官が用い

る報酬計画 R(y)は

R(y) =a+ by (b>O) (5) 

の形で表わされるものとしよう。ここで， aは， 生産量に依存しないで定まる

固定給を， bは生産1単位に対して賦与されるボーナスをそれぞれ表わすもの

と考えられる。さて，我々は次に企業の利潤関数 II只y,0)'計画官の利潤関数

rrc p (y)'社会厚生関数 W(y,0)を定式化する。まず企業の利潤関数 II只y,0) 

は，

II只y,O)=a+ by—~(y,0) (6) 

によって定義する 3)。計画官の利潤関数 rrcp(y)は

rrcP (y) = py-(1 + J) (a+ b y)・(7)  

で表わす。 ここで入は計画官が報酬 a+by を企業に与える時にかかる社会

費用を表わすものである 4)。さらに社会厚生関数 W(y,0) を II只y,0) と

rrc p (y)の和として定義しよう。すなわち，

W(y,0)=II互 IICP=pyーがy,0)-JR(y) . (8) 

(6), (7)より企業と計画官の等利潤曲線が描けるが，それを図示したものが図 1
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f/1,R tf,,R 

り(y,且）

y
 

゜図1 低い生産性の企業の費用関数
と等利潤曲線

～図 3である。

ここで計画官は，企業に対してある

最小利潤を保証するものとし，一般性

を失う事なくその額を 0と置く事が出

来る。従って企業は， II只y,0)~0 と

いう条件のもとで !IF(y,0)を最大化

する。もし maxrr只y,0)<0の時には，
y 

企業の生産量は 0となる。まず参考の

ため，計画官は企業のタイフ゜0に関し

ゆ(y渾）

y
 

図2 高い生産性の企業の費用関数

と等利潤曲線

ゅ，R

゜
y
 

図3 計画官の等利潤曲線5)

て完備な情報を得ている場合を考えてみよう。ボーナスがbの時，企業が ITF

(y, 0)を最大化する生産量を y(b,0)とする。この時，計画官にとっての最適

化問題は次の様に定式化される。

問題A Max W (y (b,0) ,0) 
a,b 

(9) 

s. t. a+ by (b,0)一""CYCb,o) ,o)~o , (10) 

最適なaは(10)を等号で成立させる。何故なら，今仮に最適なaに対して(10)が

厳密な不等号で成り立っているものとしよう。 この時， aの値を少しだけ小さ

くすると(8)より W(y(b, 0), 0) は増加するからである。以上の事から問題A

は，次の様に置き換えられる。

問題A'Maxpy(b,0)-(1 +J)がy(b,0),0)
b 

最大化の必要条件より

(11) 
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b= P 
1十入

三 s (12) 

を得る叫よって最適な aは

a='¥/f'(y (s,0),0)-sy(s,0) (13) 

で与えられる。この事を命題1としてまとめる。

命題1 完備情報のもとでの最適なボーナスは，公共財のシャドウフ゜ライス

Sに等しい。

次に我々は計画官が企業のタイプ0に関して不完備な場合を考える。ボーナ

スが bの時， 0タイプの企業が利潤を最大にする生産量を y(b) とし同様に

y(b) を定義する。 この時， y(b)>y(b)が成り立つ”。さらに， この 2つの

タイプに対応する費用関数をそれぞれ竺，否で表わす。この場合の社会厚生関

数（正確には期待社会厚生関数） W は

W=ッ〔p又(b)一竺位(b))一入(a+by(b))〕＋

+(1-ッ）〔py(b)一祈(y(b))一入(a+by(b))〕

と書け，計画官にとっての最適化問題は次の様になる。

問題B Max W 
a,b 

s.t. a+ b又(b) 一竺位(b))~O

a+ by(b) 一否(y(b))~O

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

最適な aは(16)を等号で成立させるが， この理由は問題Aの場合と同様であ

る。従って

a= ,fr(y(b))-b又(b) (18) 

さらに(16)から(17)が言えるので，問題Bは次の様に置き換えられる。

問題B'Max〔ッ〔P'f_(b)-(1 + J)竺(¥_(b))〕
b 

+(1- ッ）〔py(b) 一否(y(b))-A(竺位(b))~b¥_(b)+ by (b))〕〕 (19) 

最大化の必要条件を求める。

翌=(1+叫(s-b)[噂+(1-噂〕ー入i冒）〔y(b)-r(b)〕〕
(20) 

(20)式を 0とおいて s-bについて整理すると

s-b= 
入(1-ッ） y(b)一y_(b)

l+A [ツ誓 +(1→誓〕 (21) 
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最適な生産量は，生産性が高いほど，ボーナスが大きいほど増えるので， (20),

(21)より次の命題2が成り立つ。

命題2 不完備情報の場合，

(i) w は b~s となる b の減少関数

(ii) 最適なボーナスは Sより小さい

命題2(ii)は，完備情報の時と比べて，不完備情報の場合，社会厚生の欠損が
00000000000  

生じる事を示唆しており，計画官にとって多少コストがかかっても企業の生産

技術に関する情報を出来る限り入手した方が望ましいと言えるだろう。

次に確率リが変化した時，最適なボーナスと生産性の高い企業の利潤に及ぽ

す影響を調べる。計画官が生産性の低い企業の確率をッと予想した時の最適な

報酬計画 (a(v),b(ッ））に対応する生産性の高い企業の利潤を ITF(v) で表わ

そう。この時，次の命題3が成り立つ。

命題3 (i) b(v)はッの増加関数

(ii) Ii只v)はリの連続増加関数

（証明） Freixa廷1〕を参照。

命題3は最適なボーナスと生産性の高い企業の利潤が，生産性の低い企業で

ある確率が増すにつれ大きくなることを主張している。後者の点は，生産性の

高い企業に計画官に対して自分を生産性の低い企業にカムフラージュさせるイ

ンセンティヴをもたせる可能性を示唆している。

3 最適報酬計画（自己選抜モデルによる分析）

本節では， 前節において定式化された Freixas静学モデルに若干の修正を

施す事により，報酬計画を企業に選択させる自己選抜モデルを作る。そして，

その場合の最適報酬計画を求め，その性質を調べる。ここでは前節で用いられ

た記号をそのまま用いることにする。まず，計画官は企業と生産契約をする前

に2組の報酬メニュー{(a,b),(a,b)Jll>を企業に示すものとしよう。この場合，

企業はどちらの報酬メニューをも自由に選んで良いものとする。この時，計画

官は生産性の低い企業には Ca,b)を，生産性の高い企業には (a,b)をそれぞ
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れ選ばせたいと考えているものとしよう。計画官が企業の生産技術に関して不

完備な情報しか持っていない場合の社会厚生関数 ws~ま，次の様に定式化さ

れる。

ws=ッ〔py__(b)一坐位(b))-l(a.+ by_(b))〕

+ (1-v) 〔py(b)一否(y(b))一入Ca+by(b))〕 (22) 

（但し又Cb),y(b)はそれぞれ b,bのもとで利潤を最大にする生産量を表わ

す。）計画官が作る報酬メニュー{Ca.,b), (a,b)}は， 次の問題の解となるもの

である。

問題C Max W5 
{(g,)2),(五，'6)}

s.t. g.+by_Cb) 一竺（又(b))~O

a+by(b) 一否(y(b))~O

閾

閻

因

g十恥Cb)一竺位Cb))謬 +b又(b)一笠（憂）） (26) 

a+ by(b)一否(yCb))~a +by Cb)一,f(y(b)) 罰

(24), (25)が両タイプの企業の参加条件であり(26),(別が自己選抜条件を表わして

いる。便宜上(24),(25)をそれぞれ参加条件〔I〕, 〔II〕とし,(26), t別を自己選抜条

件〔I〕, 〔II〕と呼ぶことにする。 問題 Cを解く前に'(24),...,/Z7)より導出される

結果を補題1から補題3にまとめる。

補題1 参加条件〔I〕，自己選抜条件〔II〕を仮定する時，参加条件〔II〕は厳

密な不等号で成立する。

（証明）

自己選抜条件〔II〕，参加条件〔I〕より

a+ by(b)一妬(y(b))~a+ by Cb)一yi(y(b))

三笠(y_(b))-by_(b) + by(b)一否(y(b))

ここで F(b)==竺Cy_Cb)) -by_ Cb) +by Cb)一祈CyCb)) 

FCO)=O 

F'Cb) =yCb)-y_Cb)>O 

FCb)>O 

: .a+byCb)一否CyCb))>O CQ.E.D.) 

補題2 自己選抜条件〔I〕, 〔II〕が満たされる時
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恥乱）

a~a 

が成り立つ。

（証明）

自己選抜条件〔 I〕, 〔Il〕より

釦麗Cb)一竺位(b))忍＋恥Cb)一竺（齊））

a+ by(b)一否(yCb))~g + by Cb)一否(y(b))

両式を辺々加え整理すると

b(y(b)-〗Cb))+竺(y_(b))

-135-

一否(y(b))詞 (y(b)-y_Cb))+竺位Cb))一否(y(b))

ここで F(b)芋 b(y(b)-y_(b))+竺位(b))一,f(y(b)) 

F'(b) =y(b)-y_(b)>O 

一方， F(b)~F(b) なので b~b となる。

次に g~a を示そう。再び，自己選抜条件〔 I 〕を用いると

a謬＋述Cb)一竺（叫））一{by(b)一竺Cy_Cb))}

ここで G(b)芋 by_(b)一竺(y_(b))

G(b)=O 

G'(b) =y_(b)>O 

恥~b なので G(b)~G(b)

:.a~a 

補題3

(Q.E.D.) 

a.= a a.+ by_(b)一竺Cy_Cb))=a+的Cb)一竺(y_(b))
己

b=b a+by(b)一,f(y(b)) =a.+ by(b)一況(y(b))

（証明）

（⇒） 
({=) 

自明。

g十恥Cb)一竺(y_(b))=a+恥(b)一竺(y_(b))

a+ by(b)一否(y(b))=a+ by(b)一巫(y(b))

両式を辺々加え，整理すると

by_Cb)-by(b) +況(y(b))一竺位Cb))
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=b又(b)-by(b)+,f (y(b))一竺位(b))

ここで F(b)==by_(b)-by(b) +,f (y(b))一竺位(b))

F'(b) =門i(b)-y(b)<O

よって F(b)は単調減少なので 1対1写像となる。従って， F(b)=F(b)より

b=b。また，このことから a=aは直ちに言える。 (Q.E. D.) 

次に問題Cの解{(a*,b*), (a*,b*)}を最適報酬メニューと呼ぶことにする。

この最適報酬メニューに対して次の補題4, 5が成り立つ。

補題4 最適報酬メニューのもとでは，参加条件〔I〕は等号で成立する。

（証明）

最適報酬メニュー{(a*,b*), (a*;b*)}に対して

a*+ b*y Cb*)一炒(y(b*))>O

であるとしよう。ここで a',a'を

a'三一b*y_(b*)+立Cy_Cb*))

a'声 a*-a*-b*y(b*)+炒(y(b*))

と定義しよう。この時 a',a' はそれぞれ a*,a*を同じ額だけ小さくしたもの

なので報酬メニュー {Ca',b*),(a',b*)}は自己選抜条件〔I〕, 〔Il〕を満たす。

また，

a'+ b*y(b*)一炒(y(b*))=0 

なので補題1より

a'+ b*y(b*)一祈(y(b*))>O

よって参加条件〔I〕, 〔Il〕も満たす。さらに報酬メニュー{Ca',b*),(a',b*)}を

用いた時の社会厚生の方が， {(a*,b*),(a*ふ＊）｝ のそれよりも大きいことは明

らか。よって矛盾。

: . a*+ b*y_ Cb*)一坐(y(b*))=0 (Q.E.D.) 

補題5 最適報酬メニューのもとでは， 自己選抜条件〔Il〕は等号で成立す

る。

（証明）

最適報酬メニュー{Ca*,b*), (a*,b*)}に対して

a*+ b*y(b*)一祈(y(b*)) >a*+ b*y Cb*)一祈(y(b*))
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を仮定する。ここで a'を

a'==fl,*+ b*y(b*)一,f(y Cb*)) -b*y (b*) +祈(y(b*)) (28) 

と定義する。この時報酬メニュー{(fl,*,b*), (a*,b*)}について補題4より

g * + b*y_ Cb*)一,fr(y Cb*)) = o (29) 

また(28),(29)より

a'+ b*y(b*)一祈(y(b*))= -b勺Cb*)+竺位Cb*))

+b*y(b*)一否(y(b*))>O

よって参加条件〔I〕, 〔II〕を満たす。また a*>a'なので

fl,*+b*y_(b*)一竺位(b*))>a'+巧 (b*)一竺(y_(b*))

a'+ b*y(b*)一祈(y(b*))=fl,*+ b*y(b*)一祈(y(b*))

となり自己選抜条件〔I〕, 〔II〕も満たす。 さらに報酬メニュー {(g*,b*),(a',

b*)}を用いた時の社会厚生の方が{(g*,b*), (a*,b*)}のそれよりも大きい。

よって矛盾。

: .a*+ b*y(b*)一'1/r(y (b*)) =fl,*+ b*y Cb*)一,Jr(y(b*)) (Q.E.D.) 

補題5は， 生産性の高い企業にとって最適報酬メニュー{(a*,b*), (a*,b*)} 

は共に同じ利潤をもたらすことを主張している。

補題1, 4, 5より問題Cは次の様に置き換えられる。

問題C'MaxW5 
{(!!'!2)'(百，'6)}

(30) 

s.t. a十迎Cb)一,fr(y Cb)) = O (31) 

a+翌Cb)一竺(y_(b))謬＋述Cb)一竺位(b)) (32) 

a+ by(b)一祈(y(b))=a+ by(b)一祈(y(b)) (33) 

(31), (33)より a,aを消去出来る。今(32)を無視して wsを最大化することを考

えよう。すなわち

問題C"M~xッ〔py_(b)-Cl十入）竺位Cb))〕+(1一ッ）〔py(b)一,f(y(b)) 
]2,b 

最大化の必要条件より
aws 
ぬ
aws 
狛

=0 

=0 

＋祈(y(b))+竺位Cb))一述Cb))〕
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これから

Q=S 

b=s 

経済論究第 74 号

1十入入 1ーッツ〔y＿(b)-y_(b)〕

ddb y 一

(34) 

(35) 

(34), (35)で導出された b,bが(32)を満たす事は容易に確かめられる。 よって， こ

のb,bが最適なボーナスになる。以上より次の命題4が得られる。

命題4 不完備情報の場合，最適なボーナス b*,b*に関して

(i) b*はSより小さい

(ii) b*はSに等しい

が成り立つ。

次に前節において導出された Freixas静学モデルにおける最適報酬計画と

この節で導かれた最適報酬メニューを社会厚生の観点から比較してみる。この

時次の命題5が成り立つ。

命題5 不完備情報の場合， 自己選抜モデルを用いて得られる最適報酬メ

ニューに対応する社会厚生の方が， Freixas静学モデルでの最適報酬計画に対

応する社会厚生よりも大きい。

（証明）

報酬メニュー {(g,b),(a,b)}を次の様に定義する。

b==b(ッ）

戸竺（匹b(ッ)））-b(ッ）y_(b(ッ））

b==S 

a==Min{竺(y_(s))~sy_(s),b(1.1) (y (b(1.1)) -y_(b(ッ)））-sy(b(v)) 

+ ,fr(y(b(ッ）））｝ーC
:-- -

但し eは十分小さな正数

(Step 1)報酬メニュー {(g,b),(a,b)}が自己選抜条件〔I〕, 〔II〕を満たす

こと。

a+迎Cb)一y(y(b))-a-b憂）＋竺（憂））

＝竺（又(b(ッ))）-b(改 (b(ッ））+b(ッ）y(b(ッ））一坐(y(b(ッ）））

-Min{竺位(s))-sy(s),b(1,1)(y(b(ッ））一又(b(ッ)））-sy(b(1,1)) 
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＋竺(y_(b(v)))}+e_;sy_(s) +竺(y_(s))

こー｛竺位(s))-sy_(s)}-,sy_(s)+竺位(s))+e 

=e>O 

-139-

よって自己選抜条件〔I〕を満たす。次に自己選抜条件〔II〕が成立することを示

す。まず，

竺(y_(s))-sy_(s)~b(v)(y(b(v))-y_(b(v)))-sy(b(v)) +竺位(b(v)))

の場合を考える。

a+ by(b)一否(y(b))-a-by(b)+否(y(b))

= b(v) (y(b(v))-又(b(v)))-sy(b(v))+竺位(b(v)))-e+sy(s) 

一祈(y(s))一竺位(b(v)))+b(ッ）y_(b(v))-b(汎)y(b(v)) +菟(y(b(v)))

=sy(s)一否(y(s))-{sy(b(v))―万(y(b (v)))} -e (36) 

ここで F(b)を

F(b)==sy(b)一否(y(b))

と定義すると

F'(b)>O 

s>b(v) 

である事を考慮すると

sy(s)一否(y(s))-{sy(b(v))一否(y(b(v)))}>O 

eは十分小さな正数なので(36)は正となる。よって自己選抜条件〔II〕を満たす事

がわかる。次に

坐位(s))-sy_(s)<b(v)(y(b(v))-y_(b(ッ)））-sy(b(v)) + y(y_(b(v))) 

の場合を調べよう。

a+ by(b)ーテ(y(b))-a-by(b)+否(y(b))

＝竺(y_(s))-s又(s)+sy(s)一否(y(s))-{竺位(b(v)))~b(v)y_(b(v))

+ b(v)y(b(v))一否(y(b(v)))}-e (37) 

ここでG(b)を

G(b)三世(y_(b))-by_(b) + by(b)一花(y(b))

と定義する。この時

G'(b) =y_(b)-y_(b)>O 
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eは十分小さな正数なので(37)は正となる。よって自己選抜条件〔Il〕を満たす。

(Step 2) 報酬メニュー {(a,b),(a,b)}が参加条件〔I〕, 〔Il〕 を満たす

こと。

a+地Cb)一竺位(b))=O

補題1より

a+by(b)一祈(y(b))>O

よって参加条件〔I〕, 〔Il〕が満たされる。

(Step 1), (Step 2)より計画官が報酬メニュー{(a,b), (a,b)}を企業に示

した時には， 生産性の低い企業は (a,b)を，生産性の高い企業は (a,b)を選

ぶことがわかる。

(Step 3)報酬メニュー { (a,b), (a,b)} を用いた時の社会厚生が Freixas

静学モデルでの最適社会厚生を上回ること。

Freixas静学モデルでの最適報酬計画 (a,b)は

b=b(ッ）

a=竺位(b(v))) -b (v) y_ (b (ッ））

と表わされるので，その時の社会厚生 WFは

WF=ッ〔p又(b(v))-(1十入）竺位(b(ッ）））〕+(1-ッ）〔py(b(v))一

祈(y(b(v)))-1(竺位(b(v)))-b(改 (b(v))+ b(v)y(b(v)))〕 (38) 

他方，報酬メニュー{(a,b), (a,b)}を用いた時の社会厚生 wsは

ws=ッ〔py_(b(v))-(1十入）竺位(b(ッ）））〕+ (1-v) 〔py(s)一祈(y(s))

-l(Min位(y_(s))-sy_(s),b(v)(y(b(v))-y_(b(v))) c._sy(b(ッ））

+ ,fr(y(b(v)))}-1a+sy(s))〕 (39) 

(38), (39)より生産性の低い企業の場合の社会厚生は，共に等しいことがわかるの

で， 生産性の高い企業の場合の社会厚生のみを比較すれば十分である。そこ

で，報酬計画 (a,b)を (a,b)に変えた時，生産性の高い企業の利潤と計画官の

利潤がそれぞれどう変わるかを調べる。まず生産性の高い企業にとってこの報

酬計画の変更は， (Step1)で自己選抜条件〔Il〕が厳密な不等号で成り立つ事

が既に示されているので，利潤は増える。また計画官にとっては，計画官の等

利潤曲線の傾きが Sであることから (y(b),a+ by(b)) を通る等利潤曲線は，
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(y(b),g + by(b))を通る等利潤曲線の下方に位置する。従ってこのシフトは計

画官の利潤を増加させる。よって

WF<WS 

が成り立つ。もちろん，最適報酬メニューに対応する社会厚生は WS以上と

なるので命題 5の成立が言えたことになる。 (Q.E. D.) 

4 おわりに

本稿での分析は計画官と企業の生産契約が 1期である場合に限定されている

が，これを長期の契約に拡張する事が今後の課題である。 Freixa廷1〕では 2

節のモデルを2期間に拡張し，計画官が企業との生産契約にコミットしない時

にはラチェット効果が生ずることを示している。我々は 3節の自己選抜モデル

を長期に拡張し，その場合の最適報酬メニューの持つ性質を調べる事が必要で

あろう。

注

1) 本節での議論は，すべて Ferixa廷 1〕に基づいている。

2) ここで言う計画官とは公共財の生産に関して意志決定を行う主体を表わしており，

例えば政府，中央官庁，地方公共団体等がその対象になる。

3) ここでは企業はリスク中立的であると仮定されているので利潤関数 I1町y,0)を効

用関数とみなすことが出来る。

4) 正確には報酬 a+byは税金でまかなわれると考えられるので，その税金を徴収す

る時にかかる社会費用を表わす。

5) (7)より計画官の利潤関数 IJCP(y)は

IJCP(y)=py-(1十入）(a+by) 

a+byをR(y)に置き換え， IJCP(y) を任意に固定させると，上式は等利潤曲線を表

わすものと考えられる。上式を R(y)について整理すると

IJCP(y) 
R(y) = P y-
1十入 1+1 

となり図3の様に等利潤曲線が直線になる事がわかる。さらに IJCP(y) が増えると

この直線は下方にシフトする事もわかる。

6) sは公共財のシャドウプライスと考えられる。

7) 生産性の高い企業の利潤関数は(6)より
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IJF(y,o) =a+ byー沢y,fj)

利潤最大化の必要条件より

dIIF 
dy 
=bーも(y,6)=0 

：沖y(y,fj)=b. ① 

となるので y(b)は①を満たす生産量である。同様に Y..(b)は

も (y,f})=b ③

を満たす生産量を表わす。①，②,(1), (2), (3), (4)より

y(b)>Y..(b) 

を得る。

8) g,aが固定給を b,bがボーナスをそれぞれ表わしている。
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