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伝統的経済分析，特に，生産理論や消費理論において，凸性の仮定は本質的

役割を果たしている。 しかし，このことは経済現象の忠実な表現のためという

よりも，分析の簡便さのためという理由に重きが置かれていることが多いと思

われる。このような問題意識の下で， Hackman-Pass虹1〕は凸性の一般化を

行っている。本稿では， Hackman-Pass沢1〕によって定義された関数を分類

しその性質を考察する。本稿のアウトラインは以下のとおりである。まず第2

節で射影凸集合及び射影凸関数を定義し，それらの若干の性質について言及す

る。そして， 第3節で射影凸関数に関連して， 2つの関数を定義ずる。そし

て，それらの関数の性質及び射影凸関数との関係について検討する。

2 射影凸集合と射影凸関数

Xiを有限次元ユークリッド空間とし， I={1, 2, …， N} とする。 また，

IIふXrから Xk;k巳I,,への射影をが， kEI,で定義する。

〔定義 1〕（・1〕

集合 Ccrr出Xi が射影凸であるとは，任意のx•,;:y.EC と任意のふ巳〔o,
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1〕，匡I,に対してあるAi,心，．．．，ふーl,ふ+1,... , 入NE〔〇， 1〕が存在し， (A1

均+(1-ふ）yぃ…，ふXi+(l-ふ）y i'…，祁靱+(1-ふ,r)YN)がCに含まれる

ことである。 1 

定義より，凸集合は射影凸である。

〔命題〕 〔1〕

集合 CcIIふXiが射影凸であるための必要十分条件は，任意の集合

II出Di, ただし DiCXi, iEI, は凸，に対して，任意のが(CnIIふDi),

k巴I,が凸となることである。 1 

次に，射影凸関数の定義を行なう。ここで，関数 f:.RN→Rが準凸である

とは，その任意のレベル集合 Sa={xESlf(x)~a}1>, a ER, が凸集合である，

ということに注意しておく。

〔定義2〕 〔い

関数 f: s2>→Rが射影凸であるとは，任意のレベル集合 Sa={xESlf(x)~ 

a}, a ER, が射影凸となることである。 1 

上記の定義及び命題から明らかなように，準凸関数は射影凸であり，射影凸

関数は任意の独立変数に関して準凸である。

射影凸関数について，次の定理が成り立つ。

〔定理1〕

関数 f:S3)→Rが射影凸であるための必要十分条件は，任意の x,yESと

任意のふこ〔〇， 1〕, iEI, に対してあるふ，心，…，ふ—1, ふ+1,…, 入NE〔〇，

1〕が存在し

f[l1x1 + (l-l1)y1, ・・・，ふXi十 (1-ふ）Yi, …，ふXN+(1-AN)YN] 

~max {f(x), f(y)} —① 

となることである。

〔証明〕

fは①式を満たし，かつ， X,yESaと仮定する。 x,y巴Sかつ max{f (x), 

f(y)}~a なので，任意のふご〔〇， 1〕, i巴I, に対してあるふ，入2,…, 入i-1, 

ふ+1,…,, 入NE〔0,1〕が存在し，
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（ふXl+ (l-J1)y1, …，ふXi+(l一ふ）Yi, ・・・，ふXN+(1-JN)YN) ES 

よって，

f [l1x1 + (1-J1) y1, ・・・，ふXi+(1一ふ）Yi, …，ふXN+(1-lN)YN]~a 

ゆえに，

（ふXl+ (1-Al) Yl, …， ふXi+(1-Ji)Yi, ・・・， ふXN+(1-JN)YN) ESa 

となり， Saは射影凸である。
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逆に，任意の実数aに対して Saは射影凸であり， x,yESであると仮定

する。 a=max{f(x),f(y)}に対して， X,yESaなので，射影凸性の仮定より，

任意のふ巴〔〇， 1〕, iEI, に対してあるふ，心，…，ふ—1, ふ+1,…, 入NE

〔0,1〕が存在して

（ふXl+ (l-:--J1)y1, ・・・，ふXi+(1一ふ）Yi, ・・・，ふXN+(1-JN)YN) ESa 

よって

f [J1x1 + (1-J1) y1, …，ふXi+(1一ふ）Yi, ・・・， ANXN+(1-lN)YN] 

~a=max{f(x),f(y)} I 

〔注〕

1) Sは RNの部分集合。

2) SはIIぶXiの部分集合。

3) これ以降，集合 SerrぶXiは射影凸であるとする。

3 狭義及び強意射影凸関数

本節では射影凸関数に関連して，新たに2つの関数を定義し，射影凸関数と

の関係を検討する。

〔定義3〕

関数f:S→Rが狭義射影凸であるとは，任意の x,yES, ただし f(x)=/=f(y),

と任意のふ巴(0,1), i巴I, に対してあるふ，入2.…, 入j-1,ふ+1,…， AN巴

(0, 1)が存在し

f [l1x1 + (1-11) y1, ・・・，ふXi+(1一ふ）Yi, …，ふXN+(1-AN)yN] 

<max{f(x), f(y)} 
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となることである。 ー

定義より任意の狭義準凸関数は狭義射影凸である。また，狭義準凸関数なら

ば準凸である，という関係が成り立たないと同様に，、ある狭義射影凸関数は射

影凸ではない。

〔例題〕

関数 f:R2→Rを次のように定義する。

f (x, y) = {1 if (x, y) =.(0,0) 
0 if (x,y)=/=(0,0) 

定義2及び3より， fは狭義射影凸関数であるが， 射影凸ではないことが容易

に確かめられる。 I 
しかし，下半連続な狭義準凸関数は準凸であるように，下半連続な狭義射影

凸関数は射影凸である。

〔定理2〕

関数 f:S→Rを下半連続な狭義射影凸関数であるとする。このときfは射

影凸である。

〔証明〕

x, yESとする。 f(x)i=f(y)ならば， fは射影凸性を満たす。したがって，

f(x) =f(y)と仮定し，このときfは射影凸であること，すなわち，l,任意のふ

E(O, 1), 匡 I,に対してあるふ，心，…，ふ—1, ふ+1,…， ANE (0, 1)が存在

し

f [il1x1 + (1-il1) y1, …， ふXi十(1-ふ）Yi, ・・・， ふ~N+ (1- 入N)XN]~f(x)

となることを示せばよい，ここで，ある釦E(0, 1)_,. ~, 巴I,が存在して，任意

の fl,1,fl,2, …, /l,i-1, /l,i +1, …, fl,NE (Q, 1)に対し

f [μ1x1 + (l-μ1)Y1, ・・・，μiXi + (1-μi)Yi・・・，μNXN+ (1-μN)YN]>f (x) 

となると仮定する。μぃ JL2'…,J-Li_--:--hμ_i +1,'.. ; 邸を固定して

~= (μ1Xl + (1-μl) Yl, …， 灼~i + q-:--'"μ-Jy.i, ・・・， 邸 XN+(l-μ炒YN)

とする。 fは下半連続なので，ある aE(O,1)が存在して

f (z)>f[ax+-(1-a)z]>f(x)c=f(y)一②

が成り立つ。 zはax+(l-a)zとyの凸結合で表わされることに注意すると，



射影凸関数について 一201-

fの狭義射影凸性と f位X十(1-a)z〕>f(y)より， f(i)<f〔ax+(l-a)z〕を

得るが，これは②式に矛盾。 1 

最後に，射影凸関数の強意性の定義を行なう。

〔定義4〕

関数f:S→Rが強意射影凸であるとは，任意の x,yES, ただし xf=.y'と任

意のふ巴(0;1), -iEI, に対してある A.1'心，・・・，入i-1, ふ+1,…, 入NE(O,
1)が存在し

f [l1x1 + (l -l1) y1, ・・・，ふXi+(1一ふ）Y・i; ・・・，ぷXN+(1-lN)YN] 

<max {f(x), f(y)} 

となることである。 1 

上記の定義より，強意射影凸関数は狭義射影凸関数であり，下半連続性が満

たされていなくても，強意射影凸関数は射影凸である。

以下に，各関数の関係を図に示す。

I 凸 I=> 準凸 ＝つ 射影凸 <=== 
『 =-1
I I I I 

I I LS 
I D下半連続性 ［下半連続性 II 

I I I I I I I 狭義凸 ＝⇒ 狭義準凸 ==>狭義射影凸<==強意射影凸
~ 

図1 関数の関係

4 あとがき

そもそも非線形計画において，目的関数の狭義準凸性は局所的最適解が大域

的最適解であることを保証し，さらに強意準凸性は局所的な最適解が唯一の大

域的なそれであることを保証するものであった。そして，本論で示されたよう

に， 射影凸， 狭義射影凸， 及び強意射影凸関数は， それぞれ，準凸，狭義準

凸， 及び強意準凸関数の一般化になっていた。 ところが， 射影凸関数におい

て，狭義性あるいは強意性の条件は最適解の大域性を保証するものでもなく，

ましてや一意性を保証するものでもないことに注意しておく。非線形計画問題

において， 狭義射影凸関数及び強意射影凸関数の果たす役割についての解明
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は，擬射影凸関数や微分可能な射影凸関数との関連をも含めて，今後の課題と

したい。
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