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1. 序

単純な優対角双線形時系列モデルは

刀t=a刀t-kUt-t+ U t (k>£) (1.1) 

という形式の非線形時系列モデルである。ここで {utltEZ}は4次のモーメ

ントが存在する独立同一分布にしたがう確率系列であるとする。このような優

対角モデルに対して， パラメータ aに関する適当な条件をもとで (1.1) の式

を満足する 2次強定常列が存在しており，それは平均 0の無相関列つまりホワ

イトノイズになっている。ところがそのような {r;tI tEZ}の3次の自己混合モ

ーメントまで調べてみると，例えば

刀t=a刀t-2Utー1+ut

にしたがうよう foilに対して Eu7=庇として

E刀t刀t-1刀t-2=
aが

l-a2a2 

という結果がえられ， foil はホワイトノイズであるが独立系列ではないこと

がわかる。つまり確率系列 {171} はある時点において自己自身の過去の情報が
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与えられたとき線形的には予測不可能（平均 0でしか予測できない）である

が， Cl.I)の形からわかるように，非線形な形式では予測量が構成できるよう

な確率系列である。

一方， To魂〔 7〕, Quin瓜8〕等で考察の対象となっているマルコフ型双線

形モデル

刀1=a刀1-1+c刀t-1Ut+Ut (1.2) 

({Ut ltEZ}は (1.1)のときと同じ）

にしたがう定常系列は 1次の自己回帰モデルにしたがう定常系列と同一の自己

相関のパターンを示す。しかしモデルの形式が異なるという事実がまず第一に

条件付分散が

Var(刀tI刀t-1,刀t-2・・・） =(C刀に+2c刀t-1+ 1)庇

というように過去の値に依存するという特性においてあらわれている。

以上のように 2つの双線形時系列モデル Cl.1)及び (1.2)は単純なモデル

ではあるが，線形モデルではえられず，モデルに非線形性を導入してはじめて

えられる特性をもったモデルとなっている。 しかし (1.1) の優対角モデルに

ついていえば，それ自体がひとつの時系列に対して適用される場合は想定しが

た<'例えば Granger-Andersen〔いは経済時系列に線形時系列モデルをあ

てはめたのちにえられる残差系列に優対角モデルをもちいてモデル全体の予測

力を向上させることを試みている。一方マルコフ型双線形モデルはもちろんそ

れ自身がなんらかの意味ある系列にあてはめうるモデルであると考えられる

が，他の使用法としては，回帰モデルの残差系列に系列相関が認められるとき

1次の自己回帰モデルがもちいられることが多いという事実を考慮に入れれば

そのような場合にマルコフ型双線形モデルを想定するという用い方も可能であ

ろう。

本稿では上述のような考え方を背景として以下の 2つのモデル

(Ml) { 
Yt =bXt十刀t

刀i=a刀t-kU曰＋刀t

(M2) 
{Yt =bXt十刀t

刀i=a刀1-1+c刀1-1Ut+Ut 
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について推定問題を中心に簡単な考察をおこなう。以下内容的には， 2節では

2つの双線形モデルのパラメター推定についていくつかの結果を示し， 3節で

は回帰方程式のパラメターの最小 2乗推定量を中心にした考察をおこなう。

2. 双線形時系列モデル

以下で {ut}はつねに Eut = 0, Eu 7 = a2の独立同一分布にしたがう確率系

列とする。

(I) 優対角モデル

a20-2<1のとき

刀1=Ut+忌（袖—k-jt)Ut-rl
で定義される fot}は2次強定常系列であり

刀t=a刀t-tUt-k+Ut (£>k~l) 

(2.1) 

(2.2) 

という関係式をみたしている。 したがって本稿ではモデル (2.1) にしたがう

定常系列とは (2.1)の {r;t}であるとする。

優対角モデルのパラメータ aに対しての Yule-Walker型推定量について中

村〔 6〕で論じたが， そこでは 3次の自己混合モーメントを十分考慮に入れて

なかったために推定量が一意的にさだまらないという不都合が生じていた。実

際には 3次の自己混合モーメントをもちいると以下のようにパラメター aのモ

ーメント法による推定は可能になる。

まず Kuma託5〕の計算結果を述べておく。

Rs(P, k) =E刀t刀t一切t-k

=E(a刀t-tUt-k+Ut)刀t-切t-k

=aE(刀7辺 t-kUt-k)

=aE叶研t-k(a刀t-k-tUt-2k+Ut-k) 

=a庇E刀に=a庇μ2

2乗した系列の自己共分散列については
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R<2) (h) =COV(刀L刀1+h)

とおいて

R<2)(h) =a2庇R<2)(h-£) (h>£). 

とくに h=l+lとして

R叫 +1)=咋 R<2)(1). 

したがって

｛咋＝汀鸞ci}l
a炉＝

Ra(£, k) 
μ2 

よって

a= 
μ2Rc2) (£+ 1) 

R吠£,k)RC2) (1) 

がえられる。

(2.3) 

(2.3)で右辺の式にあらわれるモーメントをその自然な推定量でおきかえれ

ば一致推定量となる aの Yule-Walker型推定量がえられる。

中村〔 6〕でモーメント法による単純な双線形時系列モデルのパラメター推

定を考えたときと同様に上述の方法でえられる推定量も最尤法や条件付最小 2

乗法などの非線形の数値的最適化をともなう推定方法の初期推定値として意味

をもつと考えられる。

(II) マルコフ型双線形モデル

マルコフ型双線形モデル

刀i=a刀t-1+c刀t-1Ut+Ut 

は， a2+c2u2<Iのとき

oo r-1 
刀t=~IT (a+CUt-j)Ut-r 

r=O i=O 

という 2次強定常解をもっており，序で述べたように

E刀1=0

｛ 
E刀t刀t+s=が Eu1=as

a2 
1-a2-c2庇

(2.4) 

(2.5) 
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となっている。

マルコフ型双線形モデルのパラメター aの推定量として

T 

こ刀t-1刀t
a= t=2 T 

工刀L1
t=2 

(2.6) 

が一致推定量となる Yule-Walker型推定量として考えられるが（中村〔 6〕）,

この型の推定量についてさらに次のことがいえる。

定理 1 伽｝が四次モーメントをもつとするとき

vT(a-a)_!_らN(O,v). 

V=  
c2a2μ4+2c庇μ3

(μ 砂2
+(1ーが一c2庇）

μi=E(刀t)j i=2,3,4. 

証明 以下で和はすべて 2から Tまでとする。

a=工刀t刀1-1=~(a刀 t-i+c屁1Ut+Ut) 刀 t-1
工柑ー1 . . ~ 柑ー1

より

vTCa-a)= 
工(c刀い＋刀t-i)Ut/VT

工刀Li/T

エルゴード定理より

plim 1 
T 工刀7-i=E叶＝

庇

Tゃ 1ーが一c2a2 . 

(2.7) 

(2.8) 

~(c刀ね＋刀t-1)Ut/VT の極限分布についてはマルチンゲール中心極限定

理をもちいれば (Billingsley〔幻）

:E(c刀い＋加1)Ut D 
vT ーN(O,c2a加 +2ca2μ3+a加）．

がわかる。 1 

(2.6), (2.7), (2.8)より定理の結果がえられる。

定理 1の E叶<=という仮定は

E(a+cut)4<1 

(2.9) 

(2.10) 

のときにはみたされることが (2.5)から容易にわかる。とくに {ut} を正規
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確率変数列とするなら (2.9)は

が+bがc2a2+ 3c4a4<1 

という条件になる。またこのときには四だけでなく μ3 とμ4 もa,c, a-2の

3つのパラメターで表現されるから定理 1のVもこの 3つのパラメターによっ

てかきあらわすことができるが，それはかなり複雑な式になる（四と μ4 に

ついては Tong〔り参照）。

中村〔 6〕ではパラメター Cの推定についてもモーメント法で推定量を求め

る手続きを考察したが，そこでえられた結果はモーメント法の限界を示してい

た。そこで以下では aの推定は (2.6) でおこなうという前提のもとで C の推

定について別の手続きを考える。

序で述べたように

Jt=刀t-a刀t-1

とおくとき和を｛刀t-ilj~O} で生成されるぴ集合体として

EC/ti行t-1)=c2a切に+2ca2刀t-1+a2. 

{Zt}を

Zt=/7-E(f引ijt-1) 

で定義し， aを与えられているとして

T 

QT(C, 庇）=:EZ7 
t=2 

を最小にする C と丑の求める手続きを考えると，これは通常の条件付最小 2

乗法に近い感覚になる。ここで aを (2.6) の dでおきかえておけばこの方法

は数値的非線形最適化によって比較的簡単におこなえるであろう。このように

してえられる推定量がどのような性質をもつのかはひとつの問題であるが，そ

れは別の機会に論じることにする。

3. 回帰モデルの推定

序で述べた 2つのモデルのうちまず第 1のモデル，

ヽ
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(M.1) { 
Yt =bxt十刀t

刀t=a刀t-lUt-k+Ut (£>k~l) 

について考える。

x' =(お1,・・・・・・・・・,XT), y' = (y1, ・・・・・・・・・,yr)

とおくと回帰方程式のパラメター bの最小 2乗推定量は

b= (x'x)ー1x'y.

知｝は平均 0の無相関な定常系列だから 6は最良線型不偏推定量である。

さらに

(x'x)ー1→O (T→ 00) (3.1) 

のとき bはbの一致推定量となることも通常の線形回帰モデルの理論で知られ

ているとうりである。

パラメター bを上述のように最小 2乗推定量 bで推定したときには，双線形

モデルのパラメター aについては例えば 2節で述べたように Yule-Walker型

推定量を初期値として用いる条件付最小 2乗推定をおこなえばよいが， {-r;,} 

は観測されない系列であるから残差系列 {fit}

加 =ytー恥

を伽｝の代用としてもちいなければならない。このときに説明変数列に関す

る条件 (3.1)のもとで bが一致推定量であるから

plim加＝刀t
T→OO 

がわかる。

説明変数列に関してさらに条件をつけ加えると次のことが示される。

定理2.1

(i) 説明変数列 {xt}が
T 

工叶 +j

Jim t=l 

T→ oo T 
=S(~O) 

がjに関して一様収束という条件をみたすとき

汀(b-b)~N(O; 繋）
a; =Er;7-



-120- 経一済論究第 73号

(ii) (i)の条件に加えて

lxtl~K 

とすると

(t=l,2, .. ・・・・・・・）

証明

1 
和一刀t=Op(T万）．

((j)) '1J I = (171, …, 171) とすると

だから

vT (b-b) = vT (x'x)ー1x''1J

= (X'X)ー1x':!!_ 
T i/T 

， 
xヮ
vT 

ユN(O, Saい

を示せばよい。

如 (M)}を

刀t(M) =Ut十三 (rr1~t-k-j1) Ut-r l 
r=1 j=O 

で定義して

刀庁＝刀t一刀1CM)

とする。

知(M刃 は平均 0の 2次強定常系列であり 2Ml歩従属である。そして

知(M)}及び｛砂{+1} はいずれも無相関列であることが簡単な計算によってわ

かる。

如 (M)} と｛刀朽｝をつかうと

X1'1) 1 T 1 T 
i/T =げ匹t刀tCM)+-VT匹 t刀t

M+l 
t=l t=l 

(3.2) 

7JtCM) は 7)tに M→00 のとき平均 2乗収束しているから

Var(人匹t刀f+l)=亨Var(炉）→ 0 (M→ oo) 

及び
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Var(刀1CM))→ a~(M• 00). 

したがって (3.2)より T→00のとき

l D 

vT I::x叩 (M)→ N(O, SVar伽 (M)))

がわかればよい (Fuller〔幻 246p.)。

A1=E(幻 +2M切t+2Mt(M))2

2Ml 
+2 I:: E{Xt +ZMlrJt+zMt(M)か 2M疇 t+2Mt-j(M)}

j=l 

で定義される列 {At}を考えると {r;1(M)}の特性より

At =X~+2MヽVar(刀 tCM)).

定理の仮定より

liml_ 
p 

:EAt+i=SVar(刀1CM))P→OO ft j=l 
(tに関し一様）

よってM歩従属な確率系列に成り立つ中心極限定理 (Fuller〔幻 246p.)

をもちいて

1 T 
一ーエ幻刀,CM)→ N(O, SVar(刀t(M))). 
VT  t=1 

がわかる。

(ii) か一刀1=(b-b)幻

だから(i)の結果より明らか。

籾｝をつかった標本自己相関についても次の評価ができる。

定理2.2

T-h 

工幻＋紅t+j+h
limi=l 

T T→OO 

=g(h) 

とするとき

T-h T-h 

工加＋訪t 工刀t+切 t
仁 lT ―j=l =Op(T-1). 

T 

証明

(tに関し一様）

ガtガt+h= (b-b)2XtXt+h + (b-b)Xt+h刀I+(b-b)Xt刀t+k+刀t刀t+k.
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よって

こかか+h_:E"f/t刀t+h

T T 

1 . 
=-{i/T(b-b)} ぷXtXt+h. l 一^+-vT (b-b) 

，. . :EXt+h刀t

T T T  _vT・ 

1 - ,. ぷt刀t+h+-vT(b-b) 
T vT  

上式の右辺で

:EXt+h刀t :EXt"f)t+h D 

vr・vr  
―→ N(O, S叶）

が定理2.1の(i)の証明と同様にしてわかる。したがって定理2.1(i)の結果と

あわせて右辺の各項はすべて Op(T-:1)である。

次に第 2のモデル

(M2) { 
Yt =bxt十刀t

刀,=a刀tー1+C"f)t-1Ut +ut 

について考える。 1 

(M2)のモデル回帰方程式のパラメター bの最小2乗推定量 b

b= (x'x)ーlx'y

は枷｝が系列相関をもつからもちろん最良線型不偏推定量とはならないが以

下のようなことはいえる。

定理3.1

(j) X1 X→ oo(T→ oo)ならば6は一致推定量。

(ii) lim 工おt+jXt+j+h

T 
=g(h) (tに関し一様）

かつ

ならば

T→OO 

lg(h) l~K (h=l,2, ・・・・・・・・・）

vrc6-b)→ N(O, (g(o))-2S) 

S= {g(o)+2哀g(h)aりa;.
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証明

(i) 1次の自己回帰モデルを攪乱項にもつ回帰モデルの最小 2乗推定量は

自己回帰モデルの共分散構造の特性によって定理の仮定があるとき一致推定量

になる (Amemiy紅 1〕認5p.) 2節にかいたように fot}は1次の自己回帰モ

デルと同一の共分散構造をもっているから 6がbの一致推定量になることがわ

かる。

(ii) 

刀tCM)=Ut +; 喜｛伍長+CU t -j)} U t -r 

とおくと fot(M)}は平均0の2次強定常系列であり M歩従属。

A1=x1+MVar(刀t+(M)) 

M 

+2 :EXt+M-iXt+MCov(刀t+M-i(M),刀t+MCM))
i=l 

で定義される列に対して仮定より

1 p M 

lim— p I::At+i =g(o) Var(刀tCM))+2エg(h)Cov(rJ0(M),刀h(M))
P→ 00 j=l h=l 

したがって

匹 t刀1CM)

汀

=SM 

→ N(O, SM). 

'f}t(M) は m に M→00 のとき平均 2乗収束しており

Cov(r;h, 刀o)=aha! 

より

ISM-SI 

(3.3) 

叫 flcov(rjh(M), rJo(M))-Cov(刀K 刀o)¥}+K砂 1 2 (3.4) 
h=。 1-aa't/.

(3.4)式で

ICov⑳ (M), 刀o(M))-Cov(刀h,rJo)I
1 1 

~{El 刀h(M) ー叫叩{EIrJo CM) I叩
1 1 

+{El刀h12戸{EIrJo (M)-rJo I叩
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1 1 2⑯ +czaZ)M+1½ 
ニ〔{Elr;o(M)叩 +{El刀。(M)叩〕 6 { 1ーが一czaz} 

であり， a叶 czが<1であるから

limSM=S. 
M→OO 

汀 (b-b)=匹 t刀tCM)/vT-+芦 （ 刀t一刀tCM))/vT
工叶/T エ叶/T

だから，定理2.1(i)と同様の理由で(3.3)及び(3.5)から

vT(b-b)→ N(O, (g(o))-2S) 

が示される。 1 

(3. 5) 

2節で考えたパラメター aの Yule-Walker型推定量を残差列をつかって構

成したときにも次のことがいえる。

定理3.2 定理3.1の仮定のもとで

T 

＾ 
:E'1Jt-1'1Jt 

a= t=2 

詞ー1t=2 

に対して

v'T (a-a)~N(O, v). 

ただし Vは定理 1のVと同じ。

証明 和はすべて t=2から Tまでとする。

翌=vr(均疇t
工'1]1-1

-a) 
とすると。

S1=:E詞 ,-ilv''f-a:E'TJ1ー1/v'T

S2=エ'TJ1ーi/T.

ふとふはそれぞれ

S1= 
工刀t-1刀t l1 a:E柑ー1
v'T +v'T― v'T 丑 2

S2= 
工柑ー1 入3

T ＋ T 

とかける。ここで
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ふ=(b-炉匹tXtー1+ (b-b)匹 t刀t-1+ (b-b)匹 t-1刀t

入2=avr(翠μ__号り
え3=(b-b) エ叶 +2(b-b)匹t 刀t•

定理2.1の結果及びその証明より

ぇ1 え3
plim-==0, plim -=0, plimJ2=0 vr vr 

がわかるから i/T(a-a)に対して定理 1と同じ結果が成立する。

4. あとがき

本稿では単純な双線形モデルを攪乱項にもつ線形回帰モデルについて簡単な

理論的考察をおこなった。線形過程を攪乱項にもつ回帰モデルについて多くの

研究がなされている状況を考えればまだ多くの事柄が考察されるべき問題とし

て残っている。また本稿では回帰モデルも一変数の単純な場合に限定したが，

それの多変数への拡張は比較的容易であると考えられる。
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