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1. 序

本稿の目的は Grangerand Andersen [ 3 Jなどで研究されている双線形

時系列モデル BL(P, Q, S, R) 
P Q S R 

幻=~a戌t-i 十エ b 汲 t-i 十工工 Ck ば t-ket-l 十釦 (1.1) 
i=l i=l k=l/=1 

のなかで比較的単純な形式のモデルをとりあげ，それらのモデルにしたがう定

常過程に成り立つ中心極限定理を考察することである。

中心極限定理は確率論および統計理論で中心のひとつになる定理であり，確

率変数列が独立でない場合についても様々な条件のもとでの研究がなされてい

る。

そのなかで定常過程にもとづく時系列解析の分野では，入力が独立同一分布

にしたがう確率変数列である線形過程｛幻tltEZ} 
00 00 

幻 ＝エ a弦 t-j' 工 lail<=
j=-oo j=-oo 

(1.2) 

を考えるときに， E幻 +s幻＝ツs として

パC臣），パ(n~エ1幻 +s幻ーツp)
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などの統計量の漸近分布が正規分布になるという結果が古典的である。そして

その証明はM従属な確率変数列に中心極限定理が成り立つという事実にもとづ

いておこなわれるのが通常である。

双線形時系列モデルにしたがう定常過程は (1.2)のような形式にはかけな

いが，類似の表現が可能である。 したがって本稿の中心となる部分も， やは

り， M従属な確率変数列に成り立つ中心極限定理を経由しての考察である。

また最近ではマルチンゲール中心極限定理を利用した時系列モデル解析の研

究がおこなわれているが，本稿ではマルチンゲール中心極限定理から導かれた

エルゴード的な定常過程に関する中心極限定理の適用について言及する。

2. 双線形時系列モデル

本稿では次の 2つの形式の双線形時系列モデルを考える。

(A) BL (P, 0, P, 1) 
p p 

幻＝エ aiぷt-j十 I::b双 t-iet-1十釦．
z =1 j =1 

(B) 単純な優対角（対角）モデル

幻 =aXt-ret-k+et, l~k>O. 

A=  
pxp 

a1 a2 ............ ap 

1 0 ............ 0 
: . 

; i 
0 ............... 1 0 

B=  
pxp 

b1妬............bp 

~0 ............ 0 

¥ ¥ 
り..................0 

CT= (1, 0, ...... , 0), X『=(Xt,Xt-1,"''・・， Xt-P+1) 

(2.1) 

(2.2) 

(B)で k=lの場合のモデルは (A)のモデルの特別な場合となるが， それ

以外のときにはそうなってはいない。

(2.1), (2.2)のいずれのモデルにおいても {etltEZ}は平均が 0で分散が

1の同一分布にしたがう独立確率変数列とし， 4次のモーメントをもつとす

る。

(2.1)のモデルは以下のように行列とベクトルを定めることによって， (2.3)

のような状態空間表現ができる。

3
 

．．
 
＂ィ

、-
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Xt=AX曰 +BX嗅 t-1+Cet 

-19 -

(2.3) 

このとき，Rを行列のクロネッカー積を表わす記号として， p以がの行列

ARA+B⑳B の固有値がすべて単位円内にあれば
00 

ふ =C釦+I:: II (A+Bet-i)Cet-r. (2.4) 
r=l i =1 

という形式の定常過程 {XtltEZ}が定義できて， これは (2.3) をみたす。

同じ条件のもとで，逆に， (2.3)を満足する定常過程， {XtltEZ}は (2.4)

の表現が可能である (M.B. Rao, et al [ 8 ])。

{Xt It巳 Z}を下記の (2.5)のように定義すれば (2.2)のモデルについて

も上述したことと同じ内容のことがいえる。

Xt=釦＋且が圧。:et-k-jt)et-rt. (2.5) 

さらに (2.2)のモデルにしたがう定常過程についてはがE(ei)<Iならば 4

次のモーメントをもつ (Grangerand Andersen [ 3 ])。

以上の事実にもとづいて， 本稿では， (2.3), (2.2)のモデルにしたがう定

常過程とは，それぞれ (2.4), (2. 5) のように表現される定常過程をさすこと

にする。

（注）

① 本稿で定常というときは強定常をさしている。

② たとえば (2.5) のような形式の定常過程を双線形時系列モデルにしたがうことか

ら双線形系列とよんでもよいが， [9]で (2.5) とは異なる形式の定常過程が双線

形系列と定義されているので本稿では (2.5)の系列を双線形系列とはよばない。

3. 中心極限定理

以下でモデル (2.3), (2.2)にしたがう定常過程，つまり (2.4), (2.5)の

形式の定常過程に成り立つ中心極限定理を考察するが，まず前半部分では必要

になる定義と定理を述べる。 それらの事項についての詳しい内容は Villegas

[ 9 ], Marsaglia [ 5 Jが参考になる。

XこRPのノルムを IXIであらわす。 RP値確率ベクトル X=(幻，……，Xp)と
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Y=(Y1, ……，yp)の内積は
p 

(X, Y)= :E EXiYi 
i =1 

で定義され， Xのノルムは

IIXIIP== V (X,X) 

で定義される。

定義 3.1 

(1) 点列 {a;j li,j=I, 2, ・・・・・・｝ に対して

lim (lim supjaij-al)=O 
j→ 00 i→OO 

のとき二重点列 {aii}は aに iteratedsenseで収束するといい

ilim aii=a 
i j 

と表わす。

(2) 確率ベクトルの二重列 {X;j Ii, j=l,2, ……}は任意の正数 c>Oに対し

て

ilim P(IXii-Xl>c)=O 
i j 

のとき Xに iteratedsenseで確率収束するといい

iplimXij=X 
i j 

と表わす。

(3) P, {P叫i,j=I,2,……}をそれぞれ X,X;jの確率分布とするとき任意

の有界連続関数fに対して

ilim f fdp;i= f /dp 
i j 

ならば X;jは Xに iteratedsenseで分布収束するといい

xij⇒⇒ X 

と表わす。

定理 3.1(Villegas [ 9 ]) 

{Xi j I i,j= 1,2, ……}, {Xili=l,2, ……}を確率ベクトル列とする。

Ill {立今X

iplim(Xi -Xi j) =0 

,_; 

.

t

 
J
 



双線形時系列モデルに成り立つ中心極限定理について - 21-

ならばふは Xに分布収束する。

(2) xjが X に分布収束し， jを固定したとき Xりが xjに分布収束するな

らば

xij⇒⇒ X. 

確率ベクトル列 {XiJj=l, 2, ……｝は s-r>Mのとき， ｛ふ，……，Xr}と

{Xs, Xs+1, ……，Xn}が独立なら M従属であるという。

定理 3.2(Villegas [ 9 ]) 

{Xi Jj=l,2, ……｝を M従属なベクトル値定常過程とする。 Sn=Xけ……＋

-!. 
ふとおくと n2(Sn-ESn)の分布は n→ 00 のとき，平均が 0で分散 rの正

規分布に収束する。ここで
M 

r=~r(h), r(h)=E(Xt+h-EX心 (Xt-EX亭
h=-M 

以上の準備のもとで，まず (2.4)の形式のベクトル値定常過程 {XtjtEZ} 
1 

に関して n方 (Sn-ESn)の極限分布を考える。

次の補題は (2.4) の {Xt}の存在証明のなかであらわれている。

補題 3.1 {沿｝を行列 ARA+BRBの固有値の集合とし

沿=Max{jA-バ｝

とおくと， r~2 のとき
r-1 2 

E [(凸(A+Bet-i))kJ <K汀 1,

(k, l=l, 2, ・・・・・.'p). 

ここでKは k,l, tに無関係な定数であり， (A)ktは行列 Aの (k,l)要素を表

わす。

証明. (A@A) hk; Im をクロネッカー積にあらわれる Aの (h,k) 要素と

(l,m)要素の積とすると

(A)も=(ARA)kt;kl.

したがって

E [(団(A+Bet--i)しr
=E ((団(A+Bい）麗（団(A+Bet-i))) k i; k i 
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r-1 
=E(凡(A+Bet-i)0(A+Bet-i))kt;kt 

=(団E(A+Bet-i)0(A+ Bet-i)) k t;k 1 

丑:E(A+Bet)R(A+Bい）い；kl 

=(CARA+B⑧ B)← 1) kl ;k I 

<K:x.r-1. 

＇ 補題 3.2 (Y) lでベクトル Yの第 l要素をあらわし， Ee!<=とする。

補題3.1 と同じ入に対して， r~2 のとき

E [ c~l (A+ Bet-j) Cet-r) l『<L正 1.

Cl=l, ・・・・・.'P) 

ここで Lは tとlに無関係な定数。

証明。シュワルツの不等式をもちいて
r 

E [(月l(A+Bet-j) Cet-r) l『

=E[合（団(A+Bet-j))lk ((A+Bet-r)Cet-r)k『

~E し合(〗~:(A+Bet-i)); J EL合(CA+Bet-r)Cet-r)>
ここで

"
`
J
 

，
 

E((A+Bet-r)Cet-r)i 

(3.1) 

p p 2 

=E [El (A)kh(C)終 t-r+'Ei (B)kh (C)h eし］．

Ee!<=だからこれは A,B, Cおよび， Ee!=a-(任意の tEZ)のみに依存

する定数でおさえられる。したがって (3.1)と補題3.1をもちいて， lとtに

ー[
V
 

~' 

無関係な定数 Lが存在して

E [(息(A+Bet-i)Cet-r) J2 <L豆 1. 
定理 3.3 {Xt I tEZ}を (2.4)で定義される定常過程とする。行列 ARA＇ 

+BRBとAの固有値はすべて単位円にあるとする。

Sn=X叶 ……+Xn
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-l 
とおくとき， n 2(Sn-ESn)の分布は n→00のとき平均が 0で分散が rの正

規分布に収束する。ここで

r~r(O)+ (I-A)-lr(l) + r(l)T([-AT)-1 

r(h) =COVCXt+h, Xt). 

証明。 (2.4)の右辺の和の部分を m までの和にして次のように定義される

定常過程 {XtmltEZ}をつくる。
m r 

Xtm=Cet十 :EII (A+Bet-j)Cet-r 
r =l j =1 

{eバ匡Z}の独立性がら {Xtm}は m従属な定常過程である。

したがって

(3.2) 

Snm=X1m+ X2m+・ …・・+Xn切

-1 
とおくと定理 3.2より n2 (Snm-ESnm)の分布は n→00のとき平均が 0で分

散が I'mの正規分布に収束する。

rm~,JSmrm(h) 

I'm(h) =COV(Xt+hm, Xtm). 

ここで I'm(h)が存在していること，つまり {Xtm}が2次強定常であることは

以下のようにしてわかる。補題3.2より， (Xtm)lをXtmの第 l要素として

1 
[E(Xtm)r]百

= [ E ((Ce t) t + (合rt/A+Bet-i)Cet-r)1)2 ]½ 
m r-1 

~(C)1 十 I:: K':¥. 2 (:¥. は補題3.2の:¥.)
r=l 

である。ここで :¥.<lだから，任意の m に対して

E(Xtm)7<00 (/=1,2, ……，p). 

同じようにして Xtmがm→00のときふに平均 2乗収束することがわかり，

{Xt ltEZ}は2次強定常である。よって

r(h) =COV(Xt+h, xり

が存在して， hに関して一様に

四 (h)→ r(h) (m→ 00) 

がわかる。直接的にはこの収束は以下のように評価される。 :¥.1= if:¥. として，
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J E(Xt+k) k (Xt) 1-E(Xt+k,m) k (Xtm) l J 

~IE[(Xt+k)k-(Xt+k,m)] (Xtm) t J 

+ IE(Xt+k)k[(Xt)t-(Xtm)t] I 
1 1 

~{E [(Xt+k) k-(Xt+k, m) k]叩 {E(Xtm);}百

1 1 

+{E(X心印 {E[(Xt) 1-(Xtm) l]平

< Kゞ +1 (Kはm,hに無関係な定数）

．

．

 

、9

(3.3) 

”ー1f.1,m=EXtm=エAjBC.
j=O 

00 

μ,=EXt=I:; AjBC=(I-A)-1BC 
j=O 

だから，刀を Aの固有値の絶対値の最大値として

I (μ,μ,T) kl -(μ,m心）ktl 

= I (μ,) k (μ,) l -(μ,m) k (μ,m) l I 

~I(µ,) k [(μ,) 1-(μ,m) l] I+ I (μ,m) I [(μ,)k-(μ,m)k] I 

~K' 刀m+1 (K'はm,hに無関係な定数）

よって A,*=max(泊，刀）とすると，適当な定数Lをとれば， k,l, hに関して

一様に
.:,: 

I (r(h)) k 1-(rm(h)) k I I <LA-ば+1

が成り立つ。

一方， {Xt}は (2.3)をみたすから (2.3)の形式にもとづいて

r(h) =Ah-1r(l) (h~2,3, ……） 

がえられる (T.S. Rao [ 7 ])。

したがって
00 

:E r(h) =r(o) + (I-A)-1r(l). 
h=O 

h>Oとして， r(h)T= r(-h)より

ー1
:E r(h) = 戸(l)(J-AT)-1.

h=-oo 

よって (3.4)より

l匡oo(r(h))kl-h紐m(h))ktI 

(3 .4) 

. 

J 

f.."l 
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叫言(r(h))叶＋ば~sr(h)-I'm(h))kt I+,~ 合(r(h))ktI 

-m-1 叫互 (r(h))kt ¥ +2L(m+l):¥. 悶+1+ ,~ 合er(h)) k I I→ 0 (m→ 00). 

つまり，

I'm→ r (m→ 00). 

-l 
したがって定理3.1(2)より n2 (Snm-ESnm)は iteratedsenseで平均が 0

で分散が rの正規分布に収束する。

定理 3.1(1)より

-.!. -l 
iplim[n 2 (Sn-ESn)-n 2(Snm-ESnm)]=O 
nm 

を示せばよいが，これは，チェビシェフの不等式から

-1 -1 
ilim[[n 2(Sn-ESn)-n 2 (Snm-ESnm)[[;=O 
nm 

が成り立てば成立する。

{YtmJtEZ}を
oo r 

Ytm=Xt-Xtm= :E IT (A+Bet-i)Cet-r 
r=m+l j=l 

で定義すると， {Ytm}は2次強定常であり

ここで

00 

EYtm=エArBC. 
r=m 

-1. 
lln 2 {(Sn-Snm)-E(Sn-Snm)} 11; 

1 n 2 ＝ーエ {(Xt-Xtm)-E(Xt-Xtm)} 
n t=1 p 

1 n ＝ーエ (Ytm-EYtm))2 
n t=l p 

＝翌(1-!_)品 (h) . 
h=O n I 

島 (h)= (Yt+hm-EYt+hm,Ytm-EYtm) 
p 

=~E(Yt+hm-EYt+hm)k(Ytm-EYtm)k 
j=l 

mを固定したとき
00 

~f3m(h) <= 
h=O 

(3.5) 
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を示す。

E(Y t+hm-EY t+hm) k (Y tm-EY tm) k 

=E [rミ+1他(A+Bet+h-j)Cet+h-r-Ar-lBc)k 

xcミ十1他(A+Bet-j)Cet-s-A s-lBc)」
= s,Em+lE[ c~l (A+Bet+h-j)Cet+h-r-Ar-lBc) k 

x(凸(A+Bet-i)Bet-s-As-1BC)」 (3.6) 

補題 3.2から

ミ(iSIE(IT (A+Bt+k-j)Cet+k-r-Ar-lBC 
s=m+l r=m+l j =l)  k 

x(凡(A+Bt-j)Cet-s-As-1Bc)」）<= 

がわかるから， (3.6)については

ミ（ミ E(TI (A+Bet+h-j)Cet+h-r-Ar-lBC 
s=m+l r=m+l j =l)  k 

x(凸(A+Be t-j)Ce t-s -A s-1BCし）
の形式の和を考えてよい。

h~m+l とするとき，切+l~r~h なる rに対して 2 つの確率変数
r s 

II (A+Bet+h-j)Cet+h-r, II (A+Bet-j)Cet-s 
j =1 j=l 

は独立になる。よって

rミ+lE(方i(A+Bet+h-j)Cet+h-r-Ar-lBc) k 

¥
_
）
 

k
 

＼

ー

）c
 

B
 

ー

k
 

s
 

¥

,

)

 

A

c

 
B
 

ー

s

-
-

r

 

e

t

A
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-

‘ーi
r

 

―

―

 

t

h

 

e
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B

e

t

 

+

c

 

A

9

i

 

（

一1
h

 

S
I
J
-
―

+

 

i

t

 

(

e

 

x

B

 ＋
 

A
 

（
 ーj

 

rIIl-

(
|
し
‘

E
 ー＋

 

8

工
h”I-r

 

――
 

x(瓜(A+Bet-j)Cet-s-As-lBc) k 

ヘッ/ 

, , I ,, : 

．
 

、・’‘、

丑L(人(A+Bet+h-j)Cet+h-r) k 1 

X (八(A+Bet-s) Ce t-s) k 1 
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00 

<K刈―1~ 刈―1

r=h+1 

=K'刈ー1吋 (K, K'は定数）

したがって

ふ (h)l<PK"賃刈 (h~m+l) 

となり

00 

:E l/3m(h)I<= (3.7) 
h=O 

がわかる。

(3. 7)から

n-1 
limエ1

h 00 

n→ 00 h=O (-五）品(h)= E。ぬ(h)

次に
00 

lim工品(h)=O
m→ 00 h=O 

を示す。

I品 (h)12= I (Ytm-EYtm,Yt+hm-EYt+hm) 12 

;;=;;IIY tmll; IIY t+hmll; • 

補題3.2より

II (Ytm)1ll1= rミ+1(凸(A+Bet-i)Cet-r) 1 1 

oo r 

ニミ+1(月i(A+Bet-i) Cet-r) 1 1 

00 

< L工 A,r-1 L m = A, 1 
r=m+l l-11,1 

したがって hに無関係な定数 Kが存在して

虜m(h)l<KA, 予m (h~O). 

よって

IE。品(h)I 
m oo 

1 

~:EI 品(h) I+ 区 I品 (h)I =K(m+ 1)守+PK"碍n+l
h=O h=m+l 

→ 0 (m→ 00) 

となり (3.9)がえられる。

(3.8) 

(3.9) 
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(3.5), (3.8), (3.9)力)ら

-1. 
lim (limsupjjn 2(Sn-Snm)-E(Sn-Snm)Iり）=0 
m→ oo n→OO 

がえられる。

V 

＇ r(O), r(I)については，｛釦｝が正規確率変数列のときには， T.S. Rao [ 7 J 

などが参考になる。

(2.5)の形式の定常過程 {XtltEZ}についても定理3.3の証明と同様の手

法をもちいることが可能であるが，以下では，マルチンゲール中心極限定理か

ら導かれている次の定理の適用について述べる。

定理 3.4(Hall and Heyde [ 4 ]) 

｛幻(co)=Xo(Ttco) I tEZ}を確率空間 en,舒， P) で定義された平均 0のエル

ゴード的な 2次強定常過程とする。 Wcoを叩。 cT-1Wcoをみたす行の部分 (J"

集合体とし， illck= T-kfilc。とする。

且[(E (E(xol碑 m)叫+(ECxo-E(ぷal叫））州]<00 (3.10) 

ならば， {XtItこZ}に中心極限定理が成り立つ。

(2 .5)で k=lとK州の場合にわけて， {XtltEZ}が (3.10)の条件をみ

たすことを確認すればよい。

k=lの場合には Ext=aとなっているから， Yt=Xt-aとおくと

Eyt =0, Ey~<=. 

部。は {0-j(co) =e0(T-i co) I}・~O} で生成されるぴ集合体とする。

X。＝約＋己＋臣（匹0-k-kj)0-rk

の右辺は平均 2乗収束しているから

E {(E(Yol刃しーm))2}百

=E(叫+aeぎk-a+lし門正（瓦0-k-jk)0-rk隅嘉）i

n r-1 2 1 
＝四叫E(e。+aeニーa十翌ぼe-k-jk)い叫）））百

｛釦｝の独立性に注意すれば， m>kのときこれが 0になることが容易にわかる

から， (3.10)が成立する。

k>lの場合も同じようにして (3.10)がみたされることが簡単にわかるか

＇ 

c・l 



双線形時系列モデルに成り立つ中心極限定理について

ら次の定理をえる。

定理 3.5 {x t I tEZ}が (2.5)で定義されるとき

n ―½(か t-唸叫
の極限分布は正規分布になる。

（例）幻＝仰t-2et-1+et

を考えると，

Ext =0, E吋=(1-か）ー1,EXt+hXt=O (h>O) 

となるから，

n刀臣）凸N(o,1~ い）．
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4次のモーメントをもつ条件が (2.2)の場合にはわかっているので， Zt=

X tX t-1とおくとき {ZtltEZ}についても上述の議論をくり返すことができる

が（たとえば k=l=lのときの Halland Heyde [ 4 ])本稿では省略する。

（注）

共分散行列というべきところを単に分散とよんでいるが混乱はないだろう。

4. む す び

3節で双線形時系列モデルにしたがう系列に成り立つ中心極限定理を考察し

たが，その結果とモデルの統計解析のつながりにはふれなかった。

Hall and Heyde [ 4 J は， 3節後半の内容と関連する箇所で，単純な双線

形時系列モデル

Xt=GXt-1et-1十釦

のモーメント法によるパラメータ推定について簡単な解析をおこなっている

が，その内容は不完全である。 また， Akamanam,et al [ 1 Jは双線形時系

列モデルにしたがう系列のエ｝レゴード性を指摘し，モーメント法の可能性を示

唆している。中村 [6]で検討しているように双線形時系列モデルのモーメン

ト法によるパラメータ推定は，単純なモデルに限定したとしても，かなり複雑
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であり，系列の平均と自己共分散のみでおこなうことはできない。 2乗した系

列の自己共分散などをもちいればモーメント法は可能であるが，その場合には

Hall and Heyde [ 4 Jが述べているような推定量の漸近的性質を極限定理を

もちいて調べるという手続きはそれほど簡単ではない。またその際には 4次以

上のモーメントの存在が必要になるから，パラメーターのとりうる値にかなり

の制約をおくことになるし，複雑なモデルに関しては高次モーメントが存在す

る条件があきらかにされなければならない。
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