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超楕円曲線に付随する倍角写像力学系

野邊 厚
Nobe Atsushi

千葉大学教育学部

概 要
種数 g の超楕円曲線 H の g 次対称積 Symg(H) から Picard 群 Pic0(H) への全射を通して

Symg(H)上に定まる加法は，H とある二つの曲線 C1，C2との交叉を用いて幾何学的に実現でき
る．この事実を利用して，Symg(H)上の倍角写像力学系を有理写像の定める複素力学系として実
現する．

1 超楕円曲線の加法 [1]

自然数 gに対し，2g + 2次多項式 h(x)

h(x) = x2g+2 + a2g+1x
2g+1 + a2gx

2g + · · · + a1x+ a0

の定めるアフィン曲線H0 :=
(
y2 − h(x) = 0

)
およびH∞ :=

(
v2 − u2g+2h (1/u) = 0

)
を貼り合わせ

て得られる射影曲線をH とおく．方程式 h(x) = 0が重解をもたないとき，H は無限遠点を２点含
む1種数 gの超楕円曲線である：

H = H0 ∪
{
P∞, P

′
∞

}
.

対合 ι : H → H;P = (x, y) 7→ P ′ = (x,−y)に対し，P ′を P の共役と呼ぶ．D(H)をH の因子群
とすると，ιはD(H)上へ自然に拡張される：

ι(P1 + P2 + · · · + Pn) := P ′
1 + P ′

2 + · · · + P ′
n.

D0(H)をH 上の次数 0の因子のなす群とする．また，Dl(H)をH 上の有理関数の主因子群とす
る．剰余類群 Pic0(H) := D0(H)/Dl(H)を Picard群と呼ぶ．H 上の次数 g の正因子全体の集合を
D+

g (H)で表す：

D+
g (H) = {D ∈ D(H) | D > 0,degD = g} .

簡単のため，D+
g (H)の元 P1 +P2 + · · ·+PgをDP で表す．D+

g (H)の元D∗を一つ選んで固定し，標
準写像 Φ : D+

g (H) → Pic0(H)を次で定める：

Φ(A) :≡ A−D∗ (mod Dl(H)) for A ∈ D+
g (H).

このとき次が成り立つ．

定理 1 標準写像 Φは全射．とくに，g = 1のときのみ単射でもある.
1すなわち，無限遠点は分岐点ではなく通常点である．
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標準写像Φを用いて，Hの g次対称積Symg(H) := Hg/Sg上に加法を定める．全単射µ : D+
g (H) →

Symg(H);DP 7→ µ(DP ) = {P1, P2, · · · , Pg}を導入し，µ(DP )およびµ(DP ′)をそれぞれdPおよびdP ′

で表す．Φ̃ := Φ◦µ−1 : Symg(H) → Pic0(H)とおく．Φ̃は全射なのでPic0(H) =
{

Φ̃(d) | d ∈ Symg(H)
}

であることに注意して，対称積 Symg(H)における加法⊕ : Symg(H) × Symg(H) → Symg(H)を次
で定める：

dP ⊕ dQ := Φ̃−1
(
Φ̃(dP ) + Φ̃(dQ)

)
.

加法の単位元を oとすると，あるD ∈ kerΦに対し o = µ(D)である．
Symg(H)の元 dP，dQ，dRが加法公式

dP ⊕ dQ ⊕ dR = o. (1)

をみたすとする．これは Picard群上の加法公式

DP +DQ +DR − 3D∗ ≡ 0 (mod Dl(H)). (2)

に対応する．(2) 式はH 上の有理関数 k1 ∈ L(3D∗) := {k ∈ C(H) | (k) + 3D∗ > 0}の存在を意味す
る．有理関数 k1により定まる曲線をC1とすると，k1のゼロ点 P1, . . . , Pg, Q1, . . . , Qg, R1, . . . , Rgは
C1上の点である．一方，これらの点は定義よりH 上の点でもあるので，すなわちH とC1との交点
である．このようにして，加法公式 (1)はH と C1との交叉を用いて実現される．
さらに

dR̃ = dP ⊕ dQ (3)

とおく．このとき dR̃ ⊕ dR = o，すなわち dR̃は dRの逆元の一つである．また

DR̃ +DR − 2D∗ ≡ 0 (mod Dl(H)). (4)

より，H 上の有理関数 k2 ∈ L(2D∗) が存在し，k2 の定める曲線 C2 と H との交点が R1, . . . , Rg,
R̃1, . . . , R̃gとなる．このようして，与えられた 2g点 P1, . . . , Pg, Q1, . . . , QgからHとC1の交叉を通
して g点R1, . . . , Rg が定まり，さらにH と C2の交叉を通して R̃1, . . . , R̃g が定まる．こうして得ら
れた dR̃ = µ(R̃1 + · · ·+ R̃g)は dP = µ(P1 + · · ·+Pg)と dQ = µ(Q1 + · · ·+Qg)の和 dP ⊕ dQに他な
らない．

2 倍角写像力学系
Riemann-Roch定理よりdimL(3D∗) = 2g+1なので，一般の位置にある2g点P1, . . . , Pg, Q1, . . . , Qg

が与えられれば，それらを零点にもつ有理関数 k1 ∈ L(3D∗)は定数倍の不定性を除いて一意に定ま
る．よって，k1 の定める曲線 C1 と H との残り g 個の交点 R1, . . . , Rg が一意に定まる．同様に，
R̃1, . . . , R̃g もH と C2の交点として一意に定まる．ここでQ1, . . . , Qg を固定すれば，この加法は写
像力学系 (P1, . . . , Pg) 7→ (R̃1, . . . , R̃g)と見なすことができる．津田により，QRT系が楕円曲線に付
随するこのような写像力学系であることが示された [2]．また，周期離散戸田格子などの有限次元可
積分系がこのような幾何学的描像をもつこともよく知られている [3, 4, 7]．
一方，Qi = Pi（i = 1, . . . , g）とおけば，加法公式 (3)は倍角公式

dR̃ = 2dP (5)
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となり，この倍角公式を写像力学系

ψ : Symg(H) → Symg(H); {P1, . . . , Pg} 7→ {R̃1, . . . , R̃g} (6)

と見なすことができる．ここでは，このような力学系を超楕円曲線H に付随する倍角写像力学系と
呼ぶことにする2．
次に，Symg(H)の加法の幾何学的実現を通して，H に付随する倍角写像力学系から有理写像によ
り与えられる複素力学系を構成しよう．まず，標準写像の固定点D∗を次のようにとる．

D∗ =


g

2
(P∞ + P ′

∞) for even g,

g − 1
2

(P∞ + P ′
∞) + P∞ for odd g.

このとき，標準写像 Φの核に関する次の定理を得る．

定理 2 自然数 nに対し In := {1, 2, . . . , n}とおく．このとき次が成り立つ：

kerΦ =



{
g∑

i=1

Pi

∣∣∣∣∣ ∀i ∈ Ig
∃j ∈ Ig s.t. Pj = P ′

i , j 6= i

}
for even g,

{
g−1∑
i=1

Pi + P∞

∣∣∣∣∣ ∀i ∈ Ig−1
∃j ∈ Ig−1 s.t. Pj = P ′

i , j 6= i.

}
for odd g.

g = 1のときのみΦは単射であったが（定理 1）， g ≥ 2に対しても “どこで単射になるか”が正確に
分かる．

定理 3 g ≥ 2のとき次が成り立つ：

Φ(DP ) = Φ(DQ) ⇐⇒ ∃D ∈ D+
g (H) s.t. DP +D′

Q = D +D′.

とくに，g = 2のとき ΦはD+
g (H)/ kerΦ上全単射である：

Φ(DP ) = Φ(DQ) and DP 6= DQ ⇐⇒ DP , DQ ∈ kerΦ.

種数 g = 1の楕円曲線に付随する倍角写像力学系（可解カオス系）についてはよく調べられている
[5, 6, 8]．そのためここでは g = 2の場合を考察する．
種数 g = 2のとき，超楕円曲線H を定める多項式 h(x)は次のように与えられる：

h(x) = x6 + a5x
5 + a4x

4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0.

また，D∗ = P∞ + P ′
∞より

L(3D∗) =
〈
1, x, x2, x3, y

〉
となる．ただし，x, yは座標関数であり，それらの主因子はそれぞれ次のようになる：

(x) = P0 + P ′
0 − P∞ − P ′

∞, (y) =
6∑

i=1

Pξi
− 3

(
P∞ + P ′

∞
)

2種数 1の場合，このような倍角写像力学系は厳密解をもつカオス系であるため，可解カオス系と呼ばれる．
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ここで，P0は x成分が 0であるH 上の点，Pξi
は h(x) = 0の解を x成分とするH 上の点（分岐点）

である．したがって，k1 ∈ L(3D∗)は次のように表される：

k1(x, y) = α0 + α1x+ α2x
2 + α3x

3 + βy, α0, α1, α2, α3, β ∈ C.

H 上の点 P1 = (p1, q1)，P2 = (p2, q2)を P1 + P2 6∈ kerΦをみたすようにとる（p1 6= p2とすれば
よい）．倍角公式 (5)をみたす点 R̃1 = (p̄1, q̄1)，R̃2 = (p̄2, q̄2)を求めよう．有理関数 k1の定める曲線
C1はH 上の点 P1, P2をそれぞれ二重に通るので

k1(pi, qi) =
4∑

j=1

αjp
j−1
i + βqi = 0, (i = 1, 2)

d

dx
k1(pi, qi) =

4∑
j=2

αj(j − 1)pj−2
i +

h′(pi)
2qi

= 0 (i = 1, 2)

をみたす．これを解いて

α0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2h(p1)q2 p1 p2

1 p3
1

2h(p2)q1 p2 p2
2 p3

2

h′(p1)q2 1 2p1 3p2
1

h′(p2)q1 1 2p2 3p2
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣, α1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2h(p1)q2 p2

1 p3
1

1 2h(p2)q1 p2
2 p3

2

0 h′(p1)q2 2p1 3p2
1

0 h′(p2)q1 2p2 3p2
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣,

α2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 p1 2h(p1)q2 p3

1

1 p2 2h(p2)q1 p3
2

0 1 h′(p1)q2 3p2
1

0 1 h′(p2)q1 3p2
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣, α3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 p1 p2

1 2h(p1)q2
1 p2 p2

2 2h(p2)q1
0 1 2p1 h′(p1)q2
0 1 2p2 h′(p2)q1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣,
β = 2w(s2 − 4t)2.

ここで，s = p1 + p2，t = p1p2，w = q1q2とおいた．こうして曲線C1が定まり，H との交点として
R1, R2を得る．
次に R̃1, R̃2を求めるために曲線C2を定めなければならないが，とくに偶数種数に限り次の命題が
成り立つので，{R̃1, R̃2} = {R′

1, R
′
2}である．

命題 1 種数 gが偶数ならば dP ∈ Symg(H)に対し次が成り立つ：

dP ⊕ dP ′ = o

すなわち dP ′ は dP の逆元である．

y2 − h(x) = 0および k1(x, y) = 0から yを消去すると xの 6次方程式を得る：

(x− p1)2(x− p2)2ω(x) = 0,

ω(x) =
(
β2 − α2

3

)
x2 +

{
2

(
β2 − α2

3

)
s− 2α2α3 + a5β

2
}
x+

a0β
2 − α2

0

t2
.

いま {R̃1, R̃2} = {R′
1, R

′
2}より，ω(x)の根が p̄1, p̄2なので

s̄ = p̄1 + p̄2 =
2α2α3 − 2

(
β2 − α2

3

)
s− a5β

2

β2 − α2
3

, (7)

t̄ = p̄1p̄2 =
a0β

2 − α2
0(

β2 − α2
3

)
t2
. (8)
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ここで，αi（i = 0, 1, 2, 3）は q1, q2の斉次 1次式であることに注意すると，αiαj は q1, q2の斉次 2次
式である．しかし，q2i = h(pi)（i = 1, 2）より，αiαj は w = q1q2の 1次式に帰着できる．したがっ
て，(7),(8)はそれぞれwについて 1次の有理式である．さらに，各 αiは pjの対称式であることに注
意すると，(7),(8)はそれぞれ s, t, wの有理式であることが分かる．
再び {R̃1, R̃2} = {R′

1, R
′
2}に注意して

w̄ = q̄1q̄2 =

(
α0 + α1p̄1 + α2p̄

2
1 + α3p̄

3
1

) (
α0 + α1p̄2 + α2p̄

2
2 + α3p̄

3
2

)
β2

(9)

となるが，この右辺も同様に s, t, wの有理式である．このようにして，(7),(8),(9)が C3上の有理写
像力学系 φ : (s, t, w) 7→ (s̄, t̄, w̄)を与えることが示された．
また，P1, P2 ∈ H なので q21 = h(p1)，q22 = h(p2)より

w2 = h(p1)h(p2) (10)

であるが，この右辺は p1, p2の対称多項式，したがって s, tの多項式である．ゆえに，(10)は力学系
φの不変曲面を定める．このようにして，倍角写像力学系 ψから，それと等価な有理写像力学系 φが
構成された（表 1）．

表 1: 倍角写像 ψと有理写像 φ

空間 写像 不変曲面
ψ Sym2(H) (6) H

φ C3 (7),(8),(9) (10)

例えば a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = 0とおき，種数 2の超楕円曲線族 {H}a0∈Cを考えると，倍角写
像力学系 ψのある初期値に対する軌道は図 1のようになる．図 1の初期値からの時間発展に対して，
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図 1: 超楕円曲線 H 上の点 P 0
1 , P

0
2 の倍角写像 (6)による軌道．ただし，超楕円曲線 H の実平面に

よる切り口を図示した．初期値を P 0
1 = (1.7, 5.0)，P 0

2 = (−1.8, 5.9)とした．パラメータ a0 の値は
0.862431となる．

2次方程式 ω(x) = 0の判別式を考えると，超楕円曲線H と曲線 C1との交点は一般には実平面に含
まれず倍角写像の軌道の大部分は実平面に現れないことが分かる．
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図 2: 不変曲面 (10)上の点 (s0, t0, w0)の有理写像 (7),(8),(9)による軌道．図 1と対応する初期値を
とった．

一方，図 1の初期値に対して，有理写像力学系 φの軌道は図 2のようになる．初期値 (s0, t0, w0)が
実空間 R3に含まれるため φの軌道はすべて R3に含まれる．
ここではとくに種数 g = 2 の場合を示したが，同様の方法で一般種数 g の倍角写像力学系 ψ :

Symg(H) → Symg(H); {P1, P2, . . . , Pg} 7→ {P̄1, P̄2, . . . , P̄g}から有理写像力学系 φ : Cg(g+1)/2 →
Cg(g+1)/2; (s1, . . . , sg, w12, . . . , wg−1,g) 7→ (s̄1, . . . , s̄g, w̄12, . . . , w̄g−1,g)が構成できる．ただし，Pi =
(pi, qi)（i = 1, 2, . . . , g）に対し，siを p1, p2, . . . , pg の i次基本対称式とし，wij = qiqj とする．
倍角とは限らない一般の加法についても，ここでの s, t, wに相当するようなよい変数の取り方を見
つけることができれば，同様に有理写像力学系を構成できると期待される．
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