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笹野系の q-類似

青山学院大学理工学部 増田哲 (MASUDA Tetsu)

概 要 笹野系と呼ばれる D型アフィン Weyl群対称性をもつ高階 Painlev́e型微分方程式系に注

目し，それらの q-類似を構成する．

1 はじめに

近年，高階 Painlev́e型微分方程式の研究が著しく進展している．Painlev́e VI方程式を含む系列
として，A型アフィンWeyl群対称性をもつもの [1, 7, 10]，D型アフィンWeyl群対称性をもつも
の [6]，行列 Painlev́e系 [5]の 3系列が知られており，様々な観点から盛んに研究されている．特
に 4階の場合，Fuchs型線型方程式のモノドロミー保存変形として得られるものは，これら 3つ
と Garnier系とで尽きることが明らかにされている [5]．
一方，Painlev́e方程式の離散類似については坂井 [3]により分類がなされ，Painlev́e微分方程式

を含むより基本的な力学系であることが認識されている．従って，高階 Painlev́e型微分方程式の
離散類似について考察することは自然であろう．上で述べた 3系列のうち，A型対称性をもつも
のについては q-類似が構成されている [8, 9]．また，Garnier系の q-類似 [4]も知られている．
本稿では D型アフィンWeyl群対称性をもつ高階 Painlev́e型微分方程式系（以下，笹野系と呼

ぶ）に注目し，その q-類似を与える．

2 D(1)
2N+2型笹野系

D(1)
2N+2型笹野系は，H =

N

∑
i=1

HVI (qi , pi ;ai ,bi ,ci ,di)+2 ∑
1≤i< j≤N

pi(qi−t)q j(p j(q j−1)+β2 j)をHamit-

lonianとする Hamitlon系

q′i =
∂H
∂ pi

, p′i =−∂H
∂qi

(i = 1, . . .N), ′ = t(t−1)
d
dt

として定式化される．ここで，

ai = β0 +
i−1

∑
j=1

β2 j+1, bi = β2N+1 +
N−1

∑
j=i

β2 j+1 +2
N−1

∑
j=i

β2 j+2,

ci = β2N+2 +
N−1

∑
j=i

β2 j+1, di = β2i

(
β1 +β2i +2

i−1

∑
j=1

β2 j +
i−1

∑
j=1

β2 j+1

)

であり，HVI (q, p;a,b,c,d)は，Painlev́e VI方程式の Hamiltonian

HVI (q, p;a,b,c,d) = q(q−1)(q− t)p2− [(a−1)q(q−1)+bq(q− t)+c(q−1)(q− t)]p+dq

である．また，パラメータβi (i = 0, . . . ,2N+2)の間に，β0+β1+2(β2+ · · ·+β2N)+β2N+1+β2N+2 = 1

が成り立つ．
笹野系の Bäcklund変換について述べよう．Bäcklund変換とは，方程式中のパラメータの値を変
えることは許して，解を（別の）解に移す操作のことである．変換 wi (i = 0,1, . . . ,2N+2)を，

wi(β j) = β j −ai j βi , A = (ai j )2N+2
i, j=0：D(1)

2N+2の Cartan行列,
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w0 : p1 7→ p1− β0

q1− t
,

w2i : qi 7→ qi +
β2i

pi
(i = 1, . . . ,N),

w2i+1 : pi 7→ pi− β2i+1

qi−qi+1
, pi+1 7→ pi+1 +

β2i+1

qi−qi+1
(i = 1, . . . ,N−1),

w2N+1 : pN 7→ pN− β2N+1

qN−1
, w2N+2 : pN 7→ pN− β2N+2

qN

で定めよう．これらは（従って，その合成も）笹野系の Bäcklund変換であり，アフィンWeyl群
W(D(1)

2N+2) = 〈w0,w1, . . . ,w2N+2〉を生成することが知られている．
この微分方程式系の q類似，すなわち 1階 2N連立の q-差分方程式系であって，W(D(1)

2N+2)対称
性を持ち，かつ連続極限において笹野系に帰着するものを構成することが，本稿の主題である．

3 W̃(D(1)
2N+3)のトロピカル表現

津田，竹縄は，一般化された Dynkin 図形に付随する，有理多様体上の双有理変換群として
の Weyl 群の実現を構成した [12]．彼らの構成に基づいて，拡大アフィン Weyl 群 W̃(D(1)

2N+3) =
〈s0, . . . ,s2N+3,ρ〉のトロピカル表現を与えよう．
パラメータ ai (i = 0, . . . ,2N+3)および変数 fi (i = 0, . . . ,2N+1)を用意し，条件

a0a2N+3(a1 · · ·a2N)2a2N+1a2N+2 = q∈ C×,
N

∏
n=0

f2n =
N

∏
n=0

f2n+1 = 1

を課す．これらへのアフィンWeyl群W(D(1)
2N+3) = 〈s0, . . . ,s2N+3〉の作用は，

si(a j) = a jai
−Ci j , C = (Ci j )2N+3

i, j=0 : D(1)
2N+3の Cartan行列,

s1( f0) = a1 f0
f1 +v−1

1

f1 +u1
, s1( f2) = a−1

1 f2
f1 +u1

f1 +v−1
1

,

sn( fn−1) = fn−1
an fn +1
fn +an

, sn( fn+1) = fn+1
fn +an

an fn +1
(n = 2, . . . ,2N−1),

s2N( f2N−1) = a2N f2N−1
f2N +v−1

2N

f2N +u2N
, s2N( f2N+1) = a−1

2N f2N+1
f2N +u2N

f2N +v−1
2N

で与えられる．ここで，

u1 = a1a−1/2
0 a1/2

2N+3, v1 = a1a1/2
0 a−1/2

2N+3, u2N = a2Na−1/2
2N+1a1/2

2N+2, v2N = a2Na1/2
2N+1a−1/2

2N+2

と記した．また，ρ の作用は，

ρ : a0 7→ a2N+1 7→ a2N+3 7→ a2N+2 7→ a0, an 7→ a2N+1−n(n = 1, . . . ,2N),
f{0,2,...,2N} 7→ 1/ f{2N+1,2N−1,...,1}, f{1,3,...,2N+1} 7→ f{2N,2N−2,...,0}

で与えられる．基本関係は，Dynkin図形

c¡¡

c
@@ c c · · · c c¡¡

@@ c

c0

2N+3

1 2 2N−1 2N

2N+1

2N+2

で定まるものに加え，ρ4 = 1および ρs{0,2N+3,1,...,2N,2N+1,2N+2} = s{2N+1,2N+2,2N,...,,1,2N+3,0}ρである．
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4 q-差分方程式系の導出

前節で得られた D(1)
2N+3型離散力学系において，平行移動演算子

T = ρ2sN,...,2,1,0,2N+3,1,2,...,2N,2N+1,2N+2,2N,...,N+1 ∈ W̃(D(1)
2N+3)

を考えよう．ここで，si,..., j = si · · ·sjと記した．パラメータへの作用はT : (aN,aN+1) 7→ (qaN,aN+1/q)
で与えられる．W̃(D(1)

2N+3)の元であって T と可換なもの全体は，拡大アフィンWeyl群

W̃(D(1)
2N+2) = 〈s0,s2N+3,s1, . . . ,sN−1,sN,N+1,N,sN+2, . . . ,s2N,s2N+1,s2N+2,ρ〉

をなす．平行移動 Tの変数 fi への作用を書き下せば，この W̃(D(1)
2N+2)を対称性とする q-差分方程

式系が得られる．実際，N = 1の場合は，q-Painlev́e VI方程式 [2] が得られる [11, 12]．紙幅の都
合で，本稿では N = 2の場合の結果のみを記す．
変数 fi (i = 0, . . . ,5)への作用は，

f 0 f0 =
u−1/2

1 f1gl +u1/2
1 a2hl

v1/2
1 a2 f1gl +v−1/2

1 hl

ũ−1/2
1 f1gl + ũ1/2

1 a2hl

ṽ1/2
1 a2 f1gl + ṽ−1/2

1 hl

,

f 1 f1 =
f2 +a2

a2 f2 +1
f 0 f0 f2 +a0a7a2

1a2

f 0 f0 f2 a0a7a2
1a2 +1

,

f4 f4 =
a3 f3 +1
f3 +a3

f5 f5 f3 a3a2
4a5a6 +1

f5 f5 f3 +a3a2
4a5a6

,

f5 f5 =
v1/2

4 a3 f4hr +v−1/2
4 gr

u−1/2
4 f4hr +u1/2

4 a3gr

ṽ1/2
4 a3 f4hr + ṽ−1/2

4 gr

ũ−1/2
4 f4hr + ũ1/2

4 a3gr

である．ここで，x = T(x), x = T−1(x)であり，

u1 = a1a−1/2
0 a1/2

7 , v1 = a1a1/2
0 a−1/2

7 , u4 = a4a−1/2
5 a1/2

6 , v4 = a4a1/2
5 a−1/2

6 ,

ũ1 = a1a3/2
0 a1/2

7 , ṽ1 = a1a1/2
0 a3/2

7 , ũ4 = a4a3/2
5 a1/2

6 , ṽ4 = a4a1/2
5 a3/2

6 ,

gl = a2 f2 +1, hl = f2 +a2, gr = a3 f3 +1, hr = f3 +a3

と記した（ f0 f2 f4 = f1 f3 f5 = 1に注意）．この系は，連続極限においてD(1)
6 型の笹野系に帰着する．

具体的には，
ai = e−εβ j/2 (i = 0,7,1,4,5,6に対し j = 0,1,2,4,5,6),

a2 = t−1/2(t−1)1/2e−ε(β4−β2+β3)/4−ε(β5+β6−β0−β1)/8,

a3 = t1/2(t−1)−1/2e−ε(β2−β4+β3)/4−ε(β0+β1−β5−β6)/8,

f0 =−t−1/2(t−1)−1/2(q1− t), f1 =−e−εg1, f4 =−e−εg4, f5 = t−1/2(t−1)1/2 q2

q2−1

とおいて，ε → 0の極限を採ればよい．ここで，

g1 = (q1− t)p1 +
−β0 +β1 +2β2

4
, g4 = p2(q2−1)q2 +β4q2− 2β4 +β5−β6

4

である．アフィンWeyl群W(D(1)
6 )の元を w j = si (i = 0,7,1,4,5,6に対し j = 0,1,2,4,5,6)および

w3 = s2,3,2と読み替えれば，連続極限において D(1)
6 型笹野系の Bäcklund変換を再現する．
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5 D(1)
2N+1型笹野系とその q-類似

D(1)
2N+1型笹野系 [6]は，H =

N

∑
i=1

HV(qi , pi ;ai ,bi ,ci)+2 ∑
1≤i< j≤N

piq j(p j(q j −1)+β2 j−1)を Hamilto-

nianとする Hamilton系

q′i =
∂H
∂ pi

, p′i =−∂H
∂qi

(i = 1, . . .N), ′ = t
d
dt

として定式化される．ここで，

ai = β2N+1 +
N−1

∑
j=i

β2 j , bi = β2i−1, ci = β2N +β2N+1 +2
N−1

∑
j=i

(β2 j +β2 j+1)

であり，HV(q, p;a,b,c)は，Painlev́e V方程式の Hamiltonian

HV(q, p;a,b,c) = q(q−1)p(p+ t)+ap+btq−cpq

である．この系の Bäcklund変換を記述するため，従属変数 ϕi (i = 0,1, . . . ,2N+1)を

ϕ0 =
p1 + t√

t
, ϕ1 =− p1√

t
, ϕ2N =

√
t(1−qN), ϕ2N+1 =

√
tqN,

ϕ2i =
√

t(qi−qi+1), ϕ2i+1 =
pi+1√

t
(1≤ i ≤ N−1)

で導入しよう（ϕ0 +ϕ1 = ϕ2N +ϕ2N+1 =
√

tである）．変換 wi および ρ を

wi(β j) = β j −ai j βi , wi(ϕ j) = ϕ j +ui j
βi

ϕi
,

ρ : β0 7→ β2N+1 7→ β1 7→ β2N 7→ β0, βk 7→ β2N+1−k (k = 2, . . . ,2N−1),

ϕ0 7→ ϕ2N+1 7→ ϕ1 7→ ϕ2N 7→ ϕ0,

ϕ2k 7→ −ϕ2N+1−2k, ϕ2k+1 7→ ϕ2N−2k (k = 1, . . . ,N−1),

で定めれば，これらは（従って，その合成も）D(1)
2N+1型笹野系の Bäcklund変換であり，拡大アフィ

ンWeyl群 W̃(D(1)
2N+1) = 〈w0, . . . ,w2N+1,ρ〉を生成することが知られている．

以下では，第 3節で与えた離散力学系において，部分群

W̃((A1 +D2N+1)(1)) = 〈r0, r1,w0, . . . ,w2N+1,ρ ,ω〉 ⊂ W̃(D(1)
2N+3)

の作用のみを考察する．ここで，ω = s0,2N+3,2N+1,2N+2および

r1 = s2N,...,2,1,2,...,2N, r0 = ωr1ω−1,

w0 = s2N+3,1,2N+3, w1 = s0,1,0, wk = sk (k = 2, . . . ,2N−1),
w2N = s2N+1,2N,2N+1, w2N+1 = s2N+2,2N,2N+2

である．パラメータ bi および変数 gi を

b0 = a2N+3a1, b1 = a0a1, b2N = a2Na2N+1, b2N+1 = a2Na2N+2, bk = ak (k = 2, . . . ,2N−1)

および
g0 = (a0a2N+3)1/2 f1, g1 = (a0a2N+3)1/2 f−1

1 ,

g2N = (a2N+1a2N+2)1/2 f−1
2N , g2N+1 = (a2N+1a2N+2)1/2 f2N,

gk = fk (k = 2, . . . ,2N−1)
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で導入しよう．これらは，関係式b0b1(b2 · · ·b2N−1)2b2Nb2N+1 = qおよびg0g1 = a0a2N+3, g2Ng2N+1 =
a2N+1a2N+2を満たす．
さて，元T = ρ2ωr1 ∈ W̃(A(1)

1 )を考えよう．パラメータ bi はT の作用で不変であり，

T : g0g1 7→ qg2Ng2N+1, g2Ng2N+1 7→ qg0g1

である．また，g0g1,g2Ng2N+1は W̃(D(1)
2N+1) = 〈w0, . . . ,w2N+1,ρ〉の作用で不変である．そこで，以

下では c := g0g1 = g2Ng2N+1としよう．以上のことから，T の変数 giへの作用を書き下せば，cを
独立変数とし，W̃(D(1)

2N+1)を対称性とする q-差分方程式系が得られることがわかる．

対称性から論じよう．拡大アフィンWeyl群 W̃(D(1)
2N+1) = 〈w0, . . . ,w2N+1,ρ〉の作用は，

wi(b j) = b jb
−ai j
i , wi(g j) = g j

(
bi +gi

1+bigi

)ui j

および
ρ : b0 7→ b2N+1 7→ b1 7→ b2N 7→ b0, bk 7→ b2N+1−k (k = 2, . . . ,2N−1),

g0 7→ g2N+1 7→ g1 7→ g2N 7→ g0,

g2k 7→ 1/g2N+1−2k, g2k+1 7→ g2N−2k (k = 1, . . . ,N−1)

で与えられる．ここで，A = (ai j )
2N+1
i, j=0 は D(1)

2N+1型の Cartan行列であり，U = (ui j )
2N+1
i, j=0 は Dynkin

図形

c¡¡

c
@@ c c · · · · · · c c¡¡

@@ c

c0

1

2 2N−1

2N

2N+1

R

ª

ª

R
- -

で定まる向き付け行列である．
ここでも，紙幅の都合で N = 2の場合の結果のみを記そう．変数 gi (i = 0, . . . ,5)への作用は，

g0g0 = cl b2b3cr
cl b2b3cr ω̌

(1)
r + ǧ2χ̌(1)

r

ω̌(1)
r +cl b2b3cr ǧ2χ̌(1)

r

, g1g1 = cl b2b3cr
ω̌(1)

r +cl b2b3cr ǧ2χ̌(1)
r

cl b2b3cr ω̌
(1)
r + ǧ2χ̌(1)

r

,

g3g3 ·g0g0 =
ω̌(2)

l +cl b2b3b4g4χ̌(2)
l

ω̌(2)
l +(cl b2b3b5g5)−1χ̌(2)

l

, g2g2 ·g5g5 =
ω̌(2)

r +b2b3crb0g0χ̌(2)
r

ω̌(2)
r +(b2b3crb1g1)−1χ̌(2)

r

,

g4g4 = cl b2b3cr
cl b2b3cr χ̌(1)

l + ǧ1ω̌(1)
l

χ̌(1)
l +cl b2b3cr ǧ1ω̌(1)

l

, g5g5 = cl b2b3cr
χ̌(1)

l +cl b2b3cr ǧ3ω̌(1)
l

cl b2b3cr χ̌(1)
l + ǧ3ω̌(1)

l

である．ここで，χ̌(k)
r , ω̌(k)

r および χ̌(k)
l , ω̌(k)

l は，それぞれ

χ̌(1)
r = b3cr ǧ3 +1, ω̌(1)

r = ǧ3 +b3cr ,

χ̌(2)
r = b2b3crg2χ̌(1)

r + ω̌(1)
r , ω̌(2)

r = g2χ̌(1)
r +b2b3cr ω̌

(1)
r

および
χ̌(1)

l = cl b2ǧ2 +1, ω̌(1)
l = ǧ2 +cl b2,

χ̌(2)
l = χ̌(1)

l +cl b2b3g3ω̌(1)
l , ω̌(2)

l = cl b2b3χ̌(1)
l +g3ω̌(1)

l

で定まる．また，cl = (b0b1g0g1)1/2, cr = (b4b5g4g5)1/2および

ǧ2 = g2
(b1g1)1/2 +(b1g1)−1/2

(b0g0)1/2 +(b0g0)−1/2
, ǧ3 = g3

(b5g5)1/2 +(b5g5)−1/2

(b4g4)1/2 +(b4g4)−1/2
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と記した．この部分力学系は，連続極限において D(1)
5 型笹野系（の対称形式）に帰着する．具体

的には，
q = e−ε2/2, bi = e−

ε2
2 βi , gi =−e−εϕi , c = e−ε

√
t

とおいて，ε → 0の極限を採ればよい．拡大アフィンWeyl群 W̃(D(1)
5 )の作用は，D(1)

5 型笹野系の
Bäcklund変換を再現する．

参考文献

[1] K. Fuji, T. Suzuki, Drinfeld-Sokolov hierarchies of type and fourth order Painleve systems, Funk-

cial. Ekvac.53 (2010) 143-167.

[2] M. Jimbo and H. Sakai, Aq-analog of the sixth Painlevé equation, Lett. Math. Phys.38 (1996)
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