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1.は じ め に

現 実に存在す るほ とん どの結晶 は連続体極限 では異方性

弾性体 にな る。従 って、異方性 弾性論 によ る結晶 の研 究は

必要 であ り有益 で もあ る。応 力関数 は この ような連 続弾性

論 に関係す る問題 を解 くのに便利な概念 であ る。本研 究で

は異 方性弾性体 中の任意の形状 を した転 位ルー プが 作 る応

力場 に対応 した応力関数を導 出す る。 しか も、その 応力関

数 は収 束す る積分 形式で書 かれてい るために数値計算 に便

利 であ り、 また その導出過程 は非 常に理解 しやすい と考え

ている。応力関数 の応用 と して転位線 に沿 った線積分 の形

式 で書 かれ た転位 ルー プ間 の相 互作用エ ネルギーの 計算式

を示 す。

応 力関数は弾性論 の問題 を解 くのに便利 であ る。 た とえ

ば、Airyの 応 力関数1)で は平面歪の問題 が解 ける。また、

Westergaardの 応力 関数2)は 応力拡 大係 数 と関連 してい

て破壊力学 によ く見 られる。三次 元の応力関数はBeltrami

の 応力 関数3,4)と 呼 ばれて お り、三次 元 の連 続弾 性論 に

関す る問題 を解 くのに便利 である。本論 文では転位 ルー プ

が作 る応 力場に対 応す るBeltramiの 応 力関数 を導 出する

こ とにな る。

固体 中の転位 は物質 の様々な機械 的、光学的 、電 磁的な

特徴 を決 定 してい る5)。 特に、塑性 変形は転位 の非 可逆的

運動 に起 因 してい る と言われ てお り転 位論の 重要な研究課

題で ある6・7)。 さ らに、照射組織 の形成 の研究 か ら、高エ

ネル ギー粒 子の照射 によ って材 料中 に生成 され た数十 ナ ノ

メー トル の転位 ルー プに関心が集 まってい る8)。 これ らの

転位 ルー プは 自己格子 間原子集 合体が1つ の結 晶面 に集積

したものであ り9)、 透過 型電子顕微 鏡の観察か ら特徴的な

一次 元運 動 を してい る こ とが知 られて い る10・11) 。 さ ら

に、本 来は部分 転位 にな って しま うはずのFCC金 属 で も

同 じよ うな一 次元運 動が観 察 されて いる12)。 この よ うな

転位 ルー プの一次元運 動 は照 射組 織の形 成に重要 な役割 を

果 た して いる と生成 バイ アスモ デル13,14)で は考 え られ

て いる。

転位 の理論 的研究 は最 近で こそ強 力な計算機 の出現で数

値計算 に頼 るところが多 くなって きた。分 子動力 学的計算

8・15・16)や第一原 理計算17)な どである
。それ に対 して転

位を連続弾性論の立場か ら張力を持 った紐の ように扱 う18)

弦モ デルの手法 も以前 か ら行 われて きた。 この方 法ではマ

イ クロメー トル程度 の広い領域 で起 こる現 象を研 究す るの

に適 した方法 であ る。 また、 このモデル によ って転位の移

動た対す る活性化エネルギー も計算 され てきた19,20,21)。

さ らに、転位の集 団運 動を弦 モデルで シ ュミレー シ ョンす

る計 算 コー ドも開発 され てい る22)。 本研 究 は この転 位 の

弦モ デルの立場か ら線型弾性論 を使 って転位を研 究す るも

の であ る。
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そ の時 に問題 にな るの は どの よ うな弾 性論 を使 うか で

あ る。Table1か らも分 か るよ うに、 タングステ ンを除 く

ほ とん ど全 て の金 属は実際 は相当 に大 きな弾性的異 方性を

持 って いる。従 って、その 異方性 を考慮 する ことは現 実の

結晶 中の転 位の性 質や固体 の物性 を研 究す る時に必要 であ

る。等方性 弾性論 と異方性弾 性論か ら導かれ る結果 の違い

を示す興 味あ る例 を示す こ とにす る。等方性弾性論 の計算

で は真 っ直 ぐな螺旋 転位 の周 りの 歪場に は圧縮(膨 張)は

ない24)。 しか しな が ら、 異方性 弾性論 に よる と螺旋転 位

の周 りで もち ゃん と圧縮(膨 張)す る歪場が存在す る こと

が導 出で き る25)。 この事実 よ り、た とえ螺旋転位 で あっ

て もCottrell26)の 理論 に よる と点 欠陥 と転位 は相互作 用

をす るこ とに なる。実際 に、 ア トムプロー ブ法で その よう

なCottrell雰 囲気 を観察 しよ うとした実験 があ る27)。

Green関 数 法 は線型 弾 性論 に基 づ いた定量 的 な計算 を

す る場合 に 有効 な方 法 で あ る。 等 方性 と六方 晶 に対す る

Green関 数 には解析解 が存在す る28)こ とが知 られてい る。

以 前は異方性弾性 体に対 して も解 析解をみつ けよ うと努力

され たよ うで ある29)が 成功 しなか った。一般の異方 性弾

性体に対 してはGreen関 数 の積 分形 しか存在 しないが 、そ

れ は簡単 な周 回積 分 の形式 で 書か れて お り30,31)か えっ

て便利 であ るとも言われ てい る。 さ らに 高速 で精度 が高い

Green関 数 の数値計算につ いての研究 も行 われ てい る32)。

2.三 次 元 応 力 関 数

最初に本論文で三次元応力関数を導出するために必要

な表記をまとめておく。置換演算子ξ励 を次のように定義

する。

他 の 成 分 は0で あ る 。 こ こでBeltramiの 応 力 関数3・4)を

定 義 す る 。

論文 を通 して、繰 り返 した添 え字 は和 を とるもの とす る。

また、連 続 で微 分可 能な関 数fに 対 するxiに よ る空間微

分はf,iの よ うに表す。Beltramiの 応力関数 によって応力

σijは 自動 的に力 の釣 り合 い条件 σij,o=0が 満足 される。

今後の計算のために新 しい別の応力関数xη を定義する。

こ こ でXkh=X11+X22→-X33で あ る 。 も し、a=-1/3

な ら ば 式(2)は 特 異 変 換 に な る の で 除 く。 式(2)を 式(1)

に 代 入 す る と

とな る 。 こ こ で

を使 った。 さ らに付録 で証明 す るよ うにゲー ジ条 件

を課 す ことがで きる。a=-1と この ゲージ条件 よ り、式

(3)は 簡単 にな る。

この式は応力関数 の導 出に重要 な役割をす る。式(6)は ち ょ

うど左辺 σijが電荷分布 、右辺xη がポ テ ンシャル にな る

よ うなPoisson方 程 式に なってい る。Poisson方 程式 の性

質は よ く知 られ てい るの で、式(6)を 解 くことは比較 的容

易で ある。 ま とめ る と、本 論文 で扱 うBeltramiの 応 力関

数 ψη と 勘 の関係 は

とな る 。

3.異 方 性 弾 性 体 中 の 転 位 ル ー プ の応 力 場

に対応 す る 応 力 関 数

まず始めに、応力関数の導出に必要な異方性弾性論

とGreen関 数について簡単にまとめて述べることにする
30,31)。異方性弾性体中の転位ループC'が 作る応力場の成

分は転位線に沿った線積分の形式で書くことができる33)。

ここで、積分は転位線 娠 に沿 って行 うもの とし、σ枷 は異

方性弾性体に対す るGreen関 数、0励zは 弾性定数、臨 は

転位ループ0'のBurgersベ ク トルである。式(8)のGreen

Table 1 Anisotropy ratio A  =  2C44  /  (C11 — C12) and structure of cubic metals at room temperature 23) . A = 1 
       means an isotropic crystal.



関数の1回 微分Ghp,。 の具体的な形式30)は 大変 に複雑 で

ある ことが知 られ てい る。

異方性弾 性体 に対 す るGreen関 数 は次の式 を満たす。

ここで δ(x-x')はDiracの デル タ関数 であ る。次 の よ う

な三次元行 列を定義 する。

こ こで

　

である。行列(10)は 対称 行列で ある。 ここで 凡 」(ξ)をそ

の余因子、D(ξ)を 行列式 とす る。行 列(10)は 正定値行列、

すなわち任意の ξに対 して常 にD(ξ)>0で あ る34)。 この

条件 は変形のな い弾 性体は任意 の変形 に対 して弾性エ ネル

ギーが必 ず上昇す るこ とを保障 してい る。弾性体 のGreen

関数 は次の よ うな三次元 フー リエ 積分 で表 現 され る。

さ らに、 この三次元積分 は二次元 また は一次 元の積分 に書

き直す ことが でき、実際 の計算 は こち らです る。

ここで 、1ξ1=1で あ りフー リエ空 間での長 さ1の ベ ク ト

ル、S2は フー リエ空 間の単位球表面 、siはFig.1の よう

にxに 垂直な 平面 上 にある単位 円であ る。

本 論文 で重要 な関数 瓦3をS2上 の積分 形で定義 す る。

この関数 は次 の関係 を満 たす こ とが証 明で きる。

式(15)の 関係 は式(14)を2回 微 分 す る こ とで簡 易 に証

明 でき る。 つ ま り、▽21x・ξ1=2δ(x・ ξ)であ る。 ここで

尋+壼+鳶=1で あ ることを使 った。た だ、 この問題 に

対 しては厳密 な証明35)も な されてい る。

式(6)、(8)、(15)、 よ り応力 関数jXl,3が計算 でき る。

ここで式(16)は 単に式(8)のGkpをHkpに 置 き換 えただ

けで ある こ とに気が つ くだろ う。 さ らに、Xη は式(7)で

仮 定 したゲー ジ関係X漏=0も 満足す る ことは付 録で証

明す る。

4.転 位 ル ー プ間 の 相 互 作 用 エネ ル ギ ー

Beltramiの 応力関数の応用として2つ の転位ループ問

の相互作用エネルギー計算がある。線型弾性論によると転

位ループと外場のコとの相互作用エネルギーは、その転位

ループが外場の中で生成されるまでに必要な仕事に等しい。

従って、相互作用エネルギーは4)

であ る。 ここで、b,は 転位 ルー プ0のBurgersベ ク トル。

面積分 はFig,2で 示す よ うに転位 ルー プ0が 縁 にな るよ

うな任意 の曲面 θの上で行 う。 も しも σり が他の転位 ルー

プによって作 られ た応力場 な らば式(17)は2本 の転位ルー

プ間の相 互作用エ ネルギー にな る。

式(1)を 式(17)に 代入 してStokesの 定理 を使 うと相互

Fig. 1 The unit sphere S2 in the  -space. The 

     circular path of line integral S' lies on the 

      plane perpendicular to x.

Fig. 2 Closed (dislocation) loop C bounding a 
      surface S.



作用エネルギーは

とな る。す なわち、S上 の面積分が0に 沿 った線積分に変

換 され る。次 に、式(7)を 式(18)に 代 入す る。 ・

さらに、 この式(19)は も っ と簡単 な形式 に書 き換 え る こ

とが でき る。

こ こ でCl。tCunt==δ1udm一 δ1nδ。,、の 関 係 を 使 っ た。 式(7)

の ゲ ー ジ関 係 よ り式(20)の 第2項 は消 え る。 要 す るに 、 転

位 ル ー プ 間 の 相 虹作 用 エ ネ ル ギ ー は応 力 関 数 蜘 に よ っ て

次 の よ うに 書 く こ と が で き る。

式(16)を 式(21)に 代 入す る と

EI=

式(4)よ り、

ここで

と

を使 う。結局、式(23)の よ うに転位ルー プ間の相互作用エ

ネルギーの計算は転位線CとC'に 沿 った線積分 と式(25)

で見 られ るs1上 の周回積 分 で構 成 され る。

5.相 互 作 用 エ ネ ル ギ ー の 数 値 計 算

最 後 に、転 位ルー プ間の 相互 作用 エ ネルギー を式(23)

に基づ い て数値 計算 してみ る。例 として、Fig.3の よ う

な同軸状 の2つ の 円形 転位ルー プを考 えてみ よ う。2つ の

ルー プの半径 は同 じaで 、{111}面 に乗 っている もの とす

る。 転位ループ問の距離 はd、 同 じ大 きさの 〈111>軸 に

平行 なBurgersベ ク トルを持つ もの とする。 この ような配

置の場合、等方性 弾性体 中の転位 であれ ば相 互作用エ ネル

ギ ーは解析 的に書 くことが で きる36)。

こ こでk2ニ4a2/(d2+4a2)、 またKとEは それ ぞれ第

1種 と第2種 の 完全楕 円 積分 であ る。定 数 μ とvは それ

ぞれ剪 断弾性 率 とPoisson比 であ る。Table2に は相互作

用 エネ ルギ ー の距離dへ の依 存 性を 書い た。 そ して、式

(23)に よる数値計 算 と式(26)の 解 析解 を比較 した。 ここ

でa・=1.Ob、u;0.25と した。そ の結果 両者 はほぼ 一致

し、少 しの違 いは数値 誤差 の範囲 であ るこ とがわか った。

さらに、異方性弾性体中の転位ループの相互作用エネルギー

を計算 した。 ここではa=1.Ob、d=4.Ob、C12/011=0.6

と し、Table3の よ うに異 方性 因子Aを1.0か ら5.0ま で

変化 させ た。

6.議 論

応 力関数の応 用 として、2つ の転位 ループ間の 相互作用

エ ネル ギー を式(23)の ように導 出 した。式(14)のH承x)

の2回 微分 は式(25)で 示 す よ うにs1に 沿 った周回積 分

に なる。結局、転位 ルー プ間の相互 作用エネ ルギー計算で

は転 位ルー プCとC'に 沿 った線積分 とs1上 の周回積分

Fig. 3 Two coaxial circular dislocation loops, C 
     and C', located on {111} plane. Burgers 

     vectors of the two dislocation loops  b are 
     assumed to be parallel to the (111) direc-

       tion.



で、合計 三次元 の線積 分を実行す る ことにな る。Fig.3で

示 すよ うに 、同軸状 の円形 転位ルー プを例 に相互作用エ ネ

ル ギー を計算 した。等方 性弾 性論に対す る解析解(26)と 比

較 する ことで式(23)に よ る数値計算 の精度 を検証 した。数

値計算 では単 に台形 公式 を使 っているだけであるが、Table

2で 示す よ うに数値誤 差程度 の違い があ るだけで両者は よ

く一致 した。

本 論文で紹介 した応力関数 の特徴 は その積 分形 が収束す

るよ うに書か れてい る こ とで ある。 つ ま り行 列(10)が 正

定値 であるため に、式(14)のHiゴ(x)の 計 算な ど、数値計

算 の途中で ゼロで割 るこ とに よる発 散は起 こ らない。 この

こ とは数値計 算に とっては大 変に有利 であ る。

本 論文で紹介 した計算式 は閉 じた転位ルー プに対 して正

しいのであ って、開い た転位 、真 っ直 ぐな転位線 な どに応

用 してはな らない ことが わか った。 いわゆ る転位 の終端効

果 につい ては慎重 に考慮すべ きで ある。

さて、最後にな ったが定量的 な転位の研究 には弾性的異

方性 の影響 は必 ず考慮 されなけれ ばな らない と思 う。今 ま

では等方性弾性論 の範 囲内で済 ませ ていた議論 が随分多 く

あった よ うに思 う。 異方 性弾性 論が 敬遠 されが ちな のは、

その形式 が複雑 そ うに見え るか らだ と思 う。 しか しなが ら、

計算 機が進歩 した ことな どの理 由で異方性弾性体 に対す る

Green関 数 も短時 間で計 算で きる よ うにな ってきて いる。

このよ うな状況 か ら今後 は著 者 は弾 性的異方性 を考慮 した

転 位論 を展 開 して ゆ きたい と考 えてい る。 本論 文で も紹

介 したが、任意 の形状の 転位ルー プに関連 した様 々な計算

コー ドは作 成されつ つあ る。
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