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第l章 序 論

9 1. 1 本研究の背景

力学系の微小撹乱に対する免疫性を力学的安定性という。 連続体である流体の安定

性は、 層流から乱流への遷移現象の本質に関わるものとして、 流体力学の重要な基礎

的課題として位置づけられている。 又、 安定性の解析は、 遷移の予測と制御に必須の

知識を提供することから、 流体摩擦抵抗の低減などの工学的問題の解決においても重

要な役割を担っている。 そうした基礎、 応用の両面にわたる要請から、 これまでにも、

実に多くの流れについて安定性が調べられてきた。

その結果、 重力や遠心力などの外力が介在しない均一流体の場合、 着目する流れ

(主流)の速度分布形状と国体境界の存在が、 流れの安定性を特徴づける重要な要因

であることが知られている。 主流の述皮分布形状に関しては、 特に�j:粘↑主流体の場合，

その分布が変曲点を持つこと、 言い換えると、 主流の渦度分布が停留値を持つことが

撹乱が成長するため(不安定化)の必要条件であることが知られている。 このように、

主流の速度分布が変曲点を持つことによって生ずる不安定を「変曲点不安定jという。

固体境界の介在しない噴流や後流などの、 いわゆる自由努断流に見られる不安定はみ

なこの種の不安定であり、 その中の撹乱の消長・挙動は主流の速度分布形状のみによっ

てほぼ決定されてしまう。 この場合、 流体粘性は、 撹乱に微弱な減衰作用を及ぼすの

みで、 本質的な役割を果たさ ないため、 簡単な非粘性解析によって安定性の大略を知

ることが出来る。 しかし、 固体境界が存在すると、 その近傍では、 流体粘性は、 撹乱

を抑える安定 化要因であるのみならず、 撹乱を増111mさせる不安定化要因ともなり得る

(粘性作用の二面性)。 それ故、 主流の速度分布が変曲点を持たなくとも不安定が生

じ得る。 このように、 壁面近くの粘性の作用によって誘起される不安定を「粘性不安

定!と言う。 管内の流れや境界層流に見られる不安定がその例である。 この場合には、

非粘性の極限では不安定が存在しないから、 非粘性解析は全く無力であり、 安定解析

には完全な粘性問題を扱わねばならない。 それでは、 この二つの不安定要因が共存す

る場合、 流れはいかなる安定性を示すであろうか?

速度分布が変曲点を持ち、 かっ、 固体境界に沿う流れの例としては、 2次流れを伴

うある種の3次元境界層流や壁面噴流を挙げることが出来る。 従来、 この種の流れに



見られる不安定も、 本質的に は「変曲点不安定Jであろうとの考えから、 もっぱら非

粘性解析によってその安定性が論じられてきた。 しかし、 固体境界が介在するこの場

合には、 非粘性解析だけで実在の粘性流体の安定性が言い尽くされ得るか否かは自明

ではない。 国体境界が存在することにより、 流体粘性が安定性に決定的な影響を及ぼ

す可能性があるからである。 実際、 次節で詳述するように、 後退翼面上および回転円

板上の3次元境界層の安定性に関する実験と非粘性解析結果との重大な不一致がその

可能性を強く示唆している。

そこで、 本研究では、 特に、 後退翼面上および回転円キ反上の3次元境界層に着目し、

その安定性を完全な粘性問題を解いて詳細に調べることにより、 この安定問題に関す

る理論と実験の歴史的不一致を解消するとともに、 速度分布に変曲点を持つ流れの安

定性問題に おける固体境界と流体粘性の重要性を例証した。 なお、 同様な粘性解析を

陸岸に沿う噴流型海流についても行い、 これまで知られている非粘性解析結果を完全

な粘性問題の結果と対比して論ずる。

2 



91. 2 これまでの関連研究の概要

( 1 )後退翼面上及び回転円板上の3次元境界層の安定性

後退翼( Yawed Wing )面上、 あるいは静止流体中に置かれた回転円板上の3

次元境界層流の遷移現象の研究は194 0年代の後半以来多くの研究者によって成さ

れてきたが、 就中、 Royal Aircra ft Estabilishme nt と N ational Physical Laboratory 

の両グループによる組織的研究が有名である。 Gray( RAE )は、 翼面に china

clay を塗布して飛行実験を行い、 後退翼面上の3次元境界層流が、 後退角のない翼

面上の2次元的境界層流よりも早く乱流に遷移すること、 しかもその遷移に先行して、

翼面に付着するように、 静止した規則正しい渦列が存在することに気がついた。

Gre goryとW alker1) ( N.P .L. )は、 同様な渦現象が回転円板上の3次元境界厄

流の場合にも存在することを示した( Ro s e nh e adの書物の口絵2 )参照 )。

N.P.し のグループは、 “ evapolation " 法による定性的な飢祭だけにとどま

らず、 特殊な聴診器を用いて、 その遷移領域の定量的な側面についても調べ、 観測さ

れる定常撹乱(渦)が非常に強いものであることを示した。 この3次元境界層流に特

有な渦現象に対する理論的説明は Sq u i re 3)、 Dunn & Lin 4) とそして

Stuart1) らによって試みられた。 特に、 Stuart 1) は3次元定常流に重畳される

2次元的な微小撹乱を支配する方程式を吟味し、 この3次元的問題が、 ある妥当な近

似のもとに、 通常の2次元問題、 すなわち Orr -S omme rfeld 固有値問題に帰着

されることを示し、 この場合の “主流" としては、 撹乱の伝播方向の主流の速度成分

をとらねばならないが、 Stuart が観測結果との関連においてとくに注目したのは、

剥離流に似て、 壁面近くに逆流域を含む、 いわゆる壁面噴流型に類似のプロファイル

で、 そのプロファイルの変曲点( Infl exio n P o int )が丁度、 流速=zero

の点と一致するような “平均流速" 分布である。 これは、 J -プロファイルと呼ばれ

ている。 このような特別のプロファイルに対しては、 非粘性の極限で位相速度 zero 

の定常中立撹乱が存在することは安定論でよく知られた事柄である。 実際、 Jープ

ロファイルの実現する方向の軌跡から予測される撹乱の配置は観測結果とほぼ一致す

る。 従って、 当の定常な渦現象は、 J -プロファイルに固有な “ In fl ex iona I 

Instability " (変由点不安定)であるとするのが、 Stuart の説明であり、 従来の
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定説となっていた1)0 Stuart は、 実際に非粘性固有値問題をJ一プロファイルにつ

いて解き、 非伝播型中立撹乱 ( Cr=O，Ci =0 ) の波数を決定した。 その値は実験値と

は一致しなかったが、 その食い違いは粘性の影響によるものであろうと説明された。

そうした波数の食い違いはともかくとして、 Stuaロ の説明には別の、 より本質的な

欠陥があることをここで指摘しておかねばならない。 それは、 観察される最も優勢な

渦パターンの説明に、 成長率ゼロの中立撹乱を対応させたことである。 しかし、 自然

条件のもとで観察される渦は最大の成長率を持つ増幅撹乱であるはずで、ある。

( 2 )海流の順圧不安定性

回転系における大規模な準平行流の}II貢圧不安定問題を陸岸に沿う境界ジェット流、

即ち固体面に沿う噴流型境界流とみなして議論するが、 このような問題は地球流体力

学的興味から Kuo 5)、 Lipps 6) 以来、 多くの研究名-によって論じられ、 羽イ1:、 この

問題に関する全ての様相はほとんど解明されているように思われている。 しかしなが

ら、 これまですでに発表された結果は、 流体粘性は余り重要でない因子として、 主と

して非粘性理論にもとずく議論と解釈が流布している。 大気中のジェット流のように、

側壁を持たない" 自由流" の安定問題においては非粘性近似が有効であることは

FooteとLin (1 9 5 1) 7)によって示されている。 この場合、 流体粘性は、 基本流

を安定化させるようにのみ作用し、 しかも、 この安定化作用は、 流れの Reynolds 

数が極度に小さくならない限り、 ほとんど無視しうると予想される。 自由シア一流の

安定性における流体粘性のこうした安定化作用については、 Niino (1 9 8 2) 8)及

びNiino とMisawa (1 9 8 4) 9)によって詳細に調べられている。 すなわち、 従来

の研究は、 流体粘性の作用を無視するか、 たかだか安定化要因としてのみ考慮すると

いう点で、 本質的に自由流を対象としたものである。 しかし、 海流のように、 陸岸

(側壁)に沿う流れも、 自由流と同列に論じられるか否かは明らかにされていない。

基本流が国体境界に接している場合には、 9 1.1で触れられたように、 流体粘性は

不安定要因ともなり得る。 その典型的な例は平板上のBlasius 境界層の不安定であ

る。 この場合、 速度分布が変曲点を持たないため、 非粘性の極限では安定であるが、

粘性の作用によって不安定( íTollimien-Schlichting 不安定J )が生ずる。 この

ような、 固体境界の存在による粘性の不安定化作用は、 速度分布に変曲点を持つ境界

流の場合においても重要で、あろうと予測される。 実際、 この予測が正しいことは、 剥

4 



離を伴う境界層流に関するWazzan等(1967) 10)の安定解析及び後退翼面上ある

いは回転円板上の3次元境界層に関する YamashitaとTakematsu (1 9 74) 

11)の結果が例証している。 これらの研究結果は、 いずれも、 陸岸に沿う海流は、 大

気中のジェット流のような自由流とは同列に論じられないことを強く示唆している。

なお、 壁面噴流型の境界ジェット流の安定性に関する実験的研究は、 Dunst

(1973) 12) 及び Kim ura (1 9 7 6) 1 3 )等によって試みられている。 しか

し、 これらの実験的研究においては、 実験結果の評価に非粘性理論が用いられている。

5 



91. 3 本論文の目的および方法

速度分布が変曲点を持ち、 かつ、 固体境界に沿う流れは、 実験室系のみならず、 自

然界にも見られるが、 上述の通り、 それらの流れの安定性は、 これまで、 もっぱら非

粘性理論の枠組みの中で論じられてきた。 しかし、 変曲点不安定のみならず、 粘性不

安定も生じ得る条件を備えたこの種の安定問題において、 流体粘性の影響は本質的で、

ないとする根拠はないのではないか。 むしろ、 非粘性理論と現象との決定的な不一致

は、 流体粘性( 正確には、Reynolds 数 )をもう一つの重要なパラメータとし

て考慮する必要があることを示唆しているのではなかろうか。 二つの典型的な具体例

につき、 実際に、 有限な粘性のもとでの安定性を調べることにより、 この流体粘性の

効果に関する疑問に答えるのが本論文の目的である。

第2章では、 後退翼面上あるいは回転円板上の3次元境界層流の安定性を研究する。

後退翼面上あるいは回転円板上の3次元境界層流に誘起される2次流れは、 ある条

件で規則正しく配置された st ationa ry mode の渦として観測される。 渦の発生

する方向は理論と実験がうまく一致するが、 その波数については大きな食い違いが生

じた。 渦現象を考えると、 波数の食い違い以外に、 理論と実験の相関は別の本質的な

面において不十分に思われる。 観測される渦は大きな振幅を持つ優勢なモードである

ことが分かつている。 一方、 理論上は非伝播撹乱は中立モードだけである。 中立撹乱

が自然、条件で、そのように優勢な撹乱であるとは思われない。 そのような優勢な渦は中

立撹乱よりもむしろ、 ある大きな増幅撹乱に伴うものであるに違いない。 従って、 Jー

プロファイルに対して、 中立撹乱とは別に位相速度 = zero の増幅撹乱を発生さ

せることが可能なのか?この3次元境界層流の研究の主目的は、 この疑問に答えるこ

とであり、 “ stationary mode " の渦現象に対しもっと妥当な説明を用意する

ことである。

この研究では、 撹乱方程式が] -プロファイルに対してばかりでなく、 Jープロファ

イルとはわずかに異なる別の2--3のプロファイルに対しても、 直接数値解法を適用

することによって解かれる。 そして、 可能な撹乱の位相速度と同時に増幅率が、 波数

とReynolds 数の関数として決定される。 次に、 その結果を渦現象に関する

Gregoryらの以前の実験結果と比較して論じる。 この問題に関する同様の数値的研究

6 



はBro w n 14) によって臨界陸�ynolds 数を予測すると言う実際的興味から成された。

しかし、 彼の計算は中立安定の場合に限定され、 増幅撹乱の方面には、 注意が払われ

なかった。

第3章では、 側壁に沿う非対称ジ、エツト流の}llft圧不安定性の研究を行う。

粘性安定解析の結果が海洋学上の陸岸に沿う “黒潮" などの西岸強化流との関連性、

即ちp一面上の境界ジ、エツト流の場合へと拡張される。仰IJ壁を有する流れの場合に、

安定特性を決定づける重要要因となる流体粘性を考慮した線形撹乱方程式に対する固

有値問題が数値解法の力をかりで取り扱われる。 そして、 基本流の安定特性が、 興味

ある全Reynolds数領域について決定される。 ここでの主要目的は、 境界流の安定に

関し流体の内部粘性の重要性、 即ち流体粘性の安定効果と不安定効果の “二重性" を

できるだけ立証することであり、 そして、 非粘性近似の適用限界を見つけることであ

る。

第4章では、 実験的研究の立場から、 室内実験によって境界ジ、エツト流の定性的定

量的な安定特性を見出すことを試みる。

自然界の流れにおいては、 その不安定性を調べようとする所のいわゆる" 基本流"

そのものが、 極めて唆昧であるばかりでなく、 渦動粘性に対する適切な表現も知られ

ていない。 陸岸を単純に固体境界とみなすのが妥当かどうかにも問題がある。 それに

現実に見られる不安定は密度成層の景簿を受けた一種の複合不安定であろう。 従って、

モデル流に関するこの種の不安定解析結果をそのまま自然界の現象に適用するには慎

重でなければならない。 しかし、 室内実験においては、 固体壁に沿う定粘性の" 基本

流" を扱うことが多いことを考えると、 国体境界に沿う平行粘性流の不安定性を調べ

ることは意味のあることである。 このような側壁に沿う非対称ジ、エツト流に関述する

室内実験は前述した通り、 Dunst および Kimura によって行われた。 彼らの研究

は不安定性の Rossby 数依存を研究したもので、 上に述べる粘性作用の二面性に

は全然ふれてない。

そこで、 筆者の実験研究では、 流れの不安定性にとって本質的なものは Reynolds 

数であるという上述の数値計算結果に立って、 境界ジ、エツト流の不安定にとって重要

なのは Rossby 数とReynolds 数のいずれであるのかを確認するのが主目的であ

る。 なお、 Dunst と Kimura はそれぞれ別の境界ジ‘エツト流を扱っているが、 本

実験では回転テーブル上の円形水槽においてDunst 方式および Kim ura 方式の

二種類のジ、エツト( Boundary Jet )流を実現し、 その不安定性をチモールフル

7 



ーを用いた可視化法により調べる。 流体粘性の効果という観点から特に興味があるの

はここで扱う境界流の場合である。
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第2章 3次元境界層流の線形安定性

S 2. 1 まえがき

本章では、 壁面近くに比較的強い2次流れを有する、 3次元境界層流の線形安定性

を問題にし、 特に、 この種の流れの遷移現象を支配するものとして興味が持たれてい

る、 壁面に対して静止した stationary mode の不安定撹乱の実体に、 より満足

な「説明」を与えることを試みる。

この安定問題は、 局所平行流の仮定を拡張し、 さらに2--3の妥当な近似を導入す

ると、 個々の撹乱に対して、 その伝播方向の主流の速度成分を “平均流" とする通常

の Orr - S omme rfeld 固有値問題を解けばよいことが知られている。 当面の3次冗

境界層流に対して考えられる、 さまざまな平均流速分布のうち、 実験結果1 )との閃述

において、 特に興味があるのは、 その分布の変曲点が、 丁度、 流速= zero の点と

一致する、 J -プロファイルと呼ばれる分布である。 ここでは、 Jープロファイルと

それに近い2--3の “平均流" プロファイルに対して数値解法とj斬近解法を併用して

固有値方程式を解き、 撹乱の位相速度(Cr )、 および成長率(C; )を波数(α)と

Reynolds数(R )の関数として求める。

S 2. 2では、 本章での研究についての問題の定式化を行い、 S 2. 3で、 その

問題の解法の詳細を述べるo S 2. 4では、 計算結果とそれに対する考察および検

討を加えて、 3次元境界層流の新しい安定特性を明らかにしてゆく。
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S 2. 2 問題の記述

3次元構造の主流に重畳された2次元微小撹乱の安定特性は、Stuart 1) をはじめ

数人の研究者が定式化を行い、 文献としても見受けられるが、 完全を期すために、 問

題の定式化から始める。

安定性を調べようとする定常3次元境界層流(以下、 主流という)の速度をV、 圧

力をPで表わす。 VとPはもちろん与えられた境界条件を満たす Navier-Stokes 

方程式の定常解でなければならない。 いま、 この主流に速度や及び圧力。の微小撹乱

が加わったものとすると、 撹乱を含む流れの速度及び圧力は

v(x， t) = V(X) +奇(x， t) l 
p(x， t) = P(X) +台(x， t) J 

と表される。 ここに、 xは空間座標、tは時間である。 このv 及びPを Navier-

Stokes 方程式及び連続の式に代入し、 VとP自身が Navier-Stokes 方程式の

定常解であることを考慮すると、 微小撹乱の挙動を記述する方程式が得られる。 以下、

主流の代表速度γ 及び代表長さ6を用いて、 すべての変数を無次元化し、 それぞれ

の無次元変数に対して同じ記号を用いるものとすると、 得られる撹乱方程式は、 撹乱

量について2次の項を無視すると、 次のように書かれる:

34 +(V gmd)奇+(v. grad)V = 一grad p + R -1 L1V ， 

div奇= 0 

( 2.2.1 ) 

( 2.2.2 ) 

ここで、 Rはγ、 δ及び動粘性係数Vで定義される Reynok:ls 数、 即ち

R =γδ/vであり、 Aは Laplacian である。

撹乱の形を限定し、 撹乱方程式を成分ごとに書き下すためには空間座標を特定しな

ければならない。 ここでは、 境界面(一般に曲面)に沿ってx軸及びy軸を選び、

それに垂直な方向をz軸とする直交曲線座標 x= ( X， y， Z )を導入するのが好都合

である。 ここで， 境界層流の安定解析に通常用いられる局所平行流の仮定を導入する。

nu
 



即ち、 主流Vのx及び、y方向 の変化の空間スケール が撹乱の波長に比べて充分大きい

ものとして、 局所的にVはzのみの関数と考える。更に、 実験で観察される最も顕著

な撹乱が等間隔で並ぶ渦列を形成することから、ここで、 境界面上の座標軸の一つ、

x を着目する点に形成される撹乱の波数ベクトルに沿って選ぶことにする。すると、

撹乱の方程式(2.2.1) が線形であり、 そこではVはzのみの関数であるから、x、tに関

して個々の Fourier 成分を扱えばよいことになる。即ち撹乱は次の形に表す:

寺= (必，C，ル)= ( U， ' V， ' w， ) exp {iα(x-ct)} 

。=p， exp {iα( x -c t )} 

( 2.2.3 ) 

( 2.2.4 ) 

ここで、αは実数で、撹乱の波数 を表す。c ( = cr + i c; )は複素数で、 そ の実部

c は位相速度、 虚数部c; は撹乱の時間的成長率であるo U，、νl、 w，及びp， は撹

乱の振幅関数を表わす。( 2.2.3 )及び( 2.2.4 ) の表現を撹乱方程式( 2.2.1 )及び

( 2.2.2 )に代入し、p，を消去すると、 U，、νl、 w，に対する3つ の方程式が得られる。

( u - c )( w;'-的，)-U"w， + 会 ( w;'" - 2刈'+内 ) = 0 

( Uーc )v， + 会 ( vf-め，)ーシ，V' = 0 

iαU， + w; = 0 

( 2.2.5 )， 

( 2.2.5 )2 

( 2.2.5 )3 

ここで、 F はzについて の微分を表す。uと Vは、 それぞれx 方向、y 方向の

主流 の速度成分である。第l式は良く知られた2次元安定理論におけるOrr-

Sommerfeld方程式にほかならない。こ の方程式が当面の3次元問題においても本質

的な役割を果たす。

境界面及び充分遠方では撹乱速度はゼロとならなければならない。即ち、z= 0 

とz = ∞に対して U，= v， = w， = 0でなければならない。( 2.2.5 )3 を考慮する

と、

z = 0，∞でνl= Wl= w(=0 ( 2.2.6 ) 
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( 2.2.5 )1 とW1を含む斉次境界条件 ( 2.2.6 )は一つの固有値問題を形成し、 そこ

から、 D (c;α，αR) = 0 の形の固有値関係が導かれる。 そして、 この関係からα

とR の関数として C ( = C， + i cj ) を決定することができるo cjが正ならば、

撹乱は増幅し、 Cj=0ならば中立、 そして、 Cjが負ならば撹乱は減衰する。 一旦、

W1に関する固有値問題が解かれると、 その他の成分U1とνi は ( 2.2.5 ) 2 と

( 2.2.5 )3 と付随する境界条件から決定される。

それ故、 固有値に関する限り、 数学的問題は、 形式的には通常の2次元的な流れの

固有値問題と同じである。 しかしながら、 今考えている問題では、 問題に表われる速

度プロファイルUは3次元主流の撹乱の伝播方向の成分を示し、 一般に、 それは通

常の2次元安定問題で取り扱うプロファイルよりも、 もっと複雑な形をとる。 したがっ

て、 以下に典型的な3次元境界層流の速度プロファイルの可能な形を簡単に記述する。

(主流の速度成分) :表面上の任意の点で、 “外部のポテンシヤル流" に沿う成分

と垂直な成分とに主流を分解することができる。 そのJ妥紋成分はill1 rl;�'の境界層型であ

り、

main stream 

J 
f 

f 
f 

〆

、、
、、

、、
、、

、、
、、

、、
、、

門UJEnH
 

.
『ESAU
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可l

ρ』

門udnH
 

.
『，B『aE，.
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『G

門コ

Fl
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みし
e

potent.i a 1 
streamline 

図l 三次元境界層流の主要な方向
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一方、 垂直成分(2次流れ)は壁面噴流型である(図l、 2参照)。 任意の方向に関

U 

図2速度成分( 1は変曲点の位置)

T 

N 
=-Z 

K 

J 
K' 

丁
'

しては、 その速度プロファイルは次式のごとく、 上記2つの場合の合成によって与え

られる。

Uê(Z) = Vo { 尺(Z)cosε+ξ(z)sin ê } 

ここで、 ε はポテンシャル流線に垂直な方向に対する角度である。 �とF，は、 そ

れぞれ速度の垂直成分と緩和i成分を示す。 凶2に上式によって計算された速度プロファ

イルの典型的な形を例示する。

とくに、 プロファイル “J" は変曲点が、 丁度 流速= zero の点にあることを

注目したい。 このJ -プロファイルは Stuart1) が静止した渦現象に関する説明、

即ち「この渦現象は特定のプロファイルに伴う“変曲点不安定" として説明され

る。」と結論した決定的なプロファイルである。 そこで、 本研究では、 Jープロファ

イルはもちろん、 そのJ-プロファイル近傍のKとK'ープロファイルについても注

目して研究をすすめる。

Stuart1) は、 接線方向と垂直方向の速度プロファイルが尺 = M( e -z - e -2， ) 
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π= 1 - e-Zの形で定義され、従って、任意方向の速度が次式で定義される場合を

考えた。

UE(Z) = ya [( 1 
- e-z ) sin E + M( e-z - e-2z )ωE] ( 2.2.7 ) 

( 2.2.7 )は、実際、吸い込みを伴う回転円板上の3次元境界層の速度成分を表わし、

Mは吸い込みの強さを示すパラメータである。 境界層の外側( z→∞)では、速度は

ya sin Eに近づき、図2に示される通りJとJ近傍のプロファイルに対しては負の値

をとる。 つぎに、( 2.2.7 )を一yo sin Eによって正規化して添字を落として書くと、

U(z) = - 1 + (m + 1) e- Z - m e- 2z 

となる。 ここで" m = -Mcosεjsinε 。

( 2.2.8 ) 

この速度分布では、 m = 3のとき、 z = loge 3の点でU = U" = 0となる。 こ

れが、 まさしく Stuart 1) が注目したJープロファイルにほかならないo m が3

よりわずかに大きいか小さいかによって、 K (K')ープロファイルを表現できる。

それ故、当面の渦現象を研究するためには、この簡単な速度プロファイル( 2.2.8 )を

用いればよい。
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S 2. 3 問題の解法

2.3.1 非粘性問題の解法

すべての Reynolds 数の範囲において、固有値問題を解き、安定性を調べる

ためには、 R→∞の極限における固有値問題、即ち非粘性問題を解いておかねばなら

ない。 なお、この非粘性問題は、かつて Stuart1) によって扱われたものと同じで

あるが、 そこではJ-プロファイルについて、一般にC; = 0 なる中立固有値が求

められているだけである。 本論文では、特に増幅撹乱に着目しているので、Jーフロ

ファイルのみならず、 K、 K'一プロファイルについても、一般にC; :t 0なる固有値

特性を調べる。 非粘性の悦乱方程式は、( 2.2.5 )1において R =∞とおけば

(U - c)(w;' - α 2W1 )  - u"w1 = 0 ( 2.3.1 ) 

の形 となる。 境界条件は( 2.2.6 )に与えられているが、無限遠方z→∞の条件の

み、別な形に書き変えておくのが好都合である。 Z →∞では、U=ー1， U" = 0で

あるから、( 2.3.1 )はexp( :!:αZ ) なる解を持つが、( 2.2.6 )から許されるのは、

exp(一位) のみである:即ち、

z→∞で w(+αW( = 0 . 

主流の速度Uは、 z→∞のとき、指数関数的に- 1に近づくから、充分大きな有

限の点z = z。をもって無限遠とみなしでも差し支えない。 結局、 W(に対する境界

条件は

W; (zo ) +αW( (zo') = 0 

W( (0) =0 

と書かれる。
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この簡単化された境界値問題は2次元流の安定問題については、色々な速度プロファ

イルに対して解かれているけれども、これまで、ここで考えているような速度プロファ

イルに関する問題を解く試みは余りない。 このようなプロファイルに対する問題を解

く最も有効な方法は計算機による数値解法を利用することであり、含まれるパラメー

タの値に制限されることなく計算が可能で、ある。

数値解法を適用するにあたり、次式の新し い従属変数を導入する。

G ( z;α， c ) = ーαW1(Z)!W; (Z) ( 2.3.4 ) 

G によって、( 2.3.1 )は次のようなl階の微分方程式に帰着される:

nu
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α
 

G
 

( 2.3.5 ) 

境界条件( 2.3.2 )と( 2.3.3 )は、 G に関してそれぞれ

G ( ZO;α， c ) = 1 ， 

G ( 0;α， c ) = 0 

( 2.3.6 ) 

( 2.3.7 ) 

と表せる。 これらの式が元の式よりも数値解法に対しては好都合な形であることがわ

かる。

ここでの目的は、2つの境界条件( 2.3.6 )と( 2.3.7 )を同時に満足する解を

( 2.3.5 )が持つようにα とc の特定の組合せを見つけることである。 そのよう

なα とc の値が固有値として採用される。 このために用いられる計算の手順は

次のようである己

① 指定された実数値α に対して適当なc の複素数値を選ぶ。

② “初期" 条件( 2.3.6 )から出発して、( 2.3.5 )をZ = Zoから壁面

( Z = 0 )に向かつて積分する。

③ 積分値 G ( 0;α， c )が “固有値判定条件" (2.3.7)を十分な精度で満足

するまで試行錯誤的にc の値を調節しながら積分を繰り返す。

ここで、( 2.3.5 )の積分には Runge-Kutta 法を用いる。 その際、非粘性方程

16 



式( 2.3.1 )及び( 2.3.5 )は、 u (Zc ) = c なる点Zc において対数的特異点を持つこ

とに注意しなければならない(図3参照) 0 Zo から0に向かう積分路を、 複素z平

面において、 Zc の上側を避けて通るか、 下側を通るべきかは、 Orr- Sommerfeld方

程式( 2.2.5 )1 の解のZ( 近傍での挙動から決定されねばならないo 非粘性方程式の特

異点回りのこうした積分路の選択の問題は、 すでにLin (1 9 5 5) 1 5) により一般

的に論じられており、 ここで考えているUに対しては、 図3 b)に示したような積

分路を選べばよいことが知られている。

U 

C 

(Ci = 0) 

Im(Z) 

b) 
‘ 

(Ciく0)

図3 特異点と積分経路
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2.3.2 i斬近解法

有限ではあるが、 充分大きい Reynolds 数の値に対する安定問題は、 Orr -

Som merfel d方程式(2.2.5 )1の大きな αRに対する漸近解を用いて、解析的に扱うこ

とができる(特に、簡単なU に対しては)。 ただし、i斬近解法では、一般にCj :t 0 
なる固有値を求めることは困難で、あり、Cj = 0 なる中立固有値のみが扱われる。

Orr - S omm erfe ld 方程式 (2.2.5 )1の4つの特解を{ゆl'ゆ2' Ø3' Ø4 }とする。 そ

のうちの2つ{ Ø2' Ø4 }はZ = ∞で指数関数的に発散するが、 他の2つ {ゆl' Ø3 }は

Z = ∞で消滅するように選ぶことができる15)。 従って、Z = ∞でのW1に関する

条件 (2.2.6 )を満足する ( 2.2.5 )1の解は一般に

W1 = AØ， + BØ3 ( 2.3.8 ) 

と書かれる。ここで、 A、 Bは任意定数である。

( 2.3.8 ) に Z = 0でのW1に関する境界条件(2.2.6 )を課すことにより、

。1(0)一生位
。;(0) 何(0)

( 2.3.9 ) 

を得る。

大き なαRに対してゆlは前節で取り扱われた非粘性解 W1(Z)によって近似される

ことが良く知られている。5) .す なわち、

。I(Z)三 W1(Z)+ 0[ (αR)一1] ( 2.3.10 ) 

他方、ゆ3は近似的に次式のように求められる。
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( 2.3.11 ) 
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η= (z -zJj ε | 
ε= {αRU'(zc)}ー1/3r 

c = U(Zc) j 
( 2.3.12 ) 

HW は 1 / 3次の第一種 Hankel 関数である。( 2.3.9 )に( 2.3.10 )と
( 2.3.11 )を代入し、 W(に対して ( 2.3.4 )の関係を用いると次の形の固有値方程式

を得る。

G(oi:，c)=F(Zc) ( 2.3.13 ) 

ここで、η c= Zc/E = { αRUF(Zc)) l/3Zcであるo Fは変形 Tietjens 関数で、

Mi les の論文1 6 )に正確な数表が掲載されている。左辺の非粘性関数は、今考えてい
るU に対しては解析[10に求めることができないので、数イt{ifÚ分によって求めねばな

らない。

固有値方程式( 2.3.13 )を解くには図式解法を用いると便利である。右辺の複素関数

値は、Miles の数表から“ Argand 図 "の上に、 Zcをパラメータとする一本

の曲線で表現される。一方、 左辺の値は前節の数値積分法により容易に計算され、 同
じ図面の上に、cをパラメータとするα= const.の曲線群として表わせる。両曲線

の交点から、それぞれのα の値に対する固有値cおよびZc(すなわち、 R)を求

めることが出来る。こうして求められた実数(またはc)をRの関数として図にプ
ロットすると安定・不安定の限界を定める、 いわゆる中立曲線が得られる。

2.3.3 完全粘性問題の解法

主流の速度分布が変曲点を持つ場合には、 一般に相当小さな Reynolds 数の範囲

でも不安定は可能であるから、 すべての不安定固有値を求めるには数値解法に頼らね

ばならない。
( 2.2.5 )1によって定義される粘性問題をW1に関する( 2.2.6 )の4つの境界条件の

もとに解く。数値解法を適用するためには、 積分の範囲は有限でなければならないか
ら、 z=∞で規定される2つの条件を、非粘性問題の場合と同様にzの有限な点で
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の等価な条件によって置き換える必要がある。

Uが実質的に一定(本問題ではー1)となる境界層の外側では、 無限遠で消滅する

( 2.2.5 )， の解は一般に次式の形で求められる

W， = A，e-位+ �e-穴，Z � Zo・ (2.3.14 ) 

ここで、y 三 { α2 _ iaR( 1 + c )} � ， Re[ r ] � 0 0 A， とムは任意定数であるo

Z = Zo の解W， と ( 2.3.14 ) は、Z = Zo において、 3階の微係数まで一致しなけれ

ばならない。 この条件から、 A，とんを消去すると、 次の条件に帰着する。

wf(z。)+ y wf(z。)一 α2W;(zo)一 α2 Y W，(ぉ) = 0 l 
W;' (ZO) + (α+ Y)W;(ZO) + αr w， (ZO) = 0 J 

( 2.3.15 ) 

Z = ∞での撹乱の消滅条件の代わりに、 これら2つの条件を用いると、 本問題に

おいて、 Z � Zo の半無限の領域を考慮する必要がなくなる。 一方、 壁-面の境界

条件は( 2.2.6 ) で、

W， (0) = W;(O) = 0 . ( 2.2.6 ) 

計算機による解を得るためには、 有限な内部領域(0，ZO)をNヶの等間隔な微小区間

に分割し、 その各格子点で、 問題に表れる全ての微分を次式のように5点差分近似の

中心差分と平均差分の方式で差分化する。 これにより、 微分形の(2.2.5)，式及び境界条

件( 2.2.6)
F
と(2.3.15)は線形代数方程式に帰着され、 次のように書かれる:

[D].[W] = 0 ( 2.3.16 ) 

ここで、 D(α， R， c) はN+5次の正方行列であり、 Wは離散格子点

Zn ( n = -2，ーし 0， 1， 2，・・・・， N， N+1，N+2 )でのW1を表す列ベクトルである。

D(α， R， c)及びWの導出とその具体的な形は末尾の付録に示す(E・F・Kurヒz and 

S.H.Crandal117)参照)。 この同次方程式は係数行列の行列式の値が zero の時の
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み有意な解を持つ。すなわち、

I D (α， R， c) I = 0 ( 2.3.17 ) 

なる固有値方程式が得られる。この係樹子列D(α，R， Cけ)は、壁面での条件に

を除いて、Taはkema剖ts刊U 18)の論文で扱われた式と全く同じである。

I D Iのゼロ点を求めるには、謝子錯誤法がとられる。αとRの各値を選び、掃出法によっ

て、行列式の値が:複素c 一宅百内の倍子上で計算される。Cを適当に試行錯誤的に調節し

て、ゼロ点の位置が確定可能になるまで行列式の値を繰り返し求める。厳密なゼロ点(即ち、

固有値C)は内挿法によって決定される。固有値探しの作業は比較的高い Reynolds 数

から始めると、前節で、求めた非粘性問題の解と漸近解法の結果を良質な推定値( initial 

gue ss )として用いることができて便利である。得られた結果は砂♀変数z の分割幅

o.PJ 
H 

♀f22 角09

Cr 

-0.0896 -0.003 

声。
。
弐JEハvo

 

-
-
o

 

pv

.
 

Cr 

・0.089 9

Ci 

-0.0902 -0.0042 

図4 分割幅のチェック

( h )に依存するが、hを充分小さく取ると一定の値に収束する( 図4参照 )。適切

なhの値を前もって決定するのは困難であるので、選んだhの値が充分小さいものであ

るか否かを適当にチェックする。なお、「掃出しJ計算の反復の過程で「桁落ち」の起こる

可能性もあるので、計算はすべて「倍精度言十算Jで行い、約1 8桁の有効桁数は維持できる

ようにした。
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9 2. 4 結果と考察

前述の方法によって、 安定計算は、 J-プロファイルとその近傍のKとK'ープロ

ファイル( 図2参照 )に対して成された。( 2.2.8 )式で用いた速度プロファイル

のパラメータmのイ直はJープロファイルはm = 3.0、 KとK '一プロファイルに文ナ

しては、 それぞれm = 3.5とm = 2.6とした。

Cr lq_Ci 
0.15 

0.1 

0.05 

。

-0.05 

-0.1 

J-Profile 
R=∞ 

0.5 1.0 

図5 非粘↑生固有値

α 

eS↑uart 

1 )非粘性固有値:図5はJ -プロファイルに対する非粘性固有値を示す。 この場

合、 不安定( Cj > 0 )はo < α く α.f ( = 1.5)の範囲内の波数に対して生ずる。

実際、 α = α で、 増幅率Ciはもちろん、 位相速度Cr も zero となる。 この特

別の固有値は、 最初 Stuart1) によって発見された。 これまで、 この静止した中立

撹乱が、 観測される静止渦現象に対応するとみなされてきた。 しかしながら、 ここで

計算した完全な非粘性特性を見ると、 Cr = 0は、 別の波数α; ( < αJ ) でも発生す
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ることがわかる。 そして、 その対応する成長率は大きな正の値(最大値ではないが)

を取ることに注目すべきである。 St uar t によって発見された 中立モードとは異な

る、 別の非伝播型の撹乱の 増幅モード*1が存在するので非粘性の極限に限っても、

α = αs なる 中立撹乱が、 ここ で発見されたα = α(なる増幅撹乱を凌駕すること

はあり得ないのである。 これは、St uart1)によって与えられた従来の説明の破綻を意

味する。

即ち 、 観測される静止渦現象との関連においてより重要なのは、 二つの非伝播

( C， = 0 )撹乱のうち、 波数民 の中立撹乱ではなく、 波数α(の増幅撹乱の方である。

ところで、 この非伝播増幅撹乱の波数α;は、 図5に見られるように、 約 0.2である。

一方、 観測される静止渦の無次元波数は、 回転円板上の境界層の場合、 約0.4である。

両者の一致は良好とは言い難いが、 α(がα町( = 1.5 )に比べてはるかに実測値に近

いことは注目すべきである。

0.1 

0.05 

。

-0.1 

K -Profile 
R=∞ 

図6 非粘性固有値

α 

図6はK ープロファイルに 対する非粘性結果を示す。 Jー プロファイルの場合と同

*)このような付加的な非伝播型の撹乱の存在は、 これまで示されていないように思
わ れる。
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様、 C， = 0となる2つの異なった波数αs とα; (αs>α; ) が存在し、 低いほうの波

数 α;の増幅率がαs に対する増幅率よりも大きい 。 K' 型のプロファイルに対して

は、 αs を持つ非伝播型の撹乱が全て減衰する( cj < 0 )ことを除き同じ様な性質を示

す。 それ故、 α(，をもっ増幅非伝播型の撹乱の 存在は、 考慮中のこの型の速度プロファ

イルに共通な性質で、あると言える。 これに対して、 中立静止撹乱は連続的なプロファ

イル成分のセットの中で、 一つの特別のプロファイルJに対してのみ可能であるに

過ぎない。 なお、 K ープロファイルに対するα(の値は約0.3 であり、 実測値0.4

にかなり近くなっている。

以上の様に、 J、 K及びK' の三つの成分フ。ロファイルについてその非粘性安定

特性を詳細に調べた結果、 いずれのプロファイルに対しでも、 二つの異なるモードの

非伝播型 ( C， = 0 ) 撹乱が可能であること がわかった。 そのうちの一つは、 常に増幅

撹乱( cj > 0 )であり、 しかもその波数は静止渦の実測値に比較的近い値を示す。 し

かし、 実際の静止渦現象を説明するためには、 さらに、 有限の Reynolds 数領域にお

ける安定特性を調べねばならない。

α 

0.6 

0.4 

0.2 

。

(Ci < 0) 

Rc Rc 100 

(Ci > 0) 

200 

図7 中立安定曲線
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2 )粘性固有値:非粘性固有値が求まると、 大きい Reynolds数領域における粘

性固有値、 特にC; =0なる中立固有値は、 2.3.2節で述べた漸近解法を用いて容易に

求めることができる。 しかし、 ここで扱う安定問題のように、 主流の速度分布が変曲

点を持つ場合には、 一般に、 漸近解法が使えないような低いR数に対しでも、 中立

( C; = 0 ) 及び増幅 (C; > 0 ) 撹乱が可能であるから、 完全な中立曲線を求めるために

は、 2.3.3節の数値解法に頼らねばならない。 その際、 数値解法による固有値探しに不

可欠な"initial guess"としては、 漸近解法で求められた中立固有値が使われる。

こうして求められた、 K及びK' ープロファイルに対する中立 (C; = 0 ) 曲線の一

部を図7に示す。 なお、 Jープロファイルに対する中立曲線は両曲線にはさまれる形

となるが、 ここでは省略しである。 すべての波数α に対して流れが安定である最大

のReynolds数、 即ち臨界Reynolds数Rc は、 プロファイルにより多少異なるが、

60--80とかなり低い。 R>Rc では、 中立曲線は二つの分校を持つ。 このうち波

数の大きい方の分校は、 R→∞で、 それぞれのプロファイルに回有の非粘性向有他

αs に漸近する。 (J -プロファイルの場合、 αs=15;図5参照)。 一方、 波数

の小さい方の分校は、 R→∞で、 すべて α→0に漸近する。 この二つの分校で境さ

れる波数帯では Ci 〉Oとなる。 線形安定解析の結果を現実の不安定現象と対応させる

とき、 特に興味があるのは臨界Reynolds近くの安定特性である。 図7に見られるよ

うに、 R=Rcにおける中立曲線の波数が、 いずれのプロファイルに対しでもほぼ0.4と

なることは注目に価する。 これは、 流れの Reynolds 数が僅かに臨界値 Rc を越え

Cr αCi 

0.05 

。
0.1 

ー0.05

-0.1 

図8 粘性固有値
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たとき、 最初に不安定となるのは波数 0.4 近くの波数帯の撹乱であることを意味す

る。 この波数 0.4 なる値は上にも述べたように観測される静止渦現象の波数にほか

ならない。 しかし、 実際の現象との対応を論ずるには、 位相速度も含めて、 粘性固有

値 を更に詳細に見なければならない。

図8は、 Jープロファイルの場合につき、 R= 100における増幅撹乱の位相速度

C， 及び増幅率αCj と波数αの関係を示したものである。 なお、 Jープロファイル

につき、 R=∞におけ る非粘性国有値は図5に示しである。 R= 100においては、

α= 0.17 --- 0.68の波数で不安定( cj > 0 )となるが、 それ らの不安定撹乱のに はすべ

て負であることがわかる。 Jープロファイルの場合、 RcくR< 100の範囲でも、 同様

に、 すべての増幅撹乱は負の位相速度 を持つ。 即ち、 大き な正の増幅率を持ち、 かつ

C，. = 0となる撹乱は存在し ないo R数が増大するにつれ、 図8は図5に漸近する。

極度に大きいR数に対しては、 図5に例示されている ように、 C，. = 0なる増幅撹乱

が可能であるが、 最大の増幅率を持つ優勢な撹乱はすべて負のC， を持つ。 結局、

Jープロファイルについては、 すべてのR数において、C，. = 0なる優勢な増幅撹乱は

存在し ないことに なる。

CrlαCi 

0.1 

0.05 

0.0 

-0.05 

K -Profilè 

R= 100 

図9 粘性固有値
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CrlαCi 
0 . 1 5  

0.1 

0.05 

0 . 0 

ー0.05

Cr I αCi 

0.15 

0.1 

。

-0.05 

K - Profile 
R=200 

図1 0 粘性固有値

図1 1 粘性固有値
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K ープロファイルの場合につき、 R= 100， 200及び300における固有値を、 それぞ

れ図9、 図1 0及び図1 1 に示す。 な お、 R=∞における固有値は図6に示しである。

これらの図及び図7の中立曲線 から、 K ープロファイルの場合、 Rc を越えるすべて

のReynolds数にわたって、 波数α = 0.4の近くで増幅率αCiが最大となることがわ

かる。 しか も、 こうした最大増幅率を持つ撹乱の位相速度は、 特に、 R= 200 (図

1 0) 及び R= 300 (図1 1)では、 ほぼゼロとなる。

Cr 

0.4 

0.3 

0.2 

o. ， 

0.0 

ーo. ， 

K-prof.，ile 

Stable ( ci < 0 ) 

Neutral Curve 

__.-.ー(αCI)mu

---ーー・ (Cr )mln 

Ci ・0

Unstable ( ci > 0 ) 

Stable ( .Ci < 0 ) 

CI・0

図1 2 Kープロファイルに関する中立安定曲線のc， - R表示

、

. 

図1 2はK ープロファイルに対する中立曲線のC， -R表示であるが、 そこには、

各Reynolds 数 ( > Rc ) における最大増幅率を持つ撹乱の位相速度も示されている。

同図から、 150<R <400なる広範なR数において、 最大増幅撹乱の位相速度は

1: 0.01 (主流の最大流速の 1%以内)と極めて小さいことがわかる。 即ち、 K ープ

ロファイルの場合、 臨界Reynolds数 Rcを越え たReynoldsの領域で最も卓越するの

は波数0.4程度の、 ほぼ静止した撹乱であることになる。 これは、 まさに観測される
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静止渦現象の特徴と合致する。

Cr， αG 

0.10 R・100
(K・-profile)

0.05 

0.00 α 

-0.05 

-0.10 

-0.15 

-0.20 

図1 3 粘性固有値

図1 3は、 K' ープロファイルの場合につき、 R = 100における安定特性を示した

ものである。 Jープロファイルに対する図8と同様、 増幅撹乱 ( αむ; > 0 ) の位相速

度はすべて負である。 実際、 K'ープロファイルの場合、 臨界Reynolds数の近くのみ

ならず、 すべてのReynolds数領域で、 主要な増幅撹乱は負の位相速度を持つ。 これ

は、 この速度プロファイル(図2 )が、 壁面( z = 0 )近傍を除いて、 ほとんど負の値

を持っていることから当然予想される結果である。 結局、 K' ープロファイルは、

Jープロファイルと同様に、 実際の静止渦現象に関連づけられるような安定特性は持っ

ていないことになる。
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9 2. 5 結語

日|転円板上あるいは後退翼面上の3次元境界層流の乱流への選移に先行して現れる

静止渦現象は、 J-プロファイルというある特殊な成分プロファイルに関する変IlU点

不安定である というのが従来の定説であった。 その根拠は、 J-プロファイルにつし、

ては、 非粘性の極限で、 位相速度 ( C，. ) ゼロの中立撹乱が存夜し得ることがぶされた

からである。 その波数は、 実測波数より4倍近く大きいが、 その食い追いは粘性の効

果によるものと考えられていた。

これに対し、 本研究では、 まず、 Jープロファイルについての非粘性安定問題を数

値的方法を用いて完全に解くことにより、 二つの異なるモードの非伝橋 ( C，. = 0 ) 

撹乱が存在し得ることを見出した。 一つはこれまでに知られている波数の大きい中心;

撹乱であり、 もう一つはより波数の小さい(即ち、 より実測値に近い)明IjJ�撹乱であ

る。 現実との対応において、 より重要なのは、 中立撹乱ではなくよ削!日撹百しであること

は言うまでもない。 なお、 J-プロファイルに近いK -及びK'-プロファイルにつ

いても同様な非粘性解析を行い、 二つの異なるモードの非伝橋撹乱の存在は、 これら

のプロファイルに共通する性質であることを示した。 特にK -プロファイルの場合、

波数の小さい方の非伝播撹乱が非常に大きな(最大ではないが)増幅不を持つことが

わかった。 これらの新たな非粘性解析結果は、 実際の静止渦現象を説明するのに、 も

はや、 J-プロファイル及びそれに固有の非伝播中立撹乱に固執する必安のないこと

を示すのに充分で、ある。

実際の現象を説明するのにより重要なのは、 臨界Reynolds数近くの撹乱の不動で、

ある。 そこで、 本研究では、 完全な粘性問題を数値的に解き、 臨界Reynolds及びそ

の近く の安定 特性 を調べた。 そ の結果、 特にK -プロ ファイ ルの場合、 臨界

Reynolds数を越える相当広範なReynolds数領域において、 増幅率最大の撹乱がほぼ

ゼロに近い位相速度を持ち、 かつ、 その波数が実測される静止渦の波数にほぼ等しし

ことを見出した。 なお、 こうした安定特性は、 K -プロファイルのみならず、 それ

に近いプロファイル群に共通のものであろう。 なぜ、ならば、 すべての安定特性は、

ど→J→K とプロファイルの変化につれて、 連続的に変化しているからである。

以上要約したように、 3次元境界層流の線形安定性を改めて吟味することにより、
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実験で知られる静止渦列と同じような波長の非伝播撹乱が、 確かに、 臨界Reynolds数

を越えた粘性域において最大の線形増幅率を持つことがわかった。 そうした微小撹乱

は、 指数関数的に最も早く成長し、 中立撹乱はもちろんのこと、 あらゆる撹乱を凌駕

するはずで、ある。 その成長が有限振幅の段階に達すると、 やがて、 非線形性による抑

止効果を受けて、 ある平衡振qJ日に孫ちつくものと推論される。 これが、 本研究が到達

した、 静止渦現象に対する新たな説明である。
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