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と言命王里ご主三手妄α〉芋写*茸R支

はりめに

本章および次章ではラッセルのパラドクスを取り上げる。 プレーゲの『算術の基本法則』

に発生した矛盾であるラッセルのパラドクスとそれの克服の問題こそ， r算術は論理学に

還元できる」というプレーゲが生涯を賭けて遂行しようとした「論理主義Jの帰趨を伺う

試金石である。 パラドクスの発生と， プレーゲ自身も寄与したパラドクスの克服の行き詰

まりは， r論理主義」の破綻を意味するのだろうか?それによって， r論理主義」に類似

した数学の哲学はすべて望みがないのだろうか?本章の目的は，必ずしもそうではないこ

と， r論理主義」は復活し得ること，少なくとも論理的に再構成し得ること， をN. コツ

キアレッラが提出した解釈(1)に拠って示すことである。 以下， 本章の概要を示す。 まず，

フレーゲの「論理主義Jに決定的な打撃を与えたパラドクスのラッセルによる発見の経緯

を見て〈第1節)， フレーゲ自身のそれに関するインフォーマルな説明を聞く〈第2節〉。

ついで， 矛盾の導出をプレーゲの体系に即して確認した〈第3節〉のち， プレーゲの体系

修正の試みにも関わらず，新たな矛盾が発生したという歴史的経過に触れる(第4節〉。

そうして，新たな反省に基づく立て直しを図り〈第5節)， r論理主義」の論理的再構成

を試みる〈第6節〉。 更に， この再構成された体系の〈相対的な〉無矛盾性を確認して〈

第7節)， 一応の結論と見通しに至る〈第8節〉。

， . パラドクスの発見

まず， プレーゲの『算術の基本法則.lJ (GGA) (2)の中に論理的矛盾という形で発見

されたパラドクスがいかなるものであったか， ということを確認することから始める。 初

めてのプレーゲ宛の手紙(1902年6月16日付〉において， ラッセルは以下のように問題の

パラドクスに触れている。

rwを， “それ自身に述語づけられない述語である"という述語だとします。 wは

wに述語づけられるでしょうか? [wがwに述語づ、けられるとしても， 述語づけ
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られないとしても， その]どちらからも， 矛盾が生じます。 従って， Wは述語で

はない， と結論しなければなりません。 同様に， 一つの全体として見られたとき，

それ自身の要素ではない諸クラスから成る〈一つの全体としての〉クラスという

ものも， 存在しません。 以上のことから， 一定の状況下では， 定義可能な集合が

一つの全体を形成しないことがある， と私は結論します。 J (3) 

( [ J内の補足は筆者〉

陥るのである。 すなわち， rそれ自身に述語づけられない」という述語がそれ自身に述語

づけられるならば， この述語は自らが表現する性質〈不可自己述語性〉をそれ自身有する

から， その性質によって， この述語はそれ自身に述語づけられないことになる。 逆に， 述

語「それ自身に述語づけられない」がそれ自身に述語づけられないならば， この述語は自

ら表現している性質を有するから， この述語はそれ自身に述語づけられることになる。 乙

うして， いずれに分類されてもその反対の類に戻されてしまう。 これは背理である。

これに対して， 第二の定式化では， クラスとその要素の関係， すなわち， rメンバー性

〈要素性) Jの語法によって， 矛盾の導出が語られる。 r対象&はクラスAのメンバーで

あるJを“a EA"と記すならば， 今日の標準的な語法〈第一階述語論理〉では， 以下の

ような手順で矛盾が導かれる。 まず， つぎのような，内包の原理(comprehensive prin­

ciple)と呼ばれる法則が前提されている， と考えられる( 5) 。

ここでは， 二つの異なる形でパラドクスが述べられている。 一つは， 言わば大雑把な形

でのは) r述語づけ」の語法で述べられた矛盾であり， 他方は， クラス(ないしは集合〉

に関する「メンバ-性」の語法で述べられた矛盾である。

第一の定式化が大雑把なものであるにせよ， そのような定式化の背景となる発想がきわ

めて異常なものであるとか， または文法的に破格な現象を扱うものだ， という訳ではもち

ろんない。 なるほど， 通常， われわれは言葉によって， 言葉以外の「もの」や「こと」に

言及する場合が多い。 例えば， rこのリンゴはまだ酸っぱい」とか「今度納入されたワー

プロの印字装置はよく故障するJ等々と。 しかし， 場合によっては， 言葉によって， 対象

(C p) ヨyVX(XEy三FX) -E『J1aA
 
「it』• 
•
 
•
 

•
 
•
 
•
 

としての言葉そのものについて， あるいは言葉の働きや性質について語ることもある。 例

(Xについての任意の述語Fが与えられたとき， Fであることが，

それの要素であることの必要十分条件であるような? クラスyが

存在する〉

“F x"として特に， “-， (XEX) " (Xはそれ自身に属きない， それ自身の要素では

ない〉を取る。 すると， 上の[lJより，

えば， r“静かだ"は形容詞ではなく形容動詞に分類される」とか「ギリシア語のアオリ

ストの用法はフランス語の単純過去のそれに似ているJ等々と。 従って， 述語というもの

を， それ自身に述語づけられか否かで分類することは， 当然考えられる。 述語がそれ自身

に述語づけられるのは， 述語の表現している性質が， 対象としての述語そのものに当ては

まるとき， かっそのときにかぎられる。 例えば， r日本語で表現できる」という述語は，

れっきとした日本語で表現されているくすなわち， この述語が表現する性質にそれ自身が

当てはまる〉から， それ自身に述語づけられる。 また， r無臭であるJという述語も， 対

象としてのこの述語〈この言葉〉そのものに匂いはないから， それ自身に述語づけられる。

ヨyVx(XEy三-， (XEX)) 「，iJqJL
 
「'・」•

 
•
 
•
 
•
 

が直ちに導かれる。 この存在命題[2Jで存在が主張されているようなクラスを“R"とす

る。 そのとき， [2Jより

Vx (xER三-， (XEX)) 「lJつυ「L• 
•
 
•
 
•
 

•
 
•
 
•
 

しかし， “lang"というドイツ語は， ドイツ語の単語としては"zusarnmentreffend"や

〈すべてのものについて， Rに属することがそれ自身に属さないこと

の必要十分条件である)

となる。 全称命題[3Jが前提する任意の対象のうち，特にクラスRを取る〈全称例化〉と

[3Jより，
“deutschamericanisch "に比べると決して長くはないから， それ自身に述語づけられる

とは言えないであろうし， r甘味のある」という述語も， (比除的に使われないかぎり〉

それ自身に述語づけられはしない。 こうして， あらゆる述語を， それ自身に述語づけられ

るものとそうでないものに分類しようとすることは， さして不自然な企てではない。 しか

し， rそれ自身に述語づけられない」という， 述語分類のための言葉を新たな述語と認定

し， この述語について， これがいずれの部類の述語に分類されるかと問うた途端， 背理に

RER主-， (RER) 

が出て， これから命題論理により，

『ttJn斗A「fL• 
•
 
•
 
•
 
•
 
•
 

RER八-， (R E R) 

が導かれる。 これは矛盾である。

寸IJFヘυ「tL• 
•
 
•
 
•
 
•
 
•
 
•
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2. フレーゲ自身のインフォーマノレな説明

それでは， プレーゲ自身は， ラッセルの発見したパラドクスをどのように理解し， 説明

したのであろうか?フレーゲにとって， 述語づけは， 基本的に「対象が概念に帰属する〈

fallen unter) Jという関係を表現するものである。 raはFである〈対象aが性質Fを

持つ) J (Pa) と語ることは， 対象aの概念Fへの帰属関係を主張することである。フ

レーゲの場合， クラスは概念の外延として位置づけられる。彼は『算術の基本法則』第E

巻の「あとがきJ (6)の冒頭で， パラドクスの出現の経緯を， まず日常語によって， 次の

ように説明している〈以下はこの説明の再構成である〉。

人間のクラスについて， それが人間であると主張するひとは誰もいない。ここに， rそ

れ自身に属さない〈それ自身の要素ではない〉クラス」の例がある。従って，

r_;はそれ自身に属さない〈それ自身の要素ではない〉クラスである」

という概念があることになる。そして， この概念、の外延は，

「それ自身に属さない〈それ自身の要素ではない〉諸クラスのクラス」

である。これを “C"とおく。すなわち，

c=それ自身に属さないクラスのクラス

とする。

さで， 乙のとき，

CはCに属するか?

という問題が起こる。この問題に取り組む際， 確認しておくべきことは， 概念と， 概念の

外延としてのクラスとの間に成り立つ， 二つの原則である。 その一つは，

〈※〉対象&が概念Gに帰属する(fallen unter)とき， aはその概念Gの外延

'εG (ε〉であるクラスに属する，

という原則であり， もう一つは，

〈※※)対象aがクラスに属するとき， aは， 当のクラスがそれの外延 'εG(ε〉

となっているところの概念Gに帰属する，

という原則である{ヴ} 。

さて， CはCに属するか?
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(i) CがCに属する

と仮定する。このとき， 原則〈※※〉によって， Cは， クラスCがそれの外延となってい

るところの概念， すなわち「とはそれ自身に属さないクラスである」という概念に帰属す

る。言い換えると， CはCに属きない。以上により，

CがCに属するならば， CはCに属さない

ということになる。

逆に，

(i i) CがCに属きない

と仮定する。すると， このとき， Cはそれ自身に属さないクラスの一つである。言い換え

ると， Cは「とはそれ自身に属さないクラスである」という概念に帰属する。それゆえ，

原則:J(※) によって， Cは， この概念の外延であるクラス， つまり， それ自身に属きない

諸クラスのクラス， すなわちCに属する。以上により，

CがCに属さないならば， CはCに属する

ということになる。

こうして， いずれにせよ， 論理的矛盾(cはCに属し， かっ属さない〉に陥る。

3. 矛盾の形式的導出と原因の摘出

パラドクスについて日常語でインフォーマルな説明を与えた後で， フレーゲは， Ii'算術

の基本法則』の体系内部で矛盾が導かれることを， 彼の概念記法によって示している。そ

の過程で， 矛盾の導出に使われた諸原理の中で「疑わしい」ものを検討し直すことによっ

て， 矛盾発生の原因を突きとめようとする。それは以下のようになされる(8) 0 (記法は

一部現在のものに改める。〉

まず， rムはそれ自身に属さないクラスである」は，

ヨG ( 
，

εG (ε) =ム ^ -， G (ム) ) 

と書ける。そこで， rそれ自身に属さない諸クラスのクラス」を “C"と略記する:

c= 'αヨG( 
，

εG (ε) =α ^ -， G (α) ) ……(干)

すると， この略記法〈干〉によって， rcはそれ自身に属さないクラスである」は，

ヨG ( 
，

εG (ε) =C ^ -'G (C) ) 

と表現きれる。基本法員IJVの半分と同値な法則(V b) ， すなわち 'εF (ε) = 
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'αG (α〉コ(Fx三Gx)によって，

'εF (ε) = 'αヨG ( ，εG (ε) =α ^ -， G (α) ) 

コ(F (C)三ヨG ( ，εG (ε) =C ^-'G (C) ) 

である。これと， 上の 〈干〉により，

'εF (ε) = C 

コ(F (C)三ヨG ( ，εG (ε) =C ^-'G (C) )。

これと， 基本法員IJ (皿a ): (a三b)コ(f (b)コf (a ) )の事例，

(F (C) 三ヨG ( ，εG (ε) =C ^-'G (C) ) 

コ〈ヨG ( ，εG (ε) =C ^-'G (C) )コF (C) ) 

から命題論理によって，

ヨG ( ，εG (ε) =C ^-'G (C) )コ(，εF (ε) = CコF (C) ) 

. (α〉

〈α〉の“F"を全称化して，

ヨG ( ，εG (ε) =C ^-，G (C))コV' G ( ，εG (ε) = CコG (C)) 

. (β) 

つまり， Cがそれ自身に属さないクラスであれば， Cはそれ自身に属するクラスである。

他方， 基本法則(n b) : V' F (M自F (戸)) コMS G (β〉により，

V' G ( ，εG (ε) = CコG (C)) コ(，εF (ε) = cコF (C))……〈ァ〉

〈γ〉で，“F (と) "を“ヨG ( ，εG (ε) =と ^ -， G (ご))"とすると，

V' G ( ，εG (ε) = CコG (C)) 

コ[，αヨG ( ，εG (ε) =α ^ -， G (α))= C 

コヨG ( ，εG (ε) =C ^-'G (C)) J . (8') 

ここで， 上の略記法〈干〉により， 'αヨG ( 
，

εG (ε) =α^ -， G (α))ニCである

ことに注意すると， (8')から，

V' G ( ，εG (ε) = cコG (C)) 

コヨG ( ，εG (ε) = C 八-'G (C)) …. . . ・H・ . . (ε〉

が導かれる。つまり， Cがそれ自身に属するならば， Cはそれ自身に属さないクラスであ

る。この〈ε〉から， 定理 (1 g) (9): (pコ-， p )コ-'p によって，

ヨG ( ，εG (ε) =C^-，G (C))。 …………(と)

〈と〉と ((3)から

- 1 9 0 -

v' G ( ，εG (ε) = CコG (C)) ...・H・..…(η)

ところが， 命題〈と〉と (η〉は矛盾である。誤りは法員IJ (V b)にしかあり得ない，従

って， (V b)は偽であるに違いない。

こうして，フレーゲの探索によって捜査線上に浮かび上がってきた最有力の容疑者〈矛

盾を引き起こした原因 〉は，法則(Vb) ，すなわち，

(V b) : 'εF (ε) = 'αG (α)コ(Fx三Gx) …...・H・'{6J

という原理であった。これは， まさに以前からその自明性についてフレーゲ自身が幾分か

の懸念を抱きながらも基本法則とせざるを得なかったけ0)と乙ろの法則(V)

(V) : 'εF (ε) = 'αG (α〉 三V'x(Fx=Gx) ...・H・..…[7J

の半分 . ，εF (ε) = 'αG (α〉コV'x(Fx三Gx)と同値である。実際， 矛盾を

引き起こした原因である (Vb)の否定形が，直接に他の諸原理から導けるのである。(

上の導出が (Vb)の誤りであることの間接証明ならば， 今度は同じことの直接証明が与

えられることになる。〉この直接的な (Vb)の否定の導出について， プレーゲはまずイ

ンフォーマルに説明した後， 二通りの 形式的な導出( 1 1 )を実行して見せる。以下で，その

インフォーマルな説明を聞こう。(形式的導出は省く。〉

まず， 関数の値域(Werthverlauf)というもの 一一これの特殊例が概念の外延である一

ーは，その存立に疑わしい点があるので， [i'算術の基本法則』第I巻�25での一般的な第

二階関数“Mß φ (月) "の記法を用いて，

'αヨG ( ，εG (ε) =α^ -， G (α)) 

すなわち，“C"は

MßヨG (Mß G(日) =β^-'G(s)) 

で置き換える。基本法員IJ (n b) : V' G M ß G (日〉コMßF(日〉で， 第二階関数:

“Mβφ〈日) "として，“Mβφ(日) = aコφ(a) "を取り， 第一階関数“Fくと) "と

て，“ヨG (Mß G(日) =と^-'Gくと))"を取る。すると，基本法員IJ (II b)の事例と

してつぎのことが成り立つ:

V'G (MβG(日) = aコG(a)) コ[ {MβヨG ( MßG(日) = ß八-， G (β))} = a 

コヨG (Mß G(日) =a ^-'G(a)) J。

これは“pコ(qコ-， p )  "という形なので対偶と移入律と巾等律により， 次の“pコ

-， q "の形の式を得る:
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V' G (M，(3 G (日) = aコG(a))コ

再び対偶により，

-， [M，(3ヨG ( MSG(日) =β^ -， G (β)) =a J ...・H・..…〈μ〉

[ M/3ヨG ( MSG(日) =月八-'G (/3)) =a J 

コ ヨG (M，(3 G (，(3) = a ^ -， G (a ))o ...・H・..…〈 ν)

とこで， “ヨG (MS G(日) =と -̂， G (.;))"の代わりに “F (.;) "と置き， “ど'

の代わりに “M，(3F (月) "と置くと，(ν〉は，

“M/3 F (白) =M/3F (/3)コ F (M /3 F (/3))" 

となっているから， 先件が削除されて，結局〈 ν〉より

F (M，(3 F (/3)) 

を得る。すなわち，第一階関数 Fくと〉がアーギユメントのときの，第二階関数

M/3φ(/3)の値MρF (/3)が，元の第一階関数に帰属する。

他方，すくい上と同じ置き換えによって，(ν〉から，

ヨG [M/3 G (向) =M{3 F (白) ^ -， G (M /3 F (/3)) J 

を得る。すなわち，第二階関数 Mβφ({3)のアーギユメントとなったとき， F (.;) 

がそうなったときの値M/3F ({3)と同じ値Mß G ({3)を取る (i .e.MβG (日) = 

M{3 F(日)) が，しかし，この値MβG(日〉つまり M，(3F(日〉は，それ自身(=Gくと))

には帰属しない，そういう概念 G (.;)が存在する。言い換えると， ーアーギユメントの

第一階関数をアーギユメントとして取るすべての第二階関数 M，(3φ〈 β〉に対して， 次の

ような二つの概念、F (と)， G (と)が存在する:

であるが，しかし

である，つまり，

M{3 F (月) =M，(3G ({3) 

F (Mß F (13)) かつ -， G (M ß F ({3)) 

MfJ F (/3) =Mß G (月〉コF (M ß F (f3)) = G (M {3 F ({3)) 

ではない!

ここに，法則(Vb): 'εF (ε) = 'αG (α〉コ(Fx三Gx)の反例〈に相当す

るもの 〉が存在する。

こうして， プレーゲは，法則(Vb)の否定を他の法員IJから直接に導くことによって，矛

盾発生の真の原因を，この法則(Vb)と断定する。
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4. 体系の修正と新しい矛盾

法則(Vb)の否定形に到る導出過程を観察することによって， プレーゲは， (V b) 

の反例となるこつの概念 ーーすなわち，それらの外延は同一であるが，その外延が一方の

概念に帰属しでも他方の概念には帰属しないような二つの概念 一一ーに， r概念 φの外延で

あるJという〈第二階の 〉概念が関与していることに気づく。これまで， r外延」の同一

性の基準は，[7Jの法員IJ (V)によって与えられていたが，(V)の半分である(V b) 

(= [6J)が否定されるかぎり，いまや新しい基準が要求される。プレーゲはそれを次のも

のとする:

「一方の概念の外延が他方の概念の外延と同一であるのは，まさしく次の場合であ

る，すなわち，第一の概念に帰属す石対象が，その第一の概念の外延を除いて，

すべて第二の概念に帰属し，また逆に，第二の概念に帰属する対象が，その第二

の概念の外延を除いて，すべて第一の概念に帰属する場合J(12 >。

す�と，法則 (V)に取って代わるべきものは，

(V�) : 'εF (ε) = 'αG (α〉

== V'x [X:;t ，εF (ε) ^X:;t ，αG (α〉コ(Fx三Gx)…[8J 

であり，矛盾の元凶と見られた (Vb)に取って代わるべきものは，

(V'b) : 'εF (ε) = 'αG (α〉コ[x:;t，εF (ε〉コ(Fx==Gx)]

-・・・・[9J

となる。このとき， 確かに， 以前のような形〈第3節参照〉での矛盾は防止することがで

きる。(事実，こうなる。F (と〉を， ヨF ( ，εF (ε))=.;^-'F (と))， つまり「

Eはそれ自身に帰属しない概念の外延である」とし， C= 'αヨF ( ，εF (E:) =α〈

-， F (α))とし， “x"にCを代入すると，(V' b)より，C = 'αG (α〉コ[C:;éC

コ{ヨF ( ，εF (ε) =C^-'F (C))==G (C)} J。ここで， C:;tCは常に偽であ

るから，この最後の式は常に真である。すなわち，そこから(Vb)の反例は必ずしも導

けない。〉

プレーゲはこの修正によって， rr算術の基本法則』の体系が維持できると考えたようで

ある。ところが， 後になって， プレーゲの修正案(V'b)に対応する法則を含む体系から

矛盾が導けることが見出された(13 )。クワインは， (V' b)のクワイン版である，

V' y [y:;t支F(x)コ(YE会F (x) == F(y))J -・・・・・・・・[lOJ
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そしてその第二階関数のアーギユメントとして現れる第一階関数は，それの値域によって

表現されるJ (Ii'算術の基本法則.!J 1 � 25)。すなわち，

V'QヨF'VG [Q (G )三F ( 
，

εG (ε))J ……[12J 

である。このように，概念に対して二重の相関物一一第二階の概念に対応する第一階の概

念， および第一階の概念に対応する値域という対象一一ーをプレーゲは設定した。このこと

の特殊ケースが法則

(V) ，εF (ε) = 'α G (α〉三'Vx (F x三G x) ……[7J 

である。つまり，ここでは，右辺での第一階概念問の相互包摂という第二階概念が，左辺

で，それら第一階概念に対応する対象としてのこれらの概念の外延(=値域〉の同一性と

いう，第一階の概念で置き換え可能である，と主張されている。しかし，先に見たように，

この法則こそ，パラドクスの元凶であった。

パラドクスを避けつつ，以上のようなプレーゲ、の論理主義の要求を充たす体系には， ど

のようなものがあるであろうか?プレーゲの『算術の基本法則』の体系には，前章(第W

部第7章〉でも見たように，命題論理の法則の他に次の四つの基本法則がある( 15)。

(lla) :'VxFxコFa

〈概念 F に対応するクラス抽象体会F(x)以外のすべてのものは，

このクラス抽象体に属するときかっそのときにかぎり， Fである〉

という仮定と，少なくとも二つの対象が存在することを主張する

という仮定， および基本的な他のいくつかの仮定と定義から，矛盾を導出して見せた{14\

(実際の導出は本章の「補足」を参照〉

5.論理主義は死んだ?一一反省と展望一一

それでは，新たな矛盾の出現によってプレーゲの体系は崩壊し，彼の「論理主義」は死

んだことになるのであろうか?以下で私は， N. コッキアレッラに拠って，そうではない

乙と，論理主義の再構成が可能であることを示したい。

その前に，まず，プレーゲの論理主義がいかなるものであるか，という反省から始めよ

う。プレーゲの論理主義は，

(1)算術〈実質上，幾何学を除く全古典数学〉の諸概念は，純粋に論理的な概念によ

って定義できる。

(2)算術の諸法則は，純粋に論理的な演鐸によって定義と基本法員IJから導出できる。

の二点に要約される。ここで注意すべきことは，算術がクラスに関する「メンバーシップ

の理論」に還元されるのではなく， r述語づけの理論」に還元されるということである。

つまり，プレーゲの言う「論理」はクラスの理論ではなく，第二階述語論理である，とい

う乙とである。

(ll b) : 'VFMβF(日)コMß G(日)

〈皿): G (a=b)コG ('VF (FbコFa)) 

(V) : 'εF (ε) = 'α G (α〉三 'Vx(Fx=G x) 

(VI) : a = \ 'ε(a = ε〉

パラドクスが出ない程度にはこの体系より弱く，しかも，それ以外の点では， フレーゲの

論理主義を実行し得るに十分なほど強い体系があるだろうか?節を改めて，その点を考察

することにする。さて，算術はさまざまの「もの」を取り扱う。プレーゲは，補完の必要性〈不飽和性〉

をその特徴とする「関数」と，完結性(飽和性〉をその特徴とする「対象」という， 関数

と対象の基本的区別を設定し，さらに関数の間にレヴェルの差を設けた。しかし，対象の

問にはレヴェルの差を設けていない。そして，算術を実際に展開するに際しては， 高階の

関数の直接的な取り扱いを避けて，関数と対象の基本的区別に帰着させようとする。例え

ば，①第二階の概念に第一階の概念、を対応させ，②第一階の概念に値域(Werthver I auf) 

という対象(関数としての概念、の値域が概念、の外延であ石〉を対応させる。(例:f4の

平方根が存在する」に対して， f概念く4の平方根〉は充たされる」が対応する。)すな

わち， フレーゲによれば， r第二階の関数は一定の仕方で第一階の関数によって表現され，

6.論理主義の再構成に向けて

さて，本節では，前節の最後で提示されたプレーゲ自身の第二階述語論理の体系とほぼ

同程度の強さを持ち，しかも，

①〈プレーゲの体系での(Vb)に対応して〉パラドクス発生の原因となる内包の原理

(C p)に考察の焦点、を絞ることができ，

②明示的に(C p)を原理としている他の体系との比較がしやすい，
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という点で優れている第二階述語論理の体系として， 以下の体系を用意する(16)。

命題論理〈トートロジー〉

(A 1) � u (φコψ〉コ(�uφコ�Uψ〉 ……uは個体または述語変項

(A2)φコ�Uφ ……uはφの中に自由には現れない個体または
述語変項

(A3)ヨx(a=x) ……aは単称名でここにxは自由には現れない

(LL:ライプニッツの法則)a = bコ〈φ三ψ〉……a， bは単称名でー ψはa

のいくつかをbで置き換えてφから得られる式

(C p :内包の原理〉ヨFn �Xl…�Xn [F(Xl，…，XI1)=φ] 

.. F n はゆには自由に現れず， X 1， …，XI1 は

φに自由に現れる互いに異なる個体変項

推論規則:モドゥス・ボネンス(MP) 卜α，トαコP コトP

普遍汎化(U G )  トφ =今ト�Uφ

ここで，概念〈一般に関数〉の相関物を表現する工夫， すなわちプレーゲの「概念の外

延J 'εF (ε〉に相当する工夫として， 入抽象体(入-abstract)を導入する。(むろん

入記号はプレーゲのものではないが， 複合述語の表現として気息記号がついた

ぞε〈ε2 = 1 ) 

のような記法をプレーゲは用いている(1マ}。プレーゲにとってこの記法は「名詞化された

述語」を意味しない。その点， 入記号を導入することはプレーゲから離れるように思われ

るが， 乙れはプレーゲの 'εG (ε〉とでεG (ε〉の両方の役割を兼ね備えることがで

きると同時に， 法員IJ(V)をも救えるのである。第7節参照〉この入抽象体は， 次の入変

換原理〈入-convers ion principle)に従う( 1 B)。

〈入一Conv) [入Xl…Xnφ](al' …， an)三φ(al/Xl' …， an/Xn) 

これを一般化すると，

(�/入ーConv) �Xl…�Xn([入Xl…X'1φ](Xl， …， Xn)三φ〉

となる。また， 入抽象体が述語変〈定)項であることを主張する， 次の法則を定める。

( 1 d : 同一性) [入Xl…XnP (Xl'…， xn)]=P ……ここでPはn項述語変項

または定項

そして， 入抽象体を含む第二階述語論理のための論理文法を明確に定める。それは以下

のものである。
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タイプOの表現は単称名を， タイプ1の表現は命題形式または整成式(�e J 1 foト

med formula e)を， n � 1なるタイプn+lの表現はn項述語を， それぞれ表すと

して， タイプnの有意味表現MEn を次のように帰納的に定義する:

(1)任意の個体変〈定〉項aにつきaEMEo， 任意のn項述語変〈定〉項Fn につ

きFI1 EMEn+1およびFI1 EMEo ; 

(2) a， b eME 0 ならば， (a=b) eME1 

(3)π EMEI1+1かつal，…，al1 EMEo ならば， π(al，…，an)EME 1 

(4)φeME1かつXl'…，Xn が相異なる個体変項ならば，

[入Xl…Xnψ] eMEn+1 ; 

(5)φEME1 ならば「φEMEI

(6)φ， ψEME1ならば， (φコψ)EME1 

(7)φEME1かつa が個体または述語変項ならば， � aφEMEl 

(8)φEMEl ならば， [入φ] EMEo 

(9) n> 1ならば， MEn ÇMEo 。

さて， すでに述べたように， この体系においてパラドクス発生に直接関わるのは内包の

原理(CP) ， すなわち ヨFn �Xl…�Xn [F(Xl，…，XI1)三φ] である。なぜなら， こ

の原理こそ， 任意の条件φによって創られる新しい述語の存在を主張しているからである。

そこで， (C P)を合意し{19〉， しかも(CP)より単純で， 入抽象体を含む式:

(C P入〉 ヨFn ( [入Xl…Xnゆ] =F ) 

に考察を集中する。(これは， フレーゲが， C = 'αヨG('εG (ε) =α^ -， G (α)) 

と置いたことに相当する:本章第3節の(干〉参照。〉こうすることによって， パラドク

ス発生の原因を， 入抽象体に関する内包の原理， すなわち(CP入〉に集中的に求めるこ

とが可能となる。ところで， パラドクスを防ぐlこはp関数， ひいては概念間にあるとプレ

ーゲが見なしているような階層構造を反映するような， 表現聞の構文論的な次元の区別，

すなわち層別化(stratification)を，特に(CP入〉に現れる入抽象体に対して， 設定

せねばならない。 くこれは， フレーゲの対象と関数， そして第一階の関数と第二階の関数

との基本的区別という彼の元来の方針に沿ったものでもある。〉そこで， 大雑把に言って，

j欠の三段階の層別化( 20)を， 一般に入抽象体， およびその中の述語〈入抽象体も含む〉と

項に対して， 用意する:

(i)同次層別化:項どうしはすべて同次元， 述語と入抽象休は項より丁度一次元高

-197-



.
，
 
、v'lu・

dation 川th Urelement) (22)に相対的に 無矛盾である。すなわち，

NFUが無矛盾ならば， (λHST※〉も無矛盾であ� . (公〉
(i i)単純層別化:述語“-"の両辺に現れる項どうしは同次元， その他の項どうし

は同または異次元， 述語と入抽象体はそれらに伴う項の最大次元より丁度一次

元高い;

が成り立つ。ところで， ジヱンセンはNFUが弱ツヱルメロ集合論(23)に相対的に 無矛盾

であることを， すなわち，

弱ツヱルメロ集合論が無矛盾ならば， NFUも無矛盾である ……(%) 

ことを示した(24)。従って， (公〉と(%)により，

( i i i)累積層別化:項どうしは同または異次元， 述語と入抽象体はそれらに伴う項

の最大次元より一次元以上高い。

これらの層別化のうち，(i)の層別化が最も厳格であり，(i i i)が最も緩やかである。す

ると， 例えば， 層別化無しではパラドクスを生み出す(C p入〉の事例である式:
弱ツヱルメロ集合論が無矛盾ならば， (λHST※〉も無矛盾である……(#)

ヨF( [入xヨG(X=G^ïG (X))J =F) -・・[13J

は， 累積的に(ii i)層別化されてはいるが， 単純に も(i i )， 同次的(i)に も層別化されて

はいない。また， パラドクスを誘発すべく更に巧妙に仕組まれた(CP入〉の事例:

ヨF( [入z [入xyヨG(X=G^ïG (y))J(Z， z)J=F) ……[14J 

も累積的に(ii i)も， また 単純に(ii)も層別化されていると言えるが， 同次的に (i)は層

男IJ化されていない。 そして， 確かに ， これら[13J，[14J からは矛盾が導ける(21 )。従って，

矛盾を防ぐために はー (C p入〉は(ゆえにくC p)は〉同次的に 層別化されていなけれ

ばならない。そして， この「同次層別化」の条件は， 矛盾の防止を目指すかぎり， 入抽象

体に のみ課されるだけで十分である。

すると， フレーゲの「論理主義」再構成のための基礎となるわれわれの体系は，

ということが帰結する。

7.相対無矛盾性

名詞化された述語を含み， 同次的に 層別化された(bomogeneously stratified) 

入抽象体を持つ第二階述語論理

ということに なる。これを “〈九HST※)"と略記する。(“ ※"は式中に現れる入

ところで， (L L※〉と〈λHST※〉とから， 一般化されたフレーゲの基本法則:

(V b※) [入XJ…XnφJ = [入XJ…Xnψ]コ'V Xt…'V Xn (φ三ψ〉 …[15J

が， (λHST※)において導け石(25)。そして， フレーゲの診断によれば， これが矛盾

発生の張本人であった。しかし，前節の(*t)により， もし弱ツヱルメロ集合論が無矛盾

ならば， (V b※〉から矛盾は出ないことに なる。つまり， われわれの体系では法則(V

b※〉は生き残る可能性がある。しかし， (V b※〉の逆命題である(Va※): 

'V XJ…'V Xn (φ=ψ)コ[入X1 …XnゆJ = [入X1 …Xnψ] -・…[16J

抽象体が同次層別化されていることを示唆する。〉すなわち，

(九HST※) = (命題論理※) + (A 1米) + (A2※) + (A 3※) 

+ (L L※) + (入・ Conv米)+ (C p入米)+ (1 d※) 

+MP+UG。

ただし， ここで( 1 d※〉とは「名詞化された述語」に関連する次の公理である:

( 1 d※) : [入X1…XnP (X1 ，…，Xn)J = P ……ここでPはn項述語変〈定〉項

きて， この体系〈λHST※〉の無矛盾性については， 以下のことが分かっている。 単

項述語づけをメンバーシツプと見なすことによって， (λHST※〉は， クワインの集合

論NFを少し修正した， R. ジェンセン( R ona I d J ensen)の体系N F U (He� E_oun-

は一一これは外延性の原理(P r i nc i p I e of E xtens i ona I i ty : E x t※〉であるが一

一(λHST※〉からは導けない。しかし， フレーゲに とって， この外延性の原理は論理

の基本法則の一つであった(26)。すなわち， この原理はできるかぎり確保しておくべき法

則の一つだとプレーゲは確信していたのであった。ゆえに ， この原理も再構成された「論

理主義」の体系に加えることに すると， 結局の所， われわれは次の結論に到達する。

プレーゲの「論理主義Jの再構成=(λHST※) + (E x t※〉

さてこのとき， (λHST※) + (E x t※〉の無矛盾性と， どの程度この体系に算術

を還元できるかということとは， クワインの集合論NFUの， ジヱンセンによるヴァリエ
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ーションであるNFUとの関係に掛かつてくる。 これについては，次のことが分かってい

る。 まず，

xEy三def.ヨF (y=F八F (X)) 

と定義することにより，ジェンセンの集合論NFUは，(九HST※) + (E x t※〉に

含ま れ，逆に，単項述語づけをNFUでのメンバーシップと解釈することにより，単項〈

λHST※) (27)+ (Ex t※〉はNFUに含ま れる。 従って，単項〈λHST米) + ( 

Exì※〉はNFUと同等である。 しかるに，単項〈λHST※) + (E X t※〉と全〈

λHST※) + (E x t※〉は共無矛盾 ，すなわち一方が無矛盾 のときかっそのときにか

ぎり他方も無矛盾である。 このことと，前節〈第6節〉の最後のパラグラフでのジェンセ

ンの結果(%) とから，次の乙とが導かれる:

〈λHST※) + (E x t※〉が無矛盾である宇中NFUが無矛盾である

弱ツエルメロ集合論が無矛盾である=争〈九HST※) + (Ext* ) が無矛盾である

8.結語と前途瞥見

こうして，フレーゲの「論理主義」の体系を〈入HST※) + (E x t※〉という形に

再構成することによって，法員IJ (V b)は救われ，またNFUに相対的に〈従って弱、ソエ

ルメロ集合論に相対的に〉無矛盾性も確保できる。 算術の論理への還元も，NFUがそれ

を実行できる〈と想定される〉のと，少なくとも同程度には実行可能である。 これで，プ

レーゲの「論理主義Jはひとまず再構成できたと言えよ う。

ところで， 以上見てきたように， フレーゲは第二階述語論理を「論理Jと考えているが，

しかし，これが「論理」と呼ぶに最もふさわしい体系であるのかどうかは，これはまた別

問題である。 特に現在「論理」という語で普通に理解されている第一階述語論理との表現

力の比較は， r論理主義」の是非を考察するに際しての重要な論点となろう。 しかし，そ

の前にわれわれは，もう一度フレーゲの体系に即して，パラドクス発生の根源となる部分，

すなわち言語とその意味の確保 という一層基本的な問題 に戻ろう。 パラドクス発生の原因

は体系の公理にのみならず，体系の論理的意味論にも基づく根深いものと考えられるから

である。 次章で，その点を詳しく取り扱うJ
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補足:クワインによる新しい矛盾の導出

まず， プレーゲの修正案のクワイン版として? 次のものを置く:

'V y [y手交F(x)コ(yE支F(x) =F(y))J 

そして，少なくとも二つの対象の存在を仮定する。 すなわち，

さらに，“V"， “八"，

ヨxヨy(X:;:.y) 

‘L" ， “W"という四つのクラス抽象体を，

V=支(x= x) 

八=支(X:;:.X) 

-・・・・(1)

-・・・・(2)

. (全体クラス〉

・ (空クラス〉

LZ=会(x= Z) …… (Zから成 る単元クラス〉

W=支'VZ(XEZ^ZEXコx = Z) …… 〈包含・被包含同一〉

と定義し，この四つに対応する(1) の事例，またはその全称化を用意する。 まず，L Zと

Wから，

'VZ'Vy [y:;:'L Zコ(YEιz三y= Z) ] -・・(3)

'Vy[y:;:.Wコ(yEW='VZ (yEZ^ZEyコy = Z ))J …・・(4)

となる。 次にVと八については以下 のことが直ちに対応する[γ(1)で“F x"をx=x

とすると，'Vy (y:;:.支(x= x)コ(YEx (x=x) 三y=y)すなわち，'Vy (y 

学Vコ(yEV=y=y))であるが，(yEV=y=y) 三yEV，よって(5) が成り立

つ。 また， (1)で“F x"をX:;:.Xとすると，'Vy (y:;:.八コ(YE^=y:;:.y))が成り

立つが，y=yよりy:;:.八コ-， (y E八) ，これの対偶から(6) が導かれる。]

'Vy(y:;:.VコyEV)

'Vy (yE八コy=八〉。

-・・・・・(5)

.・・・・・(6)

きて，(3) への全称例化:Vy[y:;:'LYコ(YELY=Y=Y)] とy=yにより，

'V y (yヲt.LYコ(YELY) 。 -・・(7)

また，XEy^yEL Z^Y:;:'L Zと置くと，(3) より，yE L Z三y=Zだから，

'Vx'VZ[ヨY(XEY^yELZ^Y学LZ) コXEZ^Z:;:'L zJ ……(8) 

ここで，L y=八と置くと，(7) より，y宇土八コyE^。 ところでくのからyE八コ

y=八。 こうして，L Y=八の下で，y:;:.八コY=八，つまりY=八。 よって，

'Vy (L y=八コy=八〉。 -・・(9)

もしLZ=Zとおくと，(3) よりy:;:.Zコ(yEZ2y=Z) だから，y:;:. Zコyf2fz。
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対偶により， Y E Zコy二z。ゆえに，

'7z'7y (Z= L Z^yEZコy= Z) …(10) 

もしV=^とすると， (5) の対偶よりy戸八コy=八であるが， (6) よりyE八コy=^

だからディレンマにより， '7y (y=八) ， すなわちすべての対象が唯一のクラス八であ

る乙とになってくのに矛盾する。ゆえに背理法により， Vヲ丘八。このことから， (5) と(9)

により，

八EV， LVi-=八， L L V =1=八 ……(11)

(3)でyを八， ZをLVとすると， 八学LL Vコ (^EL L V三八=L V) ， これと(11) 

の右の二つから， 八戸LL V。しかしく11)の左端より， ^E V 0 L L V = Vとすると矛盾

する。よって， 背理法により，

L L V =l=V …(12) 

(10)でzをlYとすると， Ly=LlY八yelYコy=LY。ゆえに， ιy= l l Yを

仮定すると yELYコy=lYとなるが， 他方， (7) の対偶からy岸LYコY=LY。

ゆえに， ディレンマにより， l Y = Y。 まとめると，

'7y (lY=L LYコY=LY=lιy) …(13) 

(12)と(1めから背理法により， ιVヲt. L l Vを得る。そして， これから再び(13)と背理法

により，

LιLVi-=LLV。 …(14) 

ここで， L L V手WかつιlV戸W と仮定する。すると， (4)でyをLl Vと置くこと

から， この仮定により，

ヨZ (L LVEZ^ZEL L V^L L Vi-=Z) 

が出る。これより， (8)でxをlL V， YをZ， ZをLVに取ると， l L VeιV かつ

llVi-=LV 。 これと， (3)でyをll V， zをVに取ることから， (.， (.， V=Vを得る。

これは(12)に矛盾する。よって， 背理法により，

LLV=WVLLVeW -・・(15)

ここで， LW=Wと仮定する。すると， (10)でyをLL V， ZをWと取ると， l L V EW 

コLL V =W， これと(15)からディレンマによって， L L V=W。しかし， このとき，

(14)によって， LW:;:，W。以上より， lW=WコLWi-=W。ゆえに， (pコ--， p) コ--'p

から

LWi-=W -・・(16)
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これと， (7)でyをWと取ると， Wi-= L WコWELWを得ることから，

WELW 

(16)と， (4)でyをLWと取ることとから，

-・・・・(17)

ιWEW='7Z (LWEZ八ZELWコLW= Z) ……(18) 

(18)でzをWと取り縮小す�と， L WEWコ (LWEW^WELWコLW=W) 。それゆ

え， もとιWEWと仮定すると， この式の後件の対偶よりLWi-=Wコï (ιWEW^ 

WE ιW) となるが， (16)と(17)により，

L W�ざW。 -・・・・(19)

これと(18)によって， (18)の右辺の否定:ヨZ (lWEZ^ZELW^LW:;:，Z) が出る。

これと， (8)でxをLW， YをZ， ZをWと取ることによって， LWEW^Wヲt. L W。

よって，

ιWeW -・・(20)

が出る。(19)と(20)によって矛盾である。
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( 18)入変換についての一般的記述については， Alonzo .Church， 下回 Calculi of 

Lambda Conversion， Princeton U. P. (1941)参照。

(1) N ino B. Cocchiarella， “F rege， Russell and Logicism : A Logical 

Reconstruction " in L. Haaparanta & J. H intikka (eds.)， Frege Syn-

thes i sed， D. Reidel (1986)， pp.197-252。

(2) G. F rege， G rundgesetze der A r i thmet i k， H. P oh I e (1893・1903)，以下で

はGGAと 略記する。頁づけは01msからの復刻版〈本論文7章註1参照〉による。

[英訳:下回 Basic La陥 0千Arithmetic， transl. by M. Furth， Uni. of 

Cal i fornia P ress (1964)， 以下B LAと略記する。]

(3) G. F rege， W i  ssenschaft I i cher B rief附chsel， Fel ix Meiner (1976)，以下

WBと略記する。 [英訳: P h i I osoph i凶I and Mat同mat i ca I C orrespondence， 

Basi 1 B lack'Well (1980)， 以下 PMCと略記する。]

(4)実際， この手紙に対する フレーゲのラッセル宛返信(1902年6月22日付〉において，

プレーゲ は， r ついで ながら， “述語がそれ自身に述語づけられる "という 表現 は私

には厳密なものとは思えません。」と評している。WB， S. 213， P M C， p. 132。

(5) フレーゲ自身も この内包の原理を前提していた。というの は， この原理の 第二階述語

論理での対応物である次の式:

ヨF'Vx.…'V Xn [F (X I ，…， XYl) 三AJ
(AにFは自由には現れな い〉

は， GGAでの フレーゲの基本法則(llb): 'VF (Mß F(日 ))コMß G(日〉のヴァリ

エーシヨン である ， ('VF) BコB [A/F(Xl，…，XYl)Jから， Bとして

-''VXI…'VXYl [F(Xl，…，XYl)三AJ

を取ることによって，

'VP-''VXI…'V Xl1 [F (xn ，…，Xn)三A]コ-''VXl…'VXn [A三AJ

'V Xl…'VXn [A三AJ 'V X.…'VXn [A三AJコヨF'VXl …'VXn [F(x" …，Xn)三AJ

ヨF'Vx， …'V Xn [F (Xl ，…，Xn)三AJ

のように導けるからである。

(6) GGA S.253-S.265， B LA pp.127-143. 

(7)原則〈※〉および〈※※〉を合わせると， F (a) 三aE'xF(x)とな るが， これは，

GGAIの定理1 : f (a) = a" 'εf (ε〉に相当する。GG A 1 � 55 S.75， 

(19) (L L)からp

[入Xl…Xnφ] =Fコ'VXl…'V Xn([入Xl…X円φ](X.， …，Xn)三F(X" …，Xn))。

とこ ろで ， ('V /入ーConv)より，

'V XI…'VXn([入X， …XnφJ(XI' …，Xn)三φ〉。
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従って ， これら二つから，

[入Xt…Xnφ ] =Fコ'VXt…'V Xn (F (Xt，…，Xn)三φ〉。

存在汎化により，

[入XI…Xnφ ] =FコヨFn 'VXl…'V Xn (F (Xl ，…，Xn)三φ〉。

これに普通汎化を施すと述語論理の法則により，

ヨFn ([入Xt…Xnφ J =F) コヨFn 'V Xt…'V Xn (F (X 1，…，Xn)三φ〉。

これから， 本文の次行で導入される (C p入) ， すなわち

ヨFn ( [入Xl…Xnφ ] =F) 

により， (C p) ， すなわち

が出る。

ヨFn 'VXt・・・'VXn (F (X t ，.・.，Xn)三世〉

(20)厳密には層別化の定義はこうなる。 式または入抽象体 φが同次的に層別化されている

(homogeneously stratified)のは， ゆ〈φが入抽象体 ならばφ 自身も含めて〉中に

含まれている項， 述語， 入抽象体の集合に関する， 以下のような自然数の付値tが存

在するとき， かっそのときにかぎる:

(i) すべての項 a， bに対して ， もし (a= b)がφの中に現れていれば， t (a) = 

t (b) 。 すなわち， 等号の両辺に現れる項どうしはすべて 同次元である。

( i i ) n註1なるすべてのnに対して ， すべてのn項 述語表現πとすべての項 al，…，

九につき， もしπ(at，…，an)がゆに現れている整成式ならば， (イ) t (aj) = t (ak) 

ただし， 1 �量j，k壬n， かつ (日) t (π) = t (al) + 1。 すなわち， 一般の述語

表現に伴う項どうしはすべて同次元であり (=(イ))， かっ， 述語表現そのものの次

元は項の次元より丁度一次元高い (=(日))。

(i i i)すべてのmEωにつき， すべての個体変項X 1 ，…， Xmおよびすべての整成式

ψに対して ， もし [入Xl…Xmψ〕がφの中に現れていれば， (ハ) t(xj)= t(Xk) 

ただし， 1壬j，f， �m， かっ， (ニ ) t ([入Xl…Xmψ])= t (Xt)+ 1。 すなわち，

入抽象体内部 に現れる述語表現に伴う項どうしもすべて向次元であり (=(H))， 入

抽象体全体の次元は， それら内部の項の次元より丁度一次元高い (=(二))。

もし， 以上の規定から〈イ〉と〈ハ〉を落とし， (ロ〉と〈ニ〉をより弱い要求:

t (π) = 1 + max[ t (a 1)， …， t(an)] およびt([入Xt…Xmψ])= 1 +max[ t (X t ) ， 

i (Xn)] で置き換えるとき， すなわち， 述語“-"の両辺に現れる項どうしのみ

- 2 0 6 -

が同次元で， 一般の述語表現および入抽象体 に伴う項どうしは同次元でも異次元でも

よく， また述語表現と入抽象体の次元はそれらに伴ういくつかの項の持つ最大次元よ

り丁度一次元高いとき， φ は単純に層別化されてい石(simply stratified) と言う。

また， (イ ) ， (ロ〉と共に(i) をも落とし， (ロ〉と〈ニ〉を更に弱い要求:

t (π) >max[ t (al)， …， t (an)J およびt([入Xl…Xnψ]) >max[( t(Xt)，・1

t(Xn)] で置き換えるとき， すなわち， 項どうしの次元は同次元でも異次元でもよ< ， 

また述語表現と入抽象体の次元はそれらに伴ういくつかの項の持つ最大次元より一次

元以上 高いとき， φ は累積的に層別化されている (cumulatively stratified) と言

つ。

(21)[13Jからは次のようにして 矛盾が導かれる。 まず，

入xヨG (X=G^ïG (x))=F 

と置く。 これとライプニッツの法則(LL) から，

〔入xヨG (X=G^ïG(X))] (x) 三F (x) ……① 

入変換原理により，

[入xヨG (X=G^ïG(X))] (x) 三ヨG (x=G八，G(X))……②

①と②より，

ヨG (x=G^ïG(x))=F (x) 。 ……③

(i) F (F)のとき。 ③より， ヨG (F=G^ïG (F))。 これより， GとしてKを

取ると， F=K， ，K (F) ， ゆえに 再び(L L) によりïF (F) 。 すなわ

ち矛盾。

(ii)ïF (F)のとき。 ③より「ヨG (F=G^，G (F))， よって 'VG (F=Gコ

G (F))だから， 普遍例化により F=FコF (F) ， :. F (F) で矛盾。

【14Jからの矛盾は次のように導かれる。 まず，

入z [入xyヨG (x = G ̂  ï G(y))J (z， z) = F 

と置く。 上 と同様に， (L L) と入変換原理により，

入xyヨG (x=G^，G(y)) (z， z) =F (z) ……④ 

(i) F (F)のとき。 ④より， 入xyヨG (x=G^'G(y)) (F， F) であるから

入変換原理により， ヨG (F=G^ïG (F))， GとしてKを取ると， F = K， 

ïK (F) ， 再び(LL) より， ïF (F) で矛盾。

(ii)ïF (F)のとき。 ④より， 入変換原理により， 入xyヨG (x = G ̂  ï G (y)) 
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(F ， F )三ヨG(F =G^ïG (F ))三F (F )だから， ïヨG(F =G八

ï G (F ))，すなわち， VG (F =GコG(F ))， :. F = FコF (F )，:.F (F ) 

で矛盾。

(22)クワインの 集合論 NF t;t， “ε"を原始述語 に採る第一階述語論理をベースとして，

量化の公理以外に，外延性の公理: V Z (ZE X三ZEy)コX =yと， X n E X n+lと

いう形で層別化された内包の原理:ヨyVx(xEy=F (x ))を持つ集合論 である。 ク

ワイン に依れば， ryが非クラス， つまり個体のときは， XEyは “ xは個体yであ

る"と解してよい」 から， yが個体のときは， (XEY)三(x= y)三XE {y} 

となって， これと，外延性の公理の事例式， V Z (ZE Y三ZE {y} )コy= {y} 

より， y= {y}となる。 すなわち， メンバーを持たない原要素(U re I ement) aに

ついて， a= {a}となる。 これ は一種の変良IJ状況 である。 この変則状況を打開して

原要素にし か るべき地位を 与え るために，外延性の原理を ，

ヨZ (ZEX ) ^VZ(ZEX三ZE y) コ X =y

の形に制限したもの がNF Uである。 NF については， W. V. o. Q u i ne， “New 

Foundations for Mathematical Logic" ， in From a Logical Point of 

V iew， Harvard U. P. (1953) [邦訳: r数理論理学の新し い基礎J，W. V. 

o. クワイン/飯田隆訳『論理的観点から』頚草書房(1992)，119・154悶を ， NF U 

については，註(24)で示すR. J ensenの論文を参照。

(23) r弱ツヱルメロ集合論」とは， “E"と “-"を原始述語として持ち， 1 9 0 8年に

ツェルメロ(Ernst Zermelo) が与えた集合論の公理のう ち，外延性 ， 対，和， 巾

の各公理と， 制限された分出公理:ヨyVz (ZEy三ZEX 八φ 〉を持つ集合論の

ことである。 r制限された分出公理」とは，条件φ中のすべての量化子が何らかの 集

合に制限されていること， すなわち，ゆ中に含まれる量化の表現が， VXEyψある

い は， ヨXEyψの形を取ってい るものを言う 。

(24)Ronald Jensen， “o n the C ons i stency of a s I i ght(?) Mod i f i ca t i on 

of Q u i ne ' s N e\� F ounda t i ons" ， S ynthese 19 (1968)， pp. 250・63.

(25) (L L※〉より，

[入Xl…Xnφ] = [入Xl…Xnψ]コ

[入XI …Xnφ](XI
'

…，Xn)三[入Xl…XnψJ(X 1， …，Xn) 

が出 るが， これに〈入ーConv※〉を適用し ，更にUG， (A 1※) ， (A2※〉 か
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ら，

[入Xl…Xnφ ] = [入Xl…Xnψ]コVXl…VXn(φ三ψ〉

が導ける。

(26)プレーゲ、の体系において，外延性の原理:VXt…VXn (φ三ψ〉コ[入Xl…Xnφ] = 

[入Xl…Xnψ]に相当するの は，基本法則(Va) ， すなわち，

V x (F X三Gx)コ 'εF (ε) = 'αG (α〉

である(GGA 1 � 52) 。 この (Va) は矛盾発生の原因である，

(Vb) : 'εF (ε) = 'αG (α)コ (F x=Gx)

と同値な式. ，εF (ε) = 'αG (α〉コVx (F X三G(X)) ・…・・①の逆命題で

あり， これら二つの 式〈つまり (Va)と① 〉の連言:

'εF (ε) = 'αG (α) =VX (F x=G (X)) 

をフレーゲは論理の基本法則 (V)として認定していたの であった〈第3， 5節参照

(27)単項 (λHST※〉とは， 登場する述語表現を 単項述語 に制限 した(九HST※)の

部分体系である。

-209一



第三9霊童 ノてうドクスGコ走己主原

はりめに

M. ダメットは最近の著書『プレーゲ:数学の哲学』の中でこう述べている:

「プレーゲの『算術の基本法則』の体系における矛盾は， 定式化の不注意に起因す

るたんなる事故〈破局的なものではあるが〉ではなかった。 1906年8月まで

に， それは， 理論の枠組み内部では一ーすなわち，原始語としての抽象作用素と

値域の同一性の条件を支配する公理とをもってしては一一処理しきれない， とい

うことをプレーゲは発見していた。 しかし， その基礎にある誤りは，集合論の基

礎に関わる間違いより一層深刻なものであった。 それは， 彼の全哲学に影響する

誤りであった。 J (1) 

では，何が問題だったのか?パラドクスに到るフレーゲの思考の線のどこに問題があった

のか。 われわれは前章において， 論理体系としての『算術の基本法則』から矛盾がどのよ

うにして導かれたかということ， およびプレーゲの修正案にも関わらず新しい矛盾が導か

れたということ， を確認した後， 論理主義というプレーゲの数学の哲学を救うための可能

な方策をコッキアレツラに従って模索した。 しかし， それによってすべての問題が解決し

た訳ではない。 パラドクスの根はもっと深い。 そこで， 本章では， 上記のダメットの解釈

を参考にしながら， パラドクスの起源とも言うべき， [j基本法則』の体系構成に当たって

のプレーゲの論理的意味論一ーとくに「意味J (B edeutung)と「二階の量化」の扱い­

ーの持つ問題点にもう一度考察の焦点を当ててみたい。 それによって， ダメットの言う「

プレーゲの全哲学に影響した」パラドクスの根がどの程度に深いものだったか，を明らか

にしたい。

， . パラドクスの禿生

パラドクスの発見を知らせるラッセルの手紙(1902年 6月16日付〉への返信(1902年6

月22日付〉の中で3 プレーゲは， パラドクスに驚いたことを述べたのち， ラッセルの定式

化の中で「述語がそれ自身に述語づけられる」というラッセルの言い方が不正確だとして，
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彼自身の定式化を提案する:

「従って，私ならば“概念がそれ自身の外延に述語づけられる "と言うでしょう。

もし， 関数争〈と〉が概念ならば，私はその外延くまたは対応するクラス〉を，

“ 'ε争〈ε) "で示します〈ただし， これの正当性に関して私は現在疑いを持

っていますが〉。 それゆえ，

“ 争 (
，

ε争〈ε))"

または

“ 'εや〈ε) r-.. 'εや〈ε) " 

が概念 争 (ç)のそれ自身の外延への述語づ、けということになります。 J (2) 

この手紙の後の部分で， プレーゲは， パラドクスの発生から帰結することとして，次の三

点を挙げている(3 ) ー :

(1)同一性の一般性を値域の同一性へと変形することは常に認められ石とはかぎらな

(2)基本法則Vは誤りである。

(3) [j算術の基本法則』第I巻� 3 1でのプレーゲの説明は， あらゆる場合の記号結

合に意味 (B edeutung)を確保するのに十分ではない。

この(1)の「同一性の一般性を値域の同一性へと変形すること」というのは基本法則Vの

ことであり， 結局(1)は(2)と同じことを述べているが， すでにこの時点でプレーゲは値

域に関わるこの法則の誤りを見抜いていた。 そして， (3)で言われていることは， フレー

ゲの体系構成の前提にある論理的意味論〈または哲学的論理学〉の矛盾発生への関与を示

唆するものである。 � 3 1での説明は? プレーゲにとって， r無矛盾性の証明」の役割を

担うはずであった(4 ) 。 しかし， それは結局， r証明」にはなっていなかったのである。

そこで， まず， [j基本法則』において� 3 1 に到る プレーゲの思考過程 を跡 づ け， � 3 1 

での「意味論Jがどう矛盾発生に関わっていたかを考察しよう。

『算術の基本法則.ll (以下“G G A"と略記〉では， 体系の統一的かっスムーズな展開

のために， 記号の「意味J (B edeutung)の観点からの， 対象とその表現の一元化が推し

進められる。 構文論的には文は真理値の名前とされ， 通常の対象を表示する固有名と同列

に扱われる。 文と固有名との， この構文論上の同化と平行して， それらが意味する対象に

ついても一元的な扱いが見られる。 真理値は確かに特異な対象ではあるが， 対象の一種で

あることに変わりはない。 現実的対象v s抽象的対象， 真理値v s数といった区別以上に，
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対象と関数くそれを表示する対象名と関数名の飽和〈完結 ) v s不飽和〈未完結 ) )の区

別が，フレーゲにとっては基本的であった。しかし，そのような一元化は何によって保証

されるのか?

この時期のプレーゲにとって，対象として〈少なくとも論理的対象として〉まず考えら

れるのは真理値である。しかし，もちろん，真理値だけでは算術は展開できない〈対象が

真理値だけならば，ただ二個の対象だけしか算術の対象が存在しないことになるからだ。〉

そこで導入されるのが関数の値域(Werthverl仰のである。これは， rr概念記法』出版以

来の，論理体系としての概念記法への最大の補足である，とプレーゲ自身が語るものであ

るくGGAI�9 )。これにより，アーギユメントの領域が拡張される。 r関数争〈さ〉

と関数ψ〈芝〉がすべてのアーギユメントに対して同値となる丁度そのとき，関数争の値

域'ε争〈ε〉と関数?の値域'ε\lf(ε〉は同一である」としてF値域は文脈的に定義

される(GGAI�3)。関数が概念〈その値が常に真理値であるーアーギユメント関数〉

であるとき，値域は概念の外延と同一視される。法員IJV:

'εf (ε〉ニ 'αg (α) ='v'x (f(χ) = g(x )) 

は，この値域の定義であり，値域の同一性の基準を与える(GG A 1 � 20， � 47)。それ

は同時に関数のある種の対象化と読め否。 r同一性の一般性を値域の同一性に変形する」

というフレーゲの言葉は，関数の同一性の，対象の同一性への還元くすなわち関数ないし

概念の同ーというそれ自身第二階の概念を対象問の同一性という第一階の概念へと還元す

ること〉と受け取れる。対象と関数の区別が，こういう形である種の相対化を被る。(数

が存在論的にどのような身分を持つものであれ，数を主題化することが数を対象として扱

うことを要求するのと同様に，関数を主題化するー一一例えばその同一性を問題にする一ー

とき，関数をある形で対象化せざ、るを得ないからである。〉

対象と関数の区別を相対化して，関数の同一性を対象の同一性に帰着させることは，言

わば縦の方向での「対象の一元化」であるのに対して，横の方向での一元化，値域がそも

そも何であるか，すなわち，

ç = 'εf (ε〉

で“主"に値域以外の，文も含む固有名が代入されたときの値は何か，真理値と値域はど

う違うか，という問題も，値“das Wahre" (これをく真〉と表記する〉を水平線関数の

値域.
，

ε〈一一ε〉と同一視し，値“das F a 1 sche" (これをく偽〉と表記する〉を

'ε〈ε= -， 'v' x( x = x ) ) と同一視するという便法によってひとまず解かれる(GGA
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1 � 10 )。

2.意味(B edeutung)の確保

きて，このような，国有名と文の同化，真理値と値域の同化に裏打ちされた「対象の一

元化」を背景に，

「正しく形成された名前は何らかの意味(B edeutung)を持つ」

という指導原理(GGA 1 �28)が実際に成り立っていることの説明が， Ir基本法則.n 1 

� 3 1でなされる。�3 1での説明の基礎にあるのは，� 29での(i)名前の意味獲得の

規約と，� 30での(i i)名前の構成方法である。

(i)名前の意味獲得の規約は5項目に亙って述べられる。(GG A 1 � 29) 

①固有名〈対象名〉が意味を持つのは，(a) 1アーギユメント第一階関数を表す有意

昧表現のアーギユメント座にその固有名を代入した結果である固有名が意味を持ち，

かっくb)2アーギユメント第一階関数の有意味表現のアーギユメント座の一方にそ

の固有名を代入した結果が1アーギユメント第一階関数の有意味表現となる場合で

ある。

②1アーギユメント第一階関数名が意味を持つのは，有意味な固有名をそのアーギユ

メント座に代入した結果である固有名が有意味である場合である。

③2アーギユメントの第一階関数名が意味を持つのは，二つのアーギユメント座にい

ずれも有意味な固有名が代入された結果である固有名が有意味である場合である。

④第二種のアーギユメント(すなわち1アーギユメントの第一階関数〉をーっとる第

二階関数名が意味を持つのは，1アーギユメントの第一階関数が有意味であるとい

う事実から， それを当の第二階関数名のアーギユメント座に代入した結果である固

有名が有意味であるということが帰結する場合である。

千
⑤第三階関数名“-----......r-- μ日〈千(ß))"が意味を持つのは，第二種のアーギユメントを

f 

持つ第二階関数名が有意味であるという事実から，“�ー μ日(f(ß))"のアーギ

ユメント座にその第二階関数名が代入された結果である固有名が有意味であるとい

うことが帰結する場合である。

この規約には明らかに循環が見られる。というのは，①で固有名〈対象名〉の有意味性が
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確保されるのは，それが関数のアーギユメント座に代入された結果である固有名が有意味

であるという形で関数の有意味性を前提としているのに対して，②，③での関数の有意味

性は逆に固有名の有意味性を前提しているからである。プレーゲの意図としては，これら

の規約が持つ循環性は， 明らかに有意味な固有名や関数名を基本的な有意味表現として確

保することによって解消できるものである。ただし，これらの規約は，プレーゲにとって

「意味を持つことJ r有意味性」の定義ではない(G G A 1 � 30) 0 (もしこれらの規約

を， [i'基本法則』の体系の， 文法的に正しく構成された表現がすべて有意味であることの

帰納的定義と見なし得るとすれば? その基底が与えられねばならない。以下で見るように，

それは可能であるとプレーゲは考えた。〉

もう 一つは， (i i)名前の構成方法である。これには 二通りあって，第一の方法は，関数

名のアーギユメント座に名前を代入する方法である。例えば，

[AJ固有名は，

(1)固有名と1アーギユメント第一階関数名からか，または

(2) 第一階関数名と1アーギユメント第二階関数名からか，または

(3)第二種のアーギユメント(=1アーギユメント第一階関数〉を持つ第二階関数

名と第三階関数名から，構成される，

といった具合である。関数名も同様に構成される。第二の方法は，固有名 〈文〉から，そ

の構成要素である名前を按き取ることによる。例えば，“ム =ム"から“ム"を抜いて“

ご= ç"を構成する。このようにして行われる名前の構成に際して，既存の名前から新規

の名前へと有意味性は伝達されると考えられるから， [i'基本法則』第I巻� 3 1で実際に

示されることは，原始的関数名についての有意味性を示すことである。原始的な名前とし

て考察される関数名は，次のものである:

第ー階関数として，

水平線: “ - .;" 

否定: “ .;"

記述: “\ .; " 

条件法: τ ; "

同一性: “ご= と "

第二階関数として，
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全称化: “V'xφ(x) " 

値域: “ 'εφ(t:) " 

第三階関数として，

〈二階の〉全称化: “V'fμ日(f (日) ) "。

この最後のもの，つまり第二階の量化を含む関数名については，第一階の量化を含む

“V'xφ(x) "の場合と同様であるとして，取り立てて説明がない。ここに， フレーゲ

の第二階量化への無関心が典型的に現れている。

3. パラドクスの起源

ダメツトによれば，以上のようなプレーゲの意味 =言語システムと，彼の第二階量化へ

の無関心との結合が，矛盾を誘い込む直接の原因である(5) 。第二階量化の有意味性につ

いてのプレーゲの説明はこうである(G G A 1 � 25) : 

fQ ß (φ〈日))を第二種アーギユメント[= 1アーギユメント第一階関数]を一つ

持つ第二階関数とし，そのアーギユメント座が“φ"で示されるとせよ。そのと

き，V'千Qβ〈千〈日))が真となるのは，すべての適正なアーギユメントに対して

われわれの第二階関数の値が常に真となる場合である。 J

第二階量化子の出現の予備段階として， 一つ以上の第一階関数名を文から抜き取って第二

階関数名を形成する必要がある。そのようにして形成される第二階関数名が常に意味を持

つということは，アーギユメント座に第一階関数名を代入したとき，そのすべ士ゐ場合に

おいて，その結果が意味を持つということ，に外ならない。しかし，任意の第一階関数と

いうとき，第二階の量化が無制限に入り込んで来る余地がある。ここに，誤りの根，パラ

ドクスの起源がある。事実， ダメツトが， ラッセルのパラドクスと類似した矛盾がこれに

よって生じることを示している(6) 。それを再構成すると，以下のようになる。

いま，第二階の量化を含む有意味な関数名 h (と〉を取る:

h (芝): V'f (ぎ-
，ε 千 〈ε〉コ 千(.;)).

これに関連して，第二階の関数名:

'εh (ε) = 'εφ(ε〉コφ(，εh (ε)) 

を取る。この(2) の第二階の量化 文を作る:

V' f ( ，εh (ε) = 'εf (ε〉コf ( ，εh (t:)). 
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(3)が意味を持つには，(2)のアーギユメント座“φ"に任意の有意味な第一階関数 を代

入した結果が有意味でなければならない。そこで， (1)の h (�)で(2)の“φ" を充た

す:

'εh (ε) = 'εh (ε〉コh ( 
，

εh (ε)). -・・(4)

(4)の先件 'εh (ε) = 'εh (ε〉は常に成り立つから， (4)は次の(5)と同値にな

る:

h ( 
，

εh (ε)). ……(5) 

言い換えると，(3)の有意味性は く5)の有意味性に依存する。ところが，(5) を (1)によ

って元に戻すと，

h ( 
，

εh (ε)) 

V f ( 
，

εh (ε) = 'εf (ε〉コf( 
，

εh (ε)) -・・(6)

となり，(6)はくのそのものとなる。こうして，(3)の有意味性は (3)自身の有意味性に

依存する。ここに，有意味性の循環があり，有意味性の独立した保証が消失する〈 一一一ち

なみに， h (と〉の代わりに， gくと): V f (と-
，

εfくと〉コï f (�))を取ると

基本法則Vからラッセルのパラドクスが導かれる。〉

こうして， Il'基本法則.n 1 � 3 1は「無矛盾性の証明」に失敗している{ワ〉 。実際， フ

レーゲにとっては，基本法則から作られる文 (国有名 〉は， 当然，すべて値〈真〉を意味

する筈であった。そして， 推論規則は有意味性 を前提から結論へと伝達するから，残る課

題は，文を含むあらゆる名前の有意味性 を確保する，というGGAI�31での「証明」

であり，このことに成功したら「無矛盾性Jが確保される筈であった くもちろん， 明から

さまにフレーゲがこの�3 1で「無矛盾性J を主題としている訳ではないが， インプリシ

ツトにそのような含意がある，ということである 〉。

では，第二階の量化子の出現を除く，第一階の量化子にのみ関わる言語断片については

どうか。確かに，ラッセルのパラドクスがそのままの形で発生することはなく，従って無

矛盾性は確保できょう(B) 。しかし，� 3 1の説明は，値域に関わる同一性関数名の意味

決定について，なお不備が残る。プレーゲは，彼の形式言語の対象領域 を循環なしに明示

的に特定するということ を結局はなさないままで，値域の聞の同一性条件〈基本法則V)

を、定めているように思われる。ところで，値域の同一性:

'εf (ε) = 'αg (α) 

の真理値は，そこに現れる関数に関わる〈第一階の 〉普遍量化文:
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V x (f (χ) =g(x)) 

の真理値に依存す否。この後者の文の真理値は， 領域のあらゆる要素の名〈その中に値域

名も含まれる 〉 を，関数名 fくさ)， gくと〉のアーギユメント座に代入した結果の真

理値に依存する。その際，それらの代入結果は，

f ( 
，

α('εh (ε) = 'εj (ε， α))) 

のような，より複雑な値域間の同一性文 を含み得る。それゆえ，プレーゲの規約は十分に

基礎づけられてはいない，と言わねばならない。なぜなら，同一性の文の真理値が複雑さ

のより少ない名前と文の意味にのみ依存している，とは解釈できないからである。こうし

て，第一階の量化のみ を含むプレーゲの部分システムは矛盾 を免れているが， r無矛盾性

の妥当な証明」 を欠いている。

このような形で， Ii'基本法則JJ 1 � 3 1の不成功は，そこに到るフレーゲの論理的意味

論(哲学的論理学 )， ひいては論理主義のプログラム を含む彼の全哲学の枠組を疑わしめ

るに十分であったのである。
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多再1 0主主主 プレーゲ]之え千愛Gコま寅来事イ本完ミ乙こてコし、て了

はりめに

アリストテレス以来，論理学は，妥当な推論をそうでない推論からどのようにして区別

す石のか，ということを中心的研究課題としてきた。 プレーゲ以後現代に到るまで，妥当

な推論はいくつかの論理的な演鐸体系として整備されており，それらの特徴づけも種々の

観点、から行われている。 本章の目的は，フレーゲの方法との比較において，プレーゲ以後

の代表的な論理的演緯体系を概観し，それらの相互関係，論理体系としての役割，それの

持つ哲学的含意等を簡潔に要約することである。 以下では， 四つの演緯体系，すなわち①

フレーゲ&ヒルベルト流体系，②自然演鐸，③連式計算，および④タアロー・メソッドを

取り上げる。 そして最後に〈第4節)，フレーゲの体系に見られる連式計算的要素に触れ

る。 フレーゲ&ヒル代、ルト涜体系は，プレーゲに由来し， ラッセル，ヒルベルト等によっ

て継承された公理体系という形での演鐸体系であり，真理としての論理法員IJを組織的に導

出することで特徴づけられる。 自然演緯体系( natural de duction syste m)はゲ、ンツヱン

に由来し，主として数学にインフォーマルな形で現れる推論形式をそのまま「自然な形で」

採集することを意図して作られた体系である。 連式計算( seque nt calculus)もゲンツェ

ンに由来し， r主定理Jと呼ばれるメタ定理により，無矛盾性証明といった多くの数学研

究〈または数学基礎論〉に応用される体系である。 ダブロ-・メソッドは連式計算と解釈

上の密接な関連をもっ直観的に見通しの良い体系である。 乙れらの体系はそれぞれの特徴

と目的に応じて一長一短があり，一概に優劣をつけることはできない(1 )。 以下，本章で

は歴史的考察は必要最小限に抑え， もっぱら体系的に〈主として構文論的観点から〉これ

らの演縁体系の考察に焦点を絞る。

よって，本章の記述は，フレーゲに直接に関わる内容から大幅に離れる部分を持つが，

しかし，その目的は，あくまでも，本論文第E部，第2，3章で論じた，プレーゲの「公

理体系として論理体系を展開する」という方法と，それ以外の方法を比較する，というこ

とにある。
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1 . フレーゲ&ヒノレベルト流体系

1. 1 公理体系

フレーゲに始まり{2〉，ヒルベルトにより整備された(3 )体系 (これを「プレーゲ&ヒ

ルベルト流体系」と呼ぶ〉の中心概念、は， r証明可能性( provabi1 ity) J (または「導出

可能性J r定理性J )の概念である。 プレーゲが論理を真理の公理体系として捉えたこと

と， r算術の真理は論理的真理である」という彼の論理主義の主張とは密接に関連してい

る。 この体系は，まず? いくつかの整式 (we ll-formdformula)を公理として定めF定理

を，公理を含み一定の証明規則(4)の下で閉じている整式の最小集合とすることにより，

定式化される。 証明規則は前提から結論ヘ移行する推論パターンという形式を取るが， 前

提が仮定に依存するということはない。

古典命題計算CPC (三lassical �ropositional �alculus)の公理系の一つは次の

公理図式( axiom sche mata)により与えられる:

(A 1 ) φコ〈ψコφ〉

(A2 ) (ψコ (ψコe ))コ((φコψ〉コ〈φコe )) 

(A3 ) (-，ψコ「φ〉コ〈ゆコψ〉

ここで，φF ψ自体が整式であるから，三つの公理があるのではなく三種類の無限に多く

の公理があることになる。 証明規則はモドゥス・ポネンス (MP ): rゆコψおよびゆが

定理ならばψも定理である」である。 このとき，定理の明示的定義はこうなる:

1 . すべての公理は定理である，

2. φコψとφがともに定理ならば，ψも定理である。

上で与えられた公理系をFCPCと呼ぶ〈‘F' はF regeに由来〉。 メタ変項φ，ψ，

Oの代わりに文変項PO，Pl，P2，… に対して(Al) - (A3)の公理を書けば三つの

公理を定めたことになるが，次の代入規則が付加されねばならない。

代入規則:定理中の文変項への整式の代入の結果は定理である。

‘トφ' を「φはFCPCの定理である」と読むと，MP(モFゥスイネンス〉は

トφコψ

トψ

トφ
(MP ) 

と表せる。 FCPCでの「証明」は，根に証明される式〈つまり定理 )，枝〈出発点〉に

公理を持ちMPに統御された樹形図となる( 5 )。 プレーゲ&ヒルベルト流体系の欠点のー
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つは，証明を遂行することが一般に煩雑だということである。 もし枝〈出発点〉に任意の

整式を仮定することが許されるならば，証明は容易になる。 いま，Dが，出発点にφ1，

φ2，…，φH を持ちMPによって統御され終式としてφ老持つ整式の有限樹形図のとき，

Dは， í仮定φ1，φ2，…，φH からのφの証明」と言われ，

φ1， φ2， φkト φ

と書き表す。

1 . 2 演縛定理

仮定からの証明の概念は，仮定の集合〈無限集合でもよい)['と整式との問の帰結関係

(consequence relation)として拡張され，次のように表現される:

「トφ o ある{φ1，…，φk} ç ['に対して，φ1，…，φuトゆ.

この概念について，�寅鐸定理と呼ばれるメタ定理が成り立つ。

j寛得定理(deducti on theorem): [' ，ゆトψ ならば 「トφコψ.

この定理の証明〈正確にはメタ証明〉は，仮定['，φ〈正確には[' u {ゆ}であるが， こ

のように略記する。 以下向様。〉からのψの証明Dに ‘φコ'変形を施した ‘φコD'と

いう傑証明樹が，公理(A1)， (A 2) ， MPによって，仮定「からのφコψの証明に

常に改変できることを示すことにより実行される(6 )。 このような証明が一般的に行われ

得るのは，プレーゲ&ヒルベルト流体系の「証明」における式変形がMPただ一つに統ー

されているからである。 すなわち，演鐸定理が成り立つのは， r仮定の集合からの帰結関

係」が「仮定からの証明」により導入され，かつ，

(1) (A1)と(A2)が公理図式であり，

(2) MPが唯一の証明規則である，

という条件が成り立つような， 乙のタイプの任意の体系である。

乙の第二の条件が重要であることを確認するために，演鐸定理が成り立たないか， また

は成り立つとしてもFCPCのように直接的な仮定からの証明によっては，任意の集合か

らの帰結関係が導入できない場合を考察しよう。 証明樹が仮定からの証明樹へと拡張され

るときに生じているのは，MPが「証明規則」から「推論規則」へと事実上変換されてい

るということである。 というのは， rトゆコOと， ムトゆから， ['， ムトθが許されるか

らである。

そこで，様相命題論理S4を考える。 これは，FCPCに文演算子 ‘口' と〈‘&' を

φ&ψ=def. -， (φコ「ψ)として定義)，以下の公理図式・証明規則を追加して得られ

-222-

る:

(A4) 口φコφ

(A5) 口〈φコψ〉コ〈口φコ口ψ〉

(A6) 口φコ口口ゆ

必然化(Nec) トゆ

ト口ゆ

もし仮定からの証明をMPとNecにより統御された証明樹であるとすると，先のMPの場

合と同様に，証明規則Necを，

「トS4 φ

「トS4 口ゆ

という推論規則に変換することになる。 しかし，この規則は，演緯定理を認めるとすると，

S4の通常の意味論に対して健全ではなくなる。 というのは，

φトS4 φ
(Nec) 

φトS4 口ゅ
〈演鐸定理〉

トS4 φコ口φ

として，φコロφというS4での非定理が導かれるからである。 そこで，このような難点

を避けるため，いまの場合，仮定からの帰結の関係は，

rトS4 φ {:;I ['におけるいくつかのφ1，…，φμ に対して，

トS4 ゆ1 & … &φkコゆ

という形で定義し直される。 このやり方で仮定からの帰結の関係を導入すると，FCPC 

で仮定からの証明を導入する皇道0)欠点が残る。 なぜなら，S4での仮定からの帰結の関

係は， í証明可能性」によって定義されているから，それに伴う欠点をすべて持ち越して

いるからである。 しかし， ‘ト' に対する演鐸定理は成り立つ。 というのは， F C PCで

φ&φ1 & …&φkコψ が証明可能であるのは，φ1& …&φh コ〈φコψ〉が証明可

能であるとき，かっそのときに限るからである。

1 . 3 述語論理

次に，等号っき古典述語論理〈量化計算)CQC= (C lassical Quantification 

三alculus �ith identity)で演鐸定理が成り立つ場合を考察する。 ここで，普遍量化子

‘'f;f' を原始記号とする。 整式ψがφの一般化(genera I i za t i on)であるのは，いくつか

の変項X1，…，X kに対してψが V XI…V Xkゆ となるとき，かっその時に限る〈
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k=Oも含む )。公理シヱーマは次の8個である。

(Q 1 )ー (Q3) =def. (A 1)一(A3)の事例の一般化

(Q4) Vxφコゆxt{守} ……ここでtはφのxに代入可能な( B) 項

(Q5) Vx (ψコψ〉コ (VxφコVxψ〉

(Q 6) φコVxφ ……xがφで自由には出現していない場合

(Q7) x=x 

(Q8) x=yコ〈φコφI ) ……φが原子文で，φ'がφ中の0個以上のx

をyで置き換えてφから得られる式である

つては本質的である。また，これにより言語の表現力が弱まった訳ではない。例えば，

ヨx (Px&VxQx )は禁じられるが，同じ意味を持つ ヨY (PY&VxQx )は認

められるからである。 ( 'PY&VxQx' のようにパラメータではなく変項が自由変項

として現れる表現を，以後，擬整式と呼ぶ。〉

1 . 4 直観主務命理と古典論理

ゲンツヱン流の体系に一層接近す石ために，以下のような等号っき直観主義述語論理の

ヴアージョンF I Q C= (‘ 1 ' は 1 ntu i t i on i st i cに由来)を考える。命題論理の部分

の公理図式は以下のものである:

場合 (Aコ1) 

(Aコ2 )

(A& 1 ) 

φコ〈ψコφ〉

〈φコ (ψコe ))コ((φコψ〉コ〈φコθ ))

φコ〈ψコ〈φ&ψ ))

MPは唯一の証明規則

この公理体系をFCQC= とすると，これに対して次のメタ定理が成り立つ。

メタ定理(一般化): xが「のいかなる整式にも出現していないならば，

「トφ =今 「トVxφ.

証明は，公理の一般化がふたたび公理であることと， (Q6) (Q5)を利用することに

より行われる(9 )。このメタ定理は派生推論規則である。MPのみを証明規則とする，

CQC= に対するこのタイプの体系【10)に対して，これと同値な多くの体系がある( 1 1 )。

ここで，次節以後の自然演鐸，連式計算の体系との関連をつける意味で， プレーゲ&ヒ

ルベルト流体系のゲンツヱン寄りのバージョンを考える。まず個体変項として，もっぱら

自由変項としてのみ現れる「パラメータJ (a， b， c，…〉と，束縛変項としてのみ用

いる「変項J (x， y， Z，…〉を明確に区別して，個体項 ( individual terms )を改め

(A&E i ) φ。&φ1 コφj (i=O， 1) 

(A v 1 j) φi コゆo Vφ1 (i=O， 1) 

(A V E) (φコθ〉コ((ψコθ〉コ〈φVψコθ ))

ここまでの公理図式で最小論理(Minimal log;c)が与えられ，{欠の公理図式 (A上〉を

追加することにより，直観主務命理( 1 ntu i t i on ; st i c I og i c)が得られる。

(Aj_) 上コφ

MP (モドゥス・ボネンス〉は〈命題論理の部分の〉唯一の証明規則であ忍。よって〈乙

の部分において )，演鐸定理が成り立つ。これに量化と等号に関する公理を付け加える:

(A V E) V xφコφxt

(Aヨ 1 ) φヘコヨxφ

(A= 1 ) a = a 

(A=E) a= bコ(φ\コφXb) ……ここでφは原子文であ忍.

さらに量化に関する証明規則を二つ加える:

(R V 1 ) トφコψ

卜φコVxψaH - r でパラメータ&はφに出現してはならな

て定義し直す( J 2)。論理記号として，&， v，コ，上，V，ヨをすべて用いるが，否定の

み「ゆ=def.世コ上 として ‘コ' と 4上' で定義する。整式は通常の仕方で定義される

が，量化子については次の定義文を用いる。

(*)ゆが整式， bがパラメータ，xがφに出現していない変項であるとき，

Vxφ'，ヨxφ'はともに整式である。 (ここで，φ'はφ中のすべての

， b ' の出現を 'x' で置き換えてゆから得られ石表現である。〉

①パラメータの導入と，②束縛変項を含む整式を再び同じ変項で束縛することの禁止，と

いう二つの変化は，同ーの変項が自由変項としても束縛変項としても現れることがないこ

と，およびいかなる変項も同ーの整式中で二度束縛されることがないこと，という結果を

もたらす。これ自体はプレーゲ&ヒルベルト流体系にとって重要ではないが連式計算にと

ψ
 

コ

仙山γ
一

AV

コ
一

X

φ
一

ヨ

ト
一

ト

、、ノE
 

ヨR
 

〆t、

三 ?でパラメータaはψに出現してはならな

(これらのパラメータは固有パラメータと呼ばれることがある。〉
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最後の二つの証明規則に付加されている条件は，これらの規則が健全であるために必要

である。卜PaコPa であるが，P aコVxPxは論理的に妥当ではないからである。

〈例えば，個体領域を「人間J ， ‘P' を「将棋の七冠王を取ったJ， 'a ' を「羽生名

人」と解釈すると反例モデルが作れる。〉また，(RVI)が証明規則であることが重要

であり，対応する推論規則にはそれ以上の制限条件が必要である。というのは，公理:

(Aコ1 )とMPにより，

公理を採る:

(A -， 1 ) (φコψ〉コ(( φコ「 ψ〉コ「φ〉

(A -， E) φコ(-，φコψ〉

本節で考察したプレーゲ&ヒルベルト流体系は，これを外から特徴づける際にある種の

単純さを持っている。例えば， r整式 」や「証明Jが帰納的に定義されるという単純な構

造を持っているため，超数学の算術化に適しているといった長所がある。

Pa ト VyQyコPa

が成り立つが，これから 2. 自約寅縛

Pa ト VyQyつVxPx

を導くことは許されないからである。( この場合も上と同機の反例モデルが作れる。〉そ

こで，仮定からの証明においてくRVI)を適用するとき必要な制限はこうである:

いま，Dを，公理でない式φ1，…，ゆh を出発点とする，ゆコψを導く仮定からの証明樹

とし，パラメータaがゆにおいて出現していないとき，

φコψ

プレーゲ&ヒルベルト流体系での仮定からの証明と演緯定理は，証明の構成に際してこ

の体系に伴う過度の負担を軽減しようとする工夫であった。これを，全く異なるタイプの

体系を作ることで一層徹底したのがゲンツヱンの自然演鐸の体系であ石( 14)。ゲンツエン

は「数学の証明に含まれる実際の論理的推論をできるかぎり正確に反映した記号体系を作

りたいJと書いている( 15)。自然演鐸の特徴は次の 二点に集約できる。第ーに，すべての

規則は基本的には証明規則ではなく推論規則であり，仮定から何が論理的に推論されるか

に関心の焦点があって，証明可能性( 定理性〉は仮定からの導出の極端な場合と見られる。

つまり，プレーゲ&ヒルベルト流体系が証明可能性を中心とした論理的真理の公理体系で

あったのに対して，自然演鐸は推論規則の体系である。第二に，結合子や量化子等の論理

的オベレータは，それらに対する対称的な(symmetric)二種類の規則ーーーすなわち，当該

オベレータを主要オペレータとして含む文が結論としてどう導かれるかを述べ石「導入」

規則と，当該オベレータから何が導かれるかを述べる「消去」規則一ーにより統御されて

い石。

φ1， …，φぉ

φコVxψax

がF 仮定φ1，…，φ恥 からのφコVxψaxの証明であるのは，パラメータaがφ1 ， .... ， 

φu のどの式 にも出現しない場合である。(RヨE)を仮定からの証明において適用する

ときも同様の制限が必要である。

これらの制限を伴うFIQCの体系では， 4φコ'変形( 1. 2節および註6参照〉を

用いて演縛定理が成り立つことが示される( 13)。

(RVI)は仮定の帰結関係に関する条件としても書くことができる。すなわち，固有

パラメータ&が「およびOに出現していないとき，

「 ト Oコψ ならば. 「 ト θコVxψax・

まず，直観主義論理の自然演鐸体系N I QC ( 'N' はnatural d eduction に由来〉

から考察を始め否。この体系は，以下の12個〈正確には12種類〉の推論規則を持つゲ、ンツ

ェンのオリジナルのNJのヴァリエーションである( 16)。

(RヨE)についても同様である。

以上の直観主義述語論理に，次のいずれか一方を加えると古典述語論理が得られる:

(DN) -，-，ゆコゆ ( 'D N' は二重否定doublenegationに由来〉 仙山γ
一

泊Y

一

&

AV

AV

 

〉

&

A

〈ロ只

則

規

規

入

の

導

定

の

仮

& &の消去規則(&E)

〈排中律〉 φv-，φ 

否定記号を原始記号とする場合，直観主義論理を特徴づける公理(A上〉の代わりに次の
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Vの導入規則(v1 ) φ ψ  

φvψ φvψ 

コの導入規則〈コI ) [φ] 

ψ 

上の規則J (上)

ゆコψ

上

φ 

Vの導入規則(v 1 ) φ 

Vxφax 

ただし，固有パラメータaは
φが依存するいかなる仮定に
も出現していない。

ヨの導入規則〈ヨ1 ) ゆxt

ヨxφ

〉の消去規則(VE) [φJ [ψ] 

ゆVψ 0 θ

。

コの消去規則〈コE)ゆコψ φ 

ø 

Vの消去規則(v E) Vxφ 

φヘ

ヨの消去規則〈ヨE) [φXaJ 

ヨxゆ 。

θ 

ただし，固有パラメータa
は，θが依存するφ二以外
の仮定にもθにもヨxφに
も出現していない。

NICQでは，整式の「仮定への依存」の関係が重要である。 規則〈コ1)(VE) 

(ヨE)において，結論は，直前の導出が依存していた仮定の総和のうちの，いくつかの

仮定にもはや依存しなくなる。 結論が依存しなくなる仮定は「解除されたJ(discharged) 

仮定と呼ばれるが， r解除」が生じたことを明示するために，解除される式を鈎括弧[ ] 

で囲んで番号を付け，その同じ番号を解除が生じた推論線の横にも付ける。 解除されてい

ない仮定は開いた仮定と呼ばれる。 すべての仮定が解除されたときの結論は「証明された」

整式である。 証明を作るために解除は権利であるが義務ではない。 例えば，導出:

[pJ 

p&p 

2 

[pJ 
(& I) 

〈コ1)1 
pコ(p& p) 

〈コ1) 2 

pコ(pコ(p& p)) 

- 2 2 8 -

で，二度出現した仮定pは，異なる推論 において別々に解除されている。 一般に，φコψ

を結論とする〈コ1)の適用において，φの形の仮定がすべて解除される には及ばない。

導出:

[φ] 
一一一〈コI) 
ψつφ

〈コI)1 
φコ(ψコゆ〉

における最初の(コI) においては，いかなる解除も生じていない。 乙の寛大さによって，

自然演鐸は適切論理(relevant logic)には適していない( I ? )。 同じ形のすべての仮定が

同一の場所で解除される必要はないゆえに，同じ形をした仮定のうち? 同一推論 において

解除される仮定の出現のみが同じ仮定のクラスに属する，としなければならない( 18)。

(v I )と(ヨE)の固有パラメータへの制限条件は，1. 3節での(R v 1)， (Rヨ

E)の場合と同様に，健全さを維持するために必要である。

2. 2 二つの体系の演緋旬開値性

自然演鐸とプレーゲ&ヒルベルト涜体系とは体系のスタイルの点で大い に異なっている

が，演鐸の効力と言う点では同値である。 直観主義述語論理においてそのことを確認しよ

う。 まず，仮定 φ1 ，…，φ』 から，あるいは仮定の集合「から，整式φが導出可能であ

ることを

φ1，…，φuトNφ あるいは 「トNφ

と書く。 フレーゲ&ヒルベルト流体系として， 1. 4節で扱ったFIQCを採る。 FIQ

Cの公理がすべてNIQCで証明されることは容易に確かめ得る( 19)。 そこで，F I QC 

で仮定から証明された整式がNIQCで同じ仮定から導出されることを示すには， 自然演

鐸の体系であるNIQCがFIQCの証明規則に関して閉じていることを示せばよい。 こ

れも容易に確かめ得る(20)。 よって，以下の〈メタ〉定理が成り立つ。

定理: f'卜F ψ =争 「トNφ.

この定理の逆も証明される。 その証明を行うには， f'トNφであるとして，φが1 2 個

のどの推論規則によって仮定「から導出されていても，F I QCで同じ仮定からの証明が

作れることを示せばよい。 それは，F I QCの公理と演鐸定理をうまく使うことによって

なされる(21)。 こうして，次の定理が成り立つ。

定理: f'トN φ ニ今 「トF ゆ.

- 2 2 9-



な最大式が生じることがある。 例えば，

θ 
(& 1 ) 

[φ] 

ψ 
一一一一〈コ1 ) 
φコψ

標準化定理3 2. 

これらNIQCでは(A) とくよ〉を除く10個の推論規則が導入と消去に分類され，

が対をなして互いに逆の関係にある。 これらの規則において，同ーのオベレータに対する

導入と消去の規則を連続して使うと，ある種の回り道をすることになる。 例えば，

(& I ) と(&E)を連続して使うと，
〈φコψ)& e 

(&E) 
φ 

〈コE)
φコψ

ψ 
(& 1 ) 

φ&ψ 
(&E) 

ゆ2

ψ φ1 

これを除去するために，上の導出をであるが，

や

〈φコψ) & e 

[φ] 

ψ 
一一一(コ1 ) 
φコψ

で最大式は

となる。 φ1とφ2 は出現を異にする同ーの整式であるが， ゆ2 を導くために必要な

(& I )を使用した直後に(&E) を使うことは回が既にφ1を前提している。φ&ψ 

り道〈つまりは無駄〉となる。 このように，同じオレベータに関する規則の導入と消去を

〈コE)
ψ 

連続して使用するときの中央の整式〈導入の結論，または消去の大前提〉は最大式(max i -

これらゆコψが生じる。 しかし，へと還元すると，新しい回り道が出来F新しい最大式
formula)と呼ばれる。 しかしこのような回り道は他の導出に置き換えることで取り

除かれる。 これは還元(reduction)と呼ばれる。 例えば，上の回り道は，

"H
 

UU
 
"H

 

の複雑さを比べると明らかに前者がより複φコψと〈φコψ)&θ 二つの最大式

雑である。 還元を行うと，たとえ新しい最大式が生じても，それの複雑度が元の最大式のcþ
l 

それより小さくなることが帰納法により証明できる。 よって，1.欠の標準化定理が成り立つ。コについてにより還元される。 &以外の他のオベレータについても同様である。 例えば，

theorem) 標準化定理(no rma I i za t i 0 n 

すべての導出は，一連の還元により最大式を含まない標準的導出に変換するこ

とができる(22)。

タルスキ一流の真理概念に基づく意味論に代わる，いわゆる「証明論的還元と標準化は，
:-

Aur---

的山T

φ 
(コE)

[φ] 

ψ 
一一一一〈コ1 ) 
φコψ

は，

意味論Jにおいて重要な役割を演じる。 ここで，証明論的意味論について論じる余裕はな
ψ 

これはウィトゲンシユタインの， ある文脈中での「使用」としての意味の観点に通いが，lま

じる興味深い洞察を含んでいる【23)。に還元される。 Vの場合，

自然寅縛の連式ヴァーヅョン2. 4 

乙乙で自然演鐸calculus)との異同を検討するために，自然演鐸と連式計算(sequent(φの導出のすべての場所
で，パラメータaをtで
置き換える。〉 1節参照) ，自然演繕の体系の連式ヴァージョンを考察する。 すでに述べたように(2.

a 
t 

ゆ a
t

\ノ

〉

E

I

V

 

V

〈
t

f
k

x

一

×

a

一

、
}ノ

一

φ
一

a
x

・φ
一

X
一

，φ

一

V
一

〈
では導出される整式がいかなる仮定に依存しているか，という「仮定への依存」の関係が

は

重要であった。 この関係を明示する形で推論規則を表現するのが，自然演鐸の連式ヴァ-
へと還元される。 こうして，すべての最大式は還元により除去され，回り道のない標準的

な証明に書き換えることができそうである。 ところが，最大式を取り除くことにより新た
ジョンである。 「を整式の有限集合，φを整式とするとき，連式は
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できる。このとき，例えば，(& 1 )規則は次のように表現される。

「トφ かつ ムトψ ならば， 1， ムトφ&ψ.

他の規則についても同様である(24)。ここで，仮定を増加することを認めるとする，つま

り

rトφ ならば， 1， ムトφ

を認めると，(& 1 )規則は，一般に，

「トφ 「トψ

「トゆ&ψ

. (※〉

(& 1 ) 

として，上の多種の仮定から一元化された仮定に依存する形に表現できる。というのは，

rトφから「仮定の増加J (※〉により， 1， ムトφ;他方， ムトψとく※)により，

1， ムトψ。新しい規則(& 1 )により， 1， ムトφ&ψ;こうして，上の元の規則は新

しい規則によって模倣できるからである。他の規則についても同様である。さらに，仮定

の規則を φ， 1トφ という形に一般化し，これをプレーゲ&ヒルベルト流体系になぞ

らえて「公理Jと呼ぶと，以下のような自然演鐸の連式ヴァージョンができる。

公理: φ， 1トφ

(& 1 ) 「トゆ

「トφ&ψ

(VI) :f'トφi

「トψ

「トφo Vゆ1 (1=0，1) 

〈コ1) : φ， 1トψ

(ーし〉

(v 1 ) 

(ヨ1) 

「トゆコψ

「ト上

「卜φ

「トφ

「トVxφa×

「トφxt

「トヨxφ

仮定の増加: 「トφ

1， /).トφ

「トゆ。&φ1(&E) 

「トゆi (i=O，l) 

(V E) : 1トφ〉ψ φ， 1ト0 ψ， f'ト0

(コE)

(v E) 

〈ヨE)

「トθ

「トφ

「トψ

rトVxφ

「トφ×t

「トφax

「トヨxφ

「トφコψ

〈乙こで，(V 1 )と〈ヨE)において固有パラメータ&は制限条件を満たしていると

する。〉

-232ー

この連式ヴァージョンにおいても，&， V，コ，V，ヨの各オベレータに関する規則は，

導入と消去の対称的な形になっている。(これに対して，連式計算の規則は，{欠節でみる

ように，導入規則だけから成る。〉

3.違式計算とタブ口一・メソッド

3. ， 達式計算

自然演鐸の連式ヴァージョンでは，消去規則がなお存在して 4ト' の右に位置している。

消去規則に対する全く異なるアプローチを採ることでゲンツェンの連式計算が得られる。

導出可能な連式:

φ，φ1， …，φkト0

を考え，この導出可能性を，仮定φ，φ1， …，φh からθへ到る導出樹が構成できるこ

とと解釈する。そして，この導出樹を，

φ，ゆ1，
D 
θ 

φμ 

とする。ここで，φは未だ解除されていない〈すなわち開いている〉。これの導出樹を，

(&E)を使って，

ψ&ψ 
一一一一(&E)

ゆ
D 
θ 

φ1， ψk 

に書き換えるくこ乙でφは仮定からは消え�)。すると，連式:

φ&ψ，φ1，…，φkト0

が導出可能となり， 上の解釈に従うと，規則:

ゆ，f'ト0

ゆ&ψ，f'ト0

が健全な証明規則となる。これは，(&E)により正当化される。よって，(&E)を新

しい形で構成し直したことに外ならない。同様に，規則〈コE)を

「トφ ψ， f'トθ

φコψ， 1トθ

-233-



この体系がカットなしの直観主総車式計算〈これをISで表す:l_ntuitionistic Sequ・
という健全な規則として構成し直すことができる。なぜなら，

引のである。連式:1→φがISで証明可能であるのは，出発点がすべて公理であり，上ψ， r r 

の規則により統御された証明樹が構成されるとき， かつそのときにかぎる。連式「→φが。およびφ 

ISで証明可能であることを
という導出樹が与えられているならば，

「→φトIS

で表す。

「
:

AV
 〈コE)

φコψ

主定理2 3. 「ψ 

さて， 連式計算と2. 4節での自然演鐸の連式ヴアージョンとの関係を考えよう。まず，

トIS1→φ ならば，
自然演鐸の連式ヴアージョンで

。
「トゆが導出可能である……(*)

〈ヨE)について('VE) ， 
がくコE)により正当化されるからである。規則(vE) ， 

「→φのISにおける証明の長さに関する数学的帰納法による。〉

この(*)の逆も成り立つ。いま，ゲンツヱンが導入した次の規則(CU T)を考える。

〈証明は，

も間半援である(25】。

「→θφ， 「→φこうして，消去規則を 6ト' の左辺への導入規則と見ることができる。ゲンツエンのオ

リジナルの連式計算の記号‘→' にならって， 以後， 連式を

ごれは自然演鐸での消去規則をある意味で模倣する規則である(26)。いま，

「→0
(C U T) 

「→0

IS+ =IS+ (CUT) 
このとき， ゲンツ。は整式である〉。「は整式の有限集合，と書くことにするくここで，

とすると，エンの連式計算の公理と規則は次のものとして与えられる。

で→ø〈増)「→φ〈公理〉φ， 「トφが自然演鐸の連式ヴァージョンで導出可能ならば，トIS+ r→φ. 
「→φム，

が証明できる。そこで，ゲンツヱンの主定理:
「→θψ， 「→0φ， (&→〉「→ψ〈→&)1→φ 

rc UTは消去可能である」
「→0φ&ψ， 

が成り立つならば，
r→0 ゆ&ψ，「→φ&ψ

「→0ψ， 「→0(v→〉φ，「→ψ(→v) r→ゆ ならばトIS1→ゆトIS+ 1→φ 
「→0ゆVψ，「→φvψ「→φVψ となるから，上の(*)の逆が成り立つことになる。

「→Oψ， (コ→) r→φ 「→ψ(→コ〉ゆ， ところで， 自然演鐸にとってカット(CU T)はどのような意味を持っか。カットは，
「→0φコψ，「→φコψ 乙の移行は(コ1 )と〈コ「トψへの移行を許す。から，「トψφ， および「トφ

E)を連続して行うことにより実現する:
「→0ゅ×t，('V→〉〈→'V) r→φ 

ただし， aは「に
出現していない。 「→O'Vxφ， r→'Vxゆ~ 「トψφ， 

〈コ1 ) 「→θφxa， (ヨ→〉
「トφ「トゆコψ〈→ヨ) r→ゆ×t

(コE)「→θヨxφ，

が生じている。また，導出樹の構成という観点からカツ

「トψ

φコψここに，新しい最大式
ただし， aは1，
Oに出現していな

「→ヨxゆ

r→上くよ〉

い。「→0
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「→φ
(--，→〉

「φ，

‘--，' に関する規則として，

φ， ['→ 
〈→--，)

「→「φ

を採用し，

「'
:・ψ-

AV
 

pi
---

AV
 

トを見ると，

「→および
および

この新しい定式化をI S I とする。を追加する。から，

新しい形式での連式:r→ムの解釈について考える。「のすべての要素が真であるとき

hi
 ':・

ψ

hi
---

Aψ
 rのすべてのr→ムは妥当であると呼ばれ，ムの少なくとも一つの要素が真であるとき，

「→ムは反証可能であるムのすべての要素を偽とすることができるとき，要素を真とし，

と呼ばれる。これに対応して，規則についても二つの解釈を考えることができる。規則:を作ることを許すものと解することができる。このとき，φは新しい最大式となっている

S2 SI こうして，カットのない連式計算の導出は，最大式のない標準的導出のみ可能性がある。

S (*)の逆により，から成る自然演縛の導出に対応する。自然演縛の導出が標準的ならば，

「もし連式SIとS2がともに妥当であるならば，連式Sも妥当である」といにおいて，その導出はカットのない連式計算ISで証明されることになる。すると，主定理を証明す

または「もし連式Sが反証可能であるならば，連式SIう解釈が可能であるとともに，ることが，自然演鐸と連式計算の同等性を示すのに好都合であることが分かる。

S2の少なくとも一方が反証可能であるJという解釈も可能であ石。この第二の解釈が成ゲンツヱンの主定理の証明は，より複雑なカットをより単純なカットへと還元する一連

り立つことを上の1 S I の(--，→〉と〈→--，)について確認しよう。まず(.→〉である。の手続きを示すことから成る。例えば，

「φと「をすべて真とすることがでが反証可能ならば，→
 

「:.φ， 結論(下の連式)
「→0

(&→〉
「→θ

φ， 「→ψ「→φ
〈→&) :['→ φを偽にし得る。よって，前提〈上の連式〉「の要素をすべて真，きる。よって，

ゆ&ψ，「→ゆ&ψ
ψが反証可能となる。次に(→.)である。結論:['→「φが反証可能とする。すると，(C U T) 

「→θ
「φを偽とすることができる。よって，φと「をすべて真とすることがで「をすべて真，を，

が反証可能となる。「→きる。よって，前提:φ，
(C U T) 

「→0φ， 「→φ

(.→) I S' での ‘--，' についての規則〈→.)ここで，古典論理に対応させるため，「→θ

を各々一般化して，へと置き換える。上のカット式φ&ψよりも，下のカット式φがより単純にものになって

このような洞察が基本となっいる。実際の状況はこれほど簡単なものばかりではないが， 「→ム，φ「→ムゆ，

「→ム「φ，「φ「→ム，ている(27 )。

とする。すると，各規則の結論〈下の連式〉の反証可能性の必要十分条件が，少なくとも古典論理の違式計算3 3. 

一つの前提〈上の連式〉の反証可能性であるような，連式体系を構成することができる。さて，古典論理に対する連式計算を考察するために，連式を ‘「→ム' という形で表現

このとき，公理は反証可能ではあり得ない。また一般に，規則の前提の複雑さの度合いはムは空でないとする。する。ここで，先件「は後件ムとともに整式の有限集合であるが，

その規則の結論より〈量化子に関する規則を除いて)低くなる。よって，結論の反証可能「→{φ}の代わりに「→φと略記する。と書く。また，'['→ ムが空のとき，

このような連式体系をより筏雑さの低い反証可能性の条件によって表現され得る。性は，これをこれまで1 S (直観主義連式計算〉では 4上' を原始記号としたが，ところで，

CSは以下の公理と推‘C' はclassìcalに由来〉と呼ぶ。
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CS (古典論理連式計算:

論規則から成る:

〈否定〉を原始記号とすることができる。そして，規則〈上〉の代わりに

- 2 3 6 -

落として '.'



公理 ゆ， 1→ム，φ

〈→&) 1→ム，φ

F&: T&: 

「→ム，ψ (&→〉 φ，ψ， 1→ム 的VF
 

・ψ
一

'

ψ
一

ψ

&
一

S

V
一

F

AV
-

-J

Aw-
-

'
 

F
一

φ

F
一

世

'一

F

'一

F

S
一

'

S
一

'

s

s

 

TV: r→ム，φ&ψ φ&ψ， 1→ム FV: 

〈→V) 1→ム，φF ψ

「→ム，φvψ

(→コ〉 ゆ， 1→ム，ψ

(V→〉 φ， 1→ム ψ， 1→ム

φVψ， 1→ム Fコ:

〈コ→) 1→ム，φ ψ， 1→ム

ψ
一

ψ

コ
一

F

AUF
--

，
 

PA
一

AV

'
一

小i

S
一

'
QU
 

Tコ:

「→ム，φコψ

(→-，) φ， 1→ム

φコψ， 1→ム

(-，→) 1→ム，φ S， Tφ 

FV: S， FVxφ 

S， Fφ 

TV: S， TVxφ 

F-': S， F-，φ 

S， Tψ&ψ 

S， Tφ， Tψ 

ψ

ψ

 

小i

小A

ψ
一

'

ψ
一

'

V
一

S

コ
一

S

Aw-
一

ーー

AW
一

ーー

T
一

世

T
一

φ

F
一

T

'一

F

S
-

'

S
一

'

円b

qu

T-': S， T-，φ 

S， Tφxa 
ただし， aはSに出現し
ていない。

これらの規則のうち，枝分かれする規則(F&)(TV) (Tコ〉は，反証条件の可能な

選択肢の存在を示しており，探索においてはそのすべての選択肢が調べられねばならない。

整式φのタブローによる証明は，樹の頂点が{Fφ}であり，すべての枝が閉じている形

での，記号づけられた式の有限集合から成る有限樹である。

より簡便なタブローは，樹の節を記号づけられた整式の集合ではなく，整式そのものと

することによって得られる。 まず，頂点の節: {Tφ1 ， .・.，T砂川Fψ1，…，Fψm }を

縦方向に，

「→ム， ïφ 「φ，r→ム

(→V) 1→ム，φ S， Fφxa 
ただし， aはSに出現していない。

Fヨ: S， Fヨxφ Tヨ:

S， Fヨxφ，Fゆヘ

(V→〉 φXt， 'Vxφ， 1→ム

「→ム，Vxφ~ ' 
ただし， aはr，ム 'Vxφ，r→ム

に出現していない。

〈→ヨ) 1→6，ヨxφ，φ×t 〈ヨ→〉 φ， 1→ム

r→ム，ヨxや
'レ同九

Y4・'出
守」

ム
ム

→

' 

r
r
 
半J民

a
x

nd
o
 

AV

'い

x
し
な

ヨ
だ
い

た
て

3. 4 タブ口一 ・メソッド

最後に，カットなし連式計算の完全性証明の研究から1950年代に， Beth ， H i n-

t i kka ， K anger ， S chütteによって独立に発見されたタアロー・ メソッドくまたは意味

論タプロー)を考察する(28)。 まず，(欠の定義から始める。

定義:φが整式のとき，Tφ，Fゅはともに記号づけられた整式である。

ここで意図されている解釈は，Tφが「φは真であるJ ， Fφが「φは偽である」という

ことであり， csでの反証可能性を徹底することである。 こうして，連式{ゆ1，…， 

ゆ� }→{ψ1，…，ψm }は記号づけられた整式の有限ヲIJ : Tゆ1 ，…， TφloFψ1 ，
…

， 

Fψmへと変換される。 csでの規則は上下が逆転した形で再解釈され，新たな導出は反

証可能性解釈の体系的探索となり，枝分かれする規則は解釈の複数の選択肢ということに

なる(29
)。 探索は樹状の形に表現され，探索に成功した場合，連式の妥当性に対する反証

が得られたことになり〈30)，探索樹が閉じられて反証可能性が存在しないことが判明する

場合，元の連式の妥当性が示されるは1)。

Tφ1 

Tφh 
FψI 

Fψm 

と害き，以下の規則を使う:

Fφ&ψ 
./ ............ 

Fφ Fψ 

タブロー・ メソッドの体系Tの規則は以下のものである(‘S' は記号づけられた整式

の有限集合である〉。
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S， TV xφ， Tφ×t 

S， Tヨxφ

Tφ&ψ 

Tφ 
Tψ 

TゆVψ
./ ............ 

Tゆ Tψ



ただし， aは枝で新しい
Fφxa パラメータである。

Fヨxφ

Tゆxt

例として， V' X (φvψ〉コφVV'Xψ〈ここで ゆにxは出現していない〉を，この最

後の方式でのタブロー ・ メソッドで分析しよう。

ï (V'X (ゆVψ〉コφVV'Xψ〉

V' x (ゆVψ〉

ï (φVV'xψ〉

「φ

ïV'Xψ 

「ψxa

ゆVψ×a
/'" " 

ゆ ψ×a

二つの可能な枝がともに矛盾を含んで閉じているので，反証は不可能である。 よって，

V' x (φvψ)コφVV'Xψ は妥当であることが証明された。

こうして，連式計算から示唆を得て発麗したタブロ- ・ メソッドは，反証可能性による

整式の妥当性，非妥当性の判定方法を提供する。

Fφコψ

Tφ 
Fψ 

Tφコψ
/'" " 

Fφ Tψ 

Fïφ Tïφ 

Tゆ

FV'xφ 

Fφ 

TV'xゆ

Fφxt 

新
メ
る

で
ラ
あ

枝
パ
で

は
い
タ

a
し
一

AV
 

x

xa
 

ヨ

φ

中i

ml

これにより， 簡潔な探索樹が得られる(32)。

さらに簡潔なタプローを得るには， ‘Fゆ' を ‘「φ' に， ‘Tφ' を ‘φ' に変換す

ることで， 記号づけられた整式の規則に替えて，通常の整式の分解規則を定めることであ

る。 すると上の規則は次のようになる。

ï (φVψ〉

「φ

「ψ

φ&ψ 

φ 

ψ 

φVψ 
/'" " 
φ ψ 

4. フレーゲの体系の連式計算的要素

ï (φ&ψ〉
/'" " 

「φ 「ψ

ï (φコψ〉

ゆ

「ψ

φコψ
/'" " 

「φ ψ

本節では， フレーゲの『算術の基本法則』の論理体系の中での連式計算的要素を探る。

本来のプレーゲの論理体系は公理の体系であるが，証明を構成し易くするために，プレー

ゲは多数の派生推論規則を認め， そこでのメタ法則を利用することを考えている(33)。 そ

こに，プレーゲの連式計算的発想の根を認めることが可能である(34)。

そこで，われわれは第一階述語論理の部分にかぎって， その点を確認するごとにする。

まず，プレーゲの体系を再構成する。 第一階述語論理のプレーゲの公理図式〈代入規則を

省くため公理図式を採用する〉は以下の三種類である。

[公理図式】

ïï令

や

ïV'Xφ 

「φxa aは枝で新しい
パラメータ

V'xφ 

ゆ×t

「ヨxφ

「ゆxt

ヨxφ

φxa aは枝で新
新しいパラ
メータ

Al: (a) AコA

(b) Aコ(BコA)

A 2 : V x A(x)コA(a)

A 3 : ï (A三ïB)コ(A三B)

プレーゲの定理は条件法〈質料合意)の形をしている:
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AI コ(A2 コ…(An コB)…) . 

プレーゲは彼の記号法における式の位置に応じて， AI，A2'…， An を「下の要素J(Un­

terg I i eder) ， Bを「上の要素J(Obergl ieder)と呼ぶが， ここでは前者を先件， 後者を

後件と呼ぶ。 さて， われわれは上の条件法において，

を先件と見なし，

Al' A2' ...， Ai 

Ai+1 コ(Ai+2 コ…(A..， コB)…〉

を後件と見なすことができるくただし， 1壬i豆n)。 従って， 条件法そのものと， それ

を先件と後件とに分析することとは区別せねばならない。 いま， 条件法を先件と後件に分

析したとする。 そのとき， その条件法を， 先件を論理式のヲIJとし， 後件を一つの論理式と

する連式(sequent)， すなわち，

Al' …， Ai →Ai+1 コ(A i+.2 コ…(A..， コB)…〉 . (※〉

と解釈することができる。 プレーゲの推論規則は， 条件法の中での先件と後件に対する操

作として定式化されているから， それらの規則は， ある連式を別の連式から導出する規則

と見なすことができる。 しかし， その際， {欠の演緯規則を追加する必要がある:

Rl* (a)f'， A→B (b) f'→AコB

「→AコB (移出〉 f'， A→B (移入〉

R 1 lの適用は， フレーゲの証明における他の規則の前後に挿入されることになる。 「が

空でないときのみ， 連式

表すと理解する。

【規則】

プレーゲの最初の規則は水平線の融合であるが， われわれの再構成ではこれは不要であり，

代わりにRげが採用される。 それ以外の規則は以下の通りである。

R2: A1， …， A..， →B 

Ap( 1)， …， Ap(円}→B p( i)はi(i=1，2， …，n)に対する任意の置き換
え。

R3: f， A， ム→B
〈対偶〉

f'， n B， ム→nA
rnA=ïA， AがïBの形をしていないとき;

ただしイ
LnA=nïB=B， AがïBの形のとき.

われわれはR3をより使い易いように次の形に纏める:
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R3: (a) f'， A， ム→B (b) f'， ïA， ム→ïB

f'， ïB， ム→ïA f'， B， 6.→A 

(C) f'， ïA， 6.→B (c) f'， A， ム→ïB

f'， ïB， ム→A f'， B， ム→ïA

R4: f'， A， ム， A， 八→B
(先件の圧縮〉

f'， A， ム， 八→B

R5: f'→A(a) 
〈後件の普遍化〉

r→V x A(x) ただし， ‘a' は結論の連式に現れない。

R6: 

R7: 

R8. 

→A f'， A， ム→B

f'， ム →B
(C U T) 

f'， →A ム， A， 八→B
(一般C UT) 

f'， ム， 八→B

f'， A， ム→B f'， ïA， ム→B
〈排中律〉

f'， ム →B 

さて， 以上のプレーゲの体系と比較するために， 改めてゲンツエン流連式計算の体系を

記述する。 ここでは， 後件が空である連式も用いることにして， “「→ "を 「→「

(AコA)で定義する。 また， Qは高々一つの論理式しか含まない論理式の列である。

【公理図式】

RF:A→A 

【構造に関する拡論規則】

1: f'， A， B， ム→Q

f'， B， A， ム→Q

AT: f'→Q 
〈先件増〉

f'， A→Q 

〈交換〉

C: f'→A f'， A→Q 
(C U T) 

「→Q

TND: f'， A→Q f'， ïA→Q 

「→Q

【論理記号に関する推論規則】

AC: f'， A， A→Q 

f'， A→Q 

ST: f'→ 

〈排中律〉

一一一 〈後件増〉
「→A
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〈圧縮〉



51 1， A→B AI 「→A 1， B→Q 11 AN は， // Al， R7， R3から導出される。

(→コ〉 〈コ→〉
「→AコB 1， AコB→Q // AG は， // A2， R7， R2 // 

5N: 1， A→ AN: 「→A 逆に，フレーゲの体系の諸規則がゲンツヱン流体系の規則またはそれの一般化であるこ

〈→ï) (ï→〉
1，→ïA 1， ïA→ とも，容易に確かめ得る。

(v→〉

両者の体系の本質的な違いは，プレーゲが，先件への導入規則の代わりに後件に対する

消去規則を述べていることである。 主定理を証明するために，ゲンツェンは「導入規則」

のみに規則を制限した。 それは書証明論的な発想に立つもので，プレーゲには無いゲンツ

ヱンの独自な洞察によるものと見なされねばならないだろう。

5 G: 1→A(a) 
〈→v)

「→V x A(x) 
ごこで， ‘ピは結論の連式 (下連式〉に現れない。

AG: 1， A(a)→Q 

1， V x A(x)→Q 

論理記号に関する規則のうち，先件への当該論理記号を含む複合式導入であるA規則は，

対応するS規則の逆と同等である:

51ー : 1→AコB 5 N- r→ïA 

1， A→B 1， A→ 

5G- : 1→V xA(x) 

「→A(a)

さて，プレーゲの体系も，以上のゲンツェン流の連式もともに完全な述語論理の体系で

ある。 ここには，以下のような類似性がある:

ゲンツェン流体系のAIと51ー は，プレーゲの体系のRげである。

11 5G は， // R 5 // 

/1 は? // R2の特殊ケースである。

11 ACは， // 4

7

8

 

R

R

R

 

11 

1/ Cは， // // 

11 TND は， // /1 。

残りの規則もフレーゲの体系から (R 1 J:も適宜用いて〉得られる。

ゲンツェン涜体系のATは? プレーゲの体系のAlbとR7から導出される。

11 5Nは， // Al， R3， R7 /1 

/1 5Nー は， // R3 // 

// 5Gー は， /1 A 2， R 7 11 

// 5Tは， // Al， R3， R7 // 

11 51は， /1 R 1 t そのものである。
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(2) ( 1 ) 註

(3) (4) 

(5) (1)サンドホルムは論理学研究における演鐸体系の役割として ，以下の事例を挙げて いる

(A 1 )であり， (3)はこれらという 形を して いる。(1)と(2)は各々公理 (A2)G abbay and F. D. D educt i on" i n of S undho 1 rn， “S ystems (Gりran

を前提としてのMPによる結論である。(4)は再び公理 (A1)であり， (3)，(4) かReidel， Vol. しogic，of Phi losophical Handbook Guenthner (eds.) ， 

ら MPによりくのが導かれる。証明が唯一つの 移行パターンである MPにより形成さ1983， pp . 133・188)。①プレーゲの場合のような数学 〈プレーゲにおいては算術〉の

この体系の証明に関するメタ定理 〈証明の特徴を述べる命れるという単純さにより，確実な基礎を与えること，②様相論理の いくつ かの分野に見 られるような， すでに与

題〉の 発見とその証明 (メタ証明 〉が容易になる。しかし反面，上の最 も簡単な例 かえられた意味論的帰結関係を構文論的に生成すること，③カットなしのゲンツヱン流

乙の体系の証明を遂行するのは頗る煩雑である。出発点が三種類ら も分かるように ，連式による無限論理の初期の展開に見 られるような発見の道具となること，④ヒルベ

しかも一つのパターンで しか移の公理に限られていて 〈大抵は長大なものになる ) ， ルトの無矛盾性証明の計画に関する伝統的仕事のような， メタ 数学の研究対象となる

しかし，以下で述べ行で きないから先の見通しが限られる からである。この欠点は，こと，⑤推論の本性につ いての哲学的洞察を定式化するときの一つのモデルケースと

る演鐸定理により，相当程度は解消される。なること，等において演縛体系が用いられている。尚，本章を準備する過程でこのサ

(f'の(6)証明は概略以下のようになる。定理の仮定により，出発点としてφ1，…， φhンドホルムの 論文から多くの貴重な示唆を得た。

γmを取る ψの証明 Dが存在する:要素〉とφという仮定と公理γ1，…，Gottlob (2)フレーゲの体系は『概念記法』に史上最初の論理の公理体系として現れた。

γm γ1， …， -・， φk ， φ1， φ， N ebert (1879). Bagri千千sschri千t，F rege， 

D 
θコS

and P. (3)ヒルベルトはこの体系を例えば次の害物で採用している。D. H i I bert 

(MP ) 
。vo 1 .1 Ill. ， S pr i nge (1934/391)， 2nd Mathematik der Grundlagan B ernays， 

no--.
，ψ
 

邦訳: D. ヒルベルト/P. ベルナイス 〈吉田夏彦・視l野昌edition (1968/79)， 

『数学の基礎』シユプリンガー・ フェアラーク東京(1993)は，第2版からの訳

D さ て，仮定として「のみを取る φコψの証明を見出さねばならない。その ために ，抄訳である。

に 4φコ'変形 ， すなわちDの各式の右端に ‘φコ' を付加する操作を施して，以下S undho 1 mに従い「(4)通常この体系においても「推論規則」という名称が使われるが ，

の擬証明樹 ‘ゆコD' を作る。証明規則」という名称を採用する。これは，推論の前提が 「定理」であり， 単なる「

-・， ゆコr."φコr 1 ， φコφk，. . .  ， φコφ1，φコφ，
仮定」であってはならないということを暗示するのに都合がよい。

(5)証明 〈正確には証明図式 〉の例として， φコφの証明を描く:

φコ (8コô)

φコ((ゆコφ〉 コφ〉〈φコ((φコφ〉 コゆ))コ((φコ〈ゆコφ))コ〈φコφ))

‘φコD'
‘φコMP'

φコθ

no

仙山T

コ
:・
コ

AV

AV

 

〈φコ〈φコφ))コ〈φコφ〉

φコφ

ゆコ〈φコφ〉

これは，

「だけからの φコψの証明を作ることができることを 示
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この ‘φコD' を改良して，
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'V x (x = x) Xtは'Vx(x=x)である。(x = y)らはx=xであり，こうして，「トαであ4φコD' を構成しているすべての式αに対して，(言い換えると，す。

φX t = def . ï 'V Y (y = y) ， φをï'Vy(X=y)とする。すると，(8)いま，ることを示す。〉まず擬証明樹 6φコD' の出発点である三種の式の場合である。

('V xφコφ)X t = def. ('V xφ) xtコφヘ='VXï'Vy(X=y)コï'Vy(y= rトφコゆ.(a)φコφの場合。註5より証明可能。ゆえに，

この最後の式は論理的に妥当ではない。なぜなら，二つ以上y)である。ところが，と公理(A 1)φi コ〈ゆコφi)を挿E f')の場合。仮定φi(φi ( b)φコφ!

の個体を持つ任意の個体領域において，先件は真であるが後件は常に偽だから，反例入して，

モデルを作ることができるからである。これが(Q4)に制限条件が必要な理由であ

(MP) 
コ〈φコφi)φi φi 

tが持つ自由変項を束縛するごとになxの自由出現がφ中において，る。すなわち，φコφi

tはxに対して「代入可能Jと言われる〈るような変項の作用域に存在しないとき，「トφコφiが示せる。を作ることで，

またはrXに対して代入可能」の代わりにrXに対して自由」とも言われる)。と公理(A 1) rm の一つ〉の場合。公理γi(ri は公理γ1，…，( c )φコri

これは次のように帰納的に定義される。を挿入して，コ(φコァ i) γl 

tはxに対してφで代入可能である。(i)φが原子文のとき，

(MP) 
ri コ〈φコri ) ア l 

tはxに対して(ïφ〉にお(i i) tがxに対してφにおいて代入可能であるとき，φコγi

いて代入可能である。( c ) が示せる。公理(A 1)の存在理由はこの(b)「トφコγiを{乍ることで

tはxに文すして〈φコtがxに対してφとψにおいて代入可能であるとき，(i i i) (d)擬MP，すなわち ‘φコMP' によって移行が可能となる点にある。残るは，

ψ〉において代入可能である。している途中の段階を正しいMPに復元することである。そのために公理(A2)を

または， yがtにおいて出現せず(iv) Xが'Vyφにおいて自由に現れないときか，からゆコSへのMPによる移行を次のように作る使って，φコ(8コô)とゆコθ

tはxに文すして'Vyゅにおいtがxに対してφにおいて代入可能であるとき，〈公理(A2)の存在理由はここにある〉

て代入可能である。

(MP) 
φコ〈θコô)〈ゆコ(8コ0))コ((φコ8)コ〈φコ0))

Dは次の形をしている(9)証明は以下のようになる。 rからのψの証明樹をDとすると，

(MP) 
(φコ8)コ(ゆコ0)φコθ

公理r 
φコδ

γ附.. . ， 
. 

. 

γ1， φ1， …，φμ， 

θコψ

こうし

「トφコψ。

「トφコS。

(a)ー(d)のいずれかのパターンに当てはまるから，

「トφコOであるから，「トφコ〈θコ0)， 帰納の仮定より

て，φコψも，

。
(MP) 

D. Q. E. 

仏山T
:-

AV

xをtで置‘φxtF という表現は，変項xがφ中で自由変項として現れているとき，(7) 

き換えてゆから得られる表現である。これは次のように帰納的に定義される。

SがDを示す。まず，「ト'VXOD中で出現している各整式Sに対して，そこで，(0)φが原子文のとき，ゆxtはφ中のxをtで置き換えて得られる表現である。

の出発点である場合:(ïφ) xt =def. ï (ゆヘ)、、Jノ.，，A
 
fl、、

rm の一つであるとき。公理の一般化はすべて再び公理である

「ト'VXO。'VXOは公理である。ゆえに，

Sが公理r1，…， 

から，

(i) 

xとyが同ーの変項であるとき;

〈ゆコψ)xt=def.ゆxtコψヘ

('V Yφ〉ヘ=def.一一-r-'Vyφ， 

L__'ÿ' y (φヘ〉

(2) 

(3) 

そうよCないとき.
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(í í) åがrの要素である とき。定理の仮定により， f'中のいかなる式においてもxは

自由変項 としては出現していないから， 当然Sにも出現していない。しかるに， 公

理(Q 6)より，トSコVx å 0 åは「の要素だったから， MPにより 「トVx

å 0 (公理(Q 6)の存在理由はこのこ とが可能 となるこ とにある。〉

残るはモドゥス・ボネンスを適用す石場合である。帰納法の仮定より， f'トVx (8 

コψ〉および「トVxθ。ところが(Q5)より，トVx (8コψ〉コ(Vx 8コV

xψ) ， よってMPを2回適用して， f'トVxψ。(公理(Q5)の存在理由はごと

にある。)Q. E. D. 

(10 )このタイプの体系は， タルスキー， カリシュ&モンタギユー， モンク等の以下の一連

の論文で取り上げられている。A. Tarsk i:“A simp l ified formulation of 

predicate logic 川th i dent i ty" ， A rch i v für mat回目白tisc憎しogik und 

G rund I agenforschung (以下Archと略記) 7， 1965， pp. 61-79. D. Kal ish and 

f J( t 1，…， t j)は項である。

(13 )ポイントは量化に関する証明規則であるから， (R V 1 )の場合のみ考える。いま，

Dを， 仮定φ， φI，…， ゆH からのOコVxψヘの証明 とする:

φ， φI ， ... ， φu 

。コψ
(R V 1) 

。コVxψa×

(R V 1 )に対する制限が満たされているから， 固有パラメータ&はOにも， 仮定φ，

φ1， …， φμ のいずれにも出現していない。帰納法の仮定により， ‘φコ'変形に

よって得られる擬証明樹‘φコD' を改変して， 仮定φ1，…? φk だけからの φコ

(8コψ〉の証明D' が存在する。このD' に続けて以下の証明樹が作れる:

φ1， …， φu 

R. Montague : “On Tarsk i 's formaJ ization of predicate Jogic with 
〈ψコ(8コψ))コ〈ゆ&8コψ) � 、、，ノ一ψ一

ψ

コ一
コ

βU一ハU〈一&
コ一
AUT

Aψ・一
D
 1ILl--J
 identi ty" ， Arch 7 ， 1965， pp.81 -101. D. Monk:“S ubst i tut i on I ess pre­

dícate logíc 川th identity " ， Arch 7， 1965， pp. 102-121. 

(11 )例えば， 以下のチャーチやメンデルソンが採用している体系は， (A 1 )ー(A3)

(Q4) (同じ制限を伴う 〉は共通であるが， 次の公理を加える:

(Q' 5) Vx (ゆコψ〉コ〈ゆコVxψ〉……xはφ中に自由には出現しない

との体系(F' CQC とする 〉では7公理が公理図式の事例のみであり， それらの一

般化は公理に含まれない。ただし， (欠の二つの証明規則によってその効力を確保する

R' 1. MP 

R' 2 (一般化 ). トφ =争 トVxφ

先の体系FCQCでは一般化は派生推論規則であったが， このF' CQCでは原始証

明規則である。C f. A. C hu rch : I ntroduct i on to Mat�百mati ca I Logi c， 

vol.I， P ríceton U. P. 1956， E. Mendelson: Introduction to Mat同ma­

ticalしogic， Van Nostrand. 

(MP ) 

(R V 1) 
φ&θコVxψax〈ゆ&8コVxψax)コ〈φコ(8コVxψax))H

(MP ) 
φコ(8コVxψax)

ここで， ‘レのついた式は公理(A&E i)と命題論理部分の演鐸定理によって証明

可能であり， φ&θおよび仮定ゆ1，…， φh のいずれにも固有パラメータaが出現し

ていないから， (RVI)の適用は正しく， qp のついた式は公理(A& 1) と命

題論理の部分の演鐸定理により証明可能である。

(14 )ゲンツヱンのオリジナルの論文は次のものである。G. G entzen: “U ntersuchun­

gen über das 1 og í sche S ch 1 i essen " ， Mathemat i sc同 Zeitschrift 39， 

(1934 )， 5S. 176-210， 405・431.

(15 )M. Szabo: T同 Collected Papers of Gerhard Gentzen， North-

(12 )個体項の定義はこうなる:

( i)個体定項は項である。

( i i)パラメータは項である。

(i i i) f JがJ項関数記号であり， t 1，…， t jがすべて項ならば，

Holland， (1969 )， p. 74. 

(16 )本文中の規則の表現は略式のものである。ここで， 煩を厭わず詳しく正確に表現する。

(A ) :任意の整式φに対して， φただ一つから成る木がゆ自身に依存するくつまり

φ自身を仮定 とする 〉φの導出となる。

Do D， 
(& 1) : φ 。 と ψ。 が， それぞれ， 仮定φ1，…， φk と仮定ψ1，
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ψmに依存するφ。とψ。の導出であるとき， は， 仮定φIh…， φmEに依存するφコψの導出である。 ただし，

φ11， '''，ゆmZは φ1 ，…， φmからいくつかの(0個やすべての場

合も含む〉φの出現を取り除いて得られるリストであ否。 取り除か

れたφの出現は「解除された」と言われる。

Do D 1 
φ。 ψ。

(& 1 ) 
φ。&ψ。

は， 仮定φ1，.・1ゆhψ1，…， ψmに依存するφ。&ψ。の導出である。
Do D1 

〈コE) :φコψ と φ が， それぞれ，仮定ゆ1，…， φuと仮定ψ1，…， ψmに

依存するφコψ と ゅ の導出であるとき，

D 

(&E i) : i =0，1に応じて二つある。 φ。&φ1がψ1，…， ψ聞に依存する

φ。&φ1 の導出であるとき，

D 
φ。&φ1

(&E i) 
φi 

Do D 1 
φコψ φ

ψ 

は， 仮定φ1，…， φk，ψ1，…， ψmに依存するψの導出である。

(コE)

は， 同じ仮定に依存する φiの導出である。

D 
(Vli):i =0，1に応じて二つある。 φi が仮定ψ1，…， ψm �こ依存する

φiの導出であるとき，

D 
φi 

(v 1 i) 
φ。Vφ1

D 
i が仮定φ1，…， φk に依存するよの導出であるとき，

D 
i 

-一一 〈よ〉
φ 

は， 同じ仮定に依存するφの導出である。

D 
('V 1) : φ が仮定ψJ ，...， ψh に依存す忍φの導出であり， φ中の固有パラメ

〈よ〉

は同じ仮定に依存する φ。vφ1 の導出である。

D 
(v E) :φvψ が仮定φ1，…， φk に依存するφvψの導出であり，

φ ψ  
D 1 D2 
0 と O が， それぞれ， 仮定φ， ψ1，…， ψmと仮定ψ， 81，.・

8h に依存する0の導出であるとき，

[φ] [ψ] 
D D 1 D2 

ゆVψ e 8 

。

ータaがこれらのどの仮定にも出現していないとき，

D 
ゆ

一一一('V 1 ) 
'VxφaH 

(VE) 

き〉」ス制あで出導

る

の

あ

ゆ

で

X

出

V

導

る

の

す存

a
x

依

φ

に

x

k
 

v

ψ
 

る

…

E

す

h

v

存

ψ

(

依

定

AV
一

ヘ

に

仮

D
X
一

φ

定

'

V
一

仮

が

じ同

φ

'

D
X
 

は

V、，jE
 

V
 

/\
 

は， 仮定φ1，…， φk，ψ1，…， ψm， θ1，…， 8 h に依存する0の導出で

ある。

D 
〈コI):ψ が仮定φ1，…， φmに依存するψの導出であるとき，

D 
ψ 

一一一一 〈コ1 ) 
φコψ

〈ヨ1 ) 

は， 同じ仮定に依存するφヘの導出である。

D 
φヘ が仮定ψ1，…， ψμ に依存するφxtの導出であるとき，
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D 
ゆヘ

一一一〈ヨ 1 ) 
ヨxφ

[φ] 
、、/E

 
コ/\

 

寸」、、ノハUコ
3

ψ
 

J，‘、コAUr
 

FIし
1 2 

[φ] [φコψ]
〈コE)

ψコO ψ 
(コE)

は，同じ仮定に依存するヨxφの導出である。

D 
〈ヨE) :ヨxφ が仮定φ1，…，φh に依存するヨxφの導出であり，

1

2
、ノ

、ノ

\j
nu

l

l
コ

コ

コ
AV

，，也、

r，‘、
〆't‘、

一

O
一
コ

O
一

コ
一

〉

一

AV
一

仙VコAUF
 

/\
 

〈ヨE)

〈コ 1 ) 3 
〈φコ〈ψコe) )コ((φコψ〉コ〈φコe) )  

FIQCの他の公理: (A& 1 ) ， (A&E i) ， (A V 1 i) ， (A V E) ， (A上) ， 

(A V 1 ) ， (AヨE) ，(A V 1 ) についても同様である。

(20) F I Q Cの証明規則は(RV 1 ) と (RヨE) の二つである。 これらをいま推論規則

とみて，仮定からの証明を考える。 (RV 1 ) の場合。 仮定ψ1，…，ψh からの

D 
φコψの導出を φコψ と表す。 (RV 1 ) により，φコVxψヘの導出 が許され

るが，(固有パラメータaに関する制限条件により) aはφに出現しておらず，(自

然演鐸での推論規則としての条件に合致する意味で〉 仮定ψJ，…，ψkにも出現して

いないとみなしてよい。 このとき，以下の導出により，同じ仮定に依存して φコ

Vψax が導出される。

φHa 
D 

O が仮定φXa ，e 1，…， em に依存するOの導出であり，固有パラメー

タaがヨxφにもOにも，φ二以外のθが依存するどの 仮定にも出現して

いな いとき，

[φXa] 
D DJ 

ヨxφ θ

θ 

は，仮定φ1，…，φk，e 1，…，θm に依存する0の導出である。

(17) 例えば，次の二つの導出にお いては〈コ 1 ) はいずれ も「解除」を 伴う。

2 1 3 2 
[P] [Q ]  [P] [Q] [QコP]

(& 1 ) (V 1 ) 〈コE)
P&Q PV (QコP) [P] P 

(&E) (V E) 1 

P P 
〈コ 1 ) 1 〈コ 1 ) 2 

QコP QコP
(コ 1 ) 2 〈コ 1 ) 3 

Pコ(QコP) Pコ (QコP)

D 
φコψ [φ] 

〈コE)

、、，/v
 

fk
x

 

一

仙山T

ψ
一

X

一

V
(コ 1 ) 1 

しかし ，これら は回り道のある ，標準的 (normal) でない導出になっている点で ，適

切と は言い難い。 自然演緑の体系の中で 「適切性」を確保するためにはいくつかの条

(RヨE) も同様:
φコVxψax

件が必要となる。 それについては，D. P ra川tz: Natural Deduction， Alm­

qvist &vVd(sel1s， 1965， pp.81・87参照。

[φXa] 
D 

φ×aコψ
2 

[ヨxφ] ψ 
(コE)

〈ヨE) 1 

(18) C f • D. L e i va n t : “Assumpt i on c I asses i n na tu ra 1 deduct i on" ， Z e i t-

schri千t für mathemat i sche Log i k und G rund I agen der Mather阻tik 25， 

ψ 
〈ヨE) 2 

る。

ヨxφコψ

ここで ，固有オベレータaは，ψにも，仮定ψJ，…，ψkにも出現していないから ，

〈ヨE) 適用に伴う制限条件は守られている。

(21) ['トNφを確立する最終推論規則が(& 1 ) と〈ヨE) の場合を考える。 他の場合 は

類比的に実行できる。

1979， SS.l・4.

(19) (Aコ1 ) についてはすでに扱った。 (Aコ2) については，以下の ように証明でき
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(i)(&I)の場合。φ， ，…， φhトF 伸。 およびψ， ，…， ψmトF ψ。と仮定する。

1. 4節のFIQCの公理(A&1)により?トF φ。コ〈ψ。コ〈φ。&ψ。))。

仮定φ， ，…， φk，ψ， ，…， ψmの下でMPを二度使って， φ， ，・・1φk，ψ， ，…， 

ψmトF φ。&ψ。。 規則(&E)の場合は公理(A&Ei)を，規則(V1 )の場

合は公理(AV 1 i)を， 規則(VE)の場合は公理(AVE)を， 規則〈コ1 )の

場合は演鐸定理を， 規則〈よ〉の場合は公理(Aj_)を使って同様に証明でき，規

則〈コE)はMPそのものであ石からトリヴィアルに成り立つ。

(i i)(ヨE)の場合。 rトF ヨxφ を示す仮定からの証明Dと， ム， φaxトF 8 

を示す仮定からの証明D， があるとする。ただし， 固有パラメータaは， ヨxφに

もムにもOにも出現していないとする。このとき，

r 

ヨxφ

。

〔ゆ1 ム }Dl

〈演鐸定理〉
φa×コO

(RヨE)…パラメータ&の制限条
ヨxφコ0 件は守られている。

(MP) 

によって，f'， ムトF θ が示される。

同様に， 規則〈ヨ1 )の場合は公理(Aヨ1 )を， 規則(VE)の場合は公理

(A '<:1 E)を， 規則(V1 )の場合は証明 規則(RV 1 )を， それぞれ使って示す

ことができる。

(22)この定理の証明はD. P ra川tzの前掲書(Natura I Deduct i on)で与えられている。

(23)Cf. G. Sundholm : “P roof T heo ry and Mean i ng" ， H andbook 0千

Phi losophical Logic vol.ID， Reidel， 1986， pp.471・506.

(24)規則は次ぎのように表現される。

(0)φトφ …仮定の規則

(i) f'トゆ=今f'， ムトφ …「仮定を増やしてよいJという規則。これは暗黙のうち

に認められていたものを明示的に表したものである。

(i i)f'トφかっムトψ=令f'， ムトφ&ψ …(& 1 ) 

(i i i) f'トφ。&φ1 今「トφi(i =0，1) …(&E) 

(iv) f'トφiキrトφ。 vφ1 (i=O，l) …(V 1 ) 

(v) f'トゆVψかっ φ， ムlト0かっ ψ， ム2トθ=今f'， ム， ，ム2トθ

-256-

(vi)ゆ，f'トψ =令「トφコψ …〈コ1 ) 

(vi i) f'トφ かつ ムトφコψ �f'， b.トψ …〈コE)

(vi i i)rト上 功「トφ …〈上1 ) 

• (V E) 

(ix) f'トφ かつ aが「中に出現していないならば，f'ト'<:Ixゅ~ …('<:1 1 ) 

(x) f'トVxφ 今「トー φ×t … ('<:1 E) 

(xi) f'トφXt �f'トヨxφ …(ヨ1 ) 

(xi i) f'トヨxφ かつ φxa， ムト0 かっ aがヨxゆ， ム， eに出現していな

いならば， f'， b.ト0 …(ヨE)

仮定の増化の規則を加えたため，規則がNIQCの場合より一つ増えて1 3個になっ

ている。

(25)規則(VE)により，

φ，f'トO ψ，f'ト0

φVψ，f'トθ

が正当化される。また， (VE)により，

φXt， f'トθ

'<:Ixゆ，f'ト0

が正当化される。最後に， 〈ヨE)により，

φXa， f'ト0

ヨxφ，f'トO

が正当化される。(ただし， パラメータ&は1， eに出現していない。〉

(26)規則(C UT)と他の 規則または公理を組合わせることにより， 消去規則と同じ効力

を発揮させることができる。 ，ト' の代わりに 4→' で表現する。

(&E)の場合

「→φ&ψ

(V E)の場合

「→φVψ

ψ， 1→ψ〈公理〉
(&→〉

φ&ψ，f'→ψ 
(C U T) 

「→ψ

φ，f'→θ ψ， f'→0 

「→0
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φ〉ψ， 1→θ
(V→〉

(C U T) 



( V  E) の場合
ゆXt， f'→φX t (公理)

( V →) 

「→ V xφ V xφ， f'→φ×t 
(C UT) 

「→φ×t
(ヨE) の場合

: 

φXa， f'→0 
(ヨ→〉

「→ヨxφ ヨxφ，f'→θ
(C U T) 

「→0

(27)Cf. Gentzen [1934J (本章註14) ， S zabo [1969J (本章註15) 。

(28)ここでは， R. S mullyan : First- Order Logic， Springer， 1968，に従う。

(29)例として， V x (φVψ〉コφV V xψ〈ここでxはφに出現していない〉の反証可

能性を考える。
F (\fx (φvψ〉コφV\fxψ〉

とする。これの必要十分条件は，

T V x (φvψ) ， F (φV V xψ〉

でありp これらが成り立つための必要十分条件は，

T \f x (φVψ) ， Fφ， F\fxψ 

である。 V xψを反証するには， あるaについて ψ三 を偽化せねばならない。よ

って，
T \f x (φVψ) ， Fφ， Fψxa 

が反証条件である。 V x (φVψ〉が真であることから，特に， φVψヘが真となる。

よって，

T V x (φvψ) ， T (φvψXa)， Fφ， Fψ×a 

〈ここで， φにxが出現していないことが使われる。〉

が反証条件である。 ゆVψxaを真にするには選言肢の一方が真であればよいから，反

証条件が二つの可能性に分かれる。

①第一の可能性: T V x (φvψ) ， Tφ，Fφ，Fψ×a; 

これは反証条件とはならない。なぜなら， 同ーの整式φが同時に真であり偽であるこ

とは不可能だからである。よって，探索は閉りられる。

②第二の可能性: T V x (ゆVψ) ， TψXa， Fゆ， Fψ九;

これもψ九が真であり偽であることを要求しているから反証条件にはなり得ない。よ

って探索は閉じられる。ここで，反証可能性のすべての可能性が尽くされている。よ
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って， \f x (ゆVψ〉コゆV'Vxψ は反証不可能である，つまり妥当である。以上

の探索は探索樹として次のようにまとめられる。

F('V x (φVψ〉コφV\fxψ〉

T 'V x (φVψ) ， F (φV'Vxψ〉

T 'V x (φVψ) ， Fφ， F 'V xψ 

T 'V x (ゆVψ) ， Fゆ， Fψ×a

T 'V x (φVψ)， T (φvψXa)， Fゆ，Fψxa

T V x (ゆVψ) ， Tゆ，Fφ，FψXa I T V x (φVψ) ， TψXa， Fφ，Fψxa 

(30)反証に成功する例として，ヨxφコ V xφを採る。

F〈ヨxφコ V xφ〉

Tヨxφ，F V xゆ

TゆXa， F V xφ ……aは枝で新しいパラメータとする。

TφXa， Fφ×b ……bはaとは異なる，枝で新しいパラメータ
とする。

V (a) -:f:-V (b) ， V (φ三) =T， V (φXb) = Fとなる付値関数Vを与えるこ

とで反証モデルを構成できる。

(31)反証に失敗し，元の連式の妥当性が示される例としては註29を参照。

(32) V x (φVψ) コφV V xψ の探索樹は以下のようになる:

(33) G G A 1 � 15， � 48. 

F V x (φVψ〉コφV V xψ

T V x (φvψ〉

F φV V xψ 

Fφ 

F V xψ 

Fψ×a 

TゆVψxa
/' ""'-.. 

Tφ Tψxa 

(34)本節の記述は以下の論文に負う: F ranz von Kutchera， j‘F rege and NaturaJ 

D educt i on" ， i n Ma tth i as S ch i rn (ed.)， F rege: I mportance and Legacy， 

de Gruyter (1996)， pp.301-4. 
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はじめに

本章では，フレーゲとヒルベルトの問に交わされた往復書簡の中に端を発し，後にプレ

ーゲの幾何学の基礎についての二種類の連作論文に発展した主題，すなわち公理・定義の

位置づけ，無矛盾性と独立性の証明といった公理的方法を巡る問題を取り扱う( 1 )。

1 9世紀の公理的方法の発達は，非ユークリッド幾何学の発見(2)に刺激されて始まっ

たさまざまな幾何学研究の進展とともに生じたが，その基礎は未だ完全ではなかった。 世

紀が替わろうとする頃にく1899年〉ヒルベルトの『幾何学の基礎.n (3)が出現して，

公理体系の基礎づけに関する知見は大いに進歩した。 この本は，ユークリツド幾何学に対

する最初の厳密な諸公理を立てたものであり， それらの公理の無矛盾性と独立性の証明を

含んでいた。 ヒルベルトのこの仕事は，後の有限主義的な「ヒルベルトの計画J(4)の発

端となるもので，20世紀の数学・論理学・哲学に甚大な影響を及ぼした。

プレーゲはヒルベルトの公理論に対しては不満であり，さっ そくヒルベルトとの文通を

開始した(5)。 ヒルベルトが文通を中断した後， r幾何学の基礎について」と題する二種

類の論文(6 )を発表して，ヒルベルトの方法を批判するとともに，無矛盾性と独立性につ

いての自らの見解を発表した。 彼自身の「哲学観」のゆえに，フレーゲはヒルベルトの方

法の持つ「革新性」を十分に理解し得なかったふしがある。 しかし，その後の数学・論理

学の世界ではヒルベルトの影響が強まり，今回もプレーゲの見解はほとんど黙殺されてし

まった〈円 。

本章の目的は，プレー』ゲとヒルベルトの論争に現れる論点を再度検討し， ヒルベルトの

側に傾きすぎた評価を，より公平な所まで復元することである。 プレーゲは古典的な公理

論に固執している点があるとは言え，数学における公理と定義についての役割についての

洞察は極めて厳密で・正確であり， r陰伏的定義J (impl icit definition)についての混

乱はむしろヒルベルトに跡づけられる。 r厳密な証明を求める」という形で典型的に現れ

たプレーゲの数学に対する「厳密さ」の要求は，数学の公理体系を考察する場合にも，そ

の徹底ぶりをいかんなく発揮していることが示されよう。
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1 .公理的方法

理論を演鐸的に展開させるとき，証明なしで使用される原理や仮定は予め明示的に述べ

ねばならない，といった公理的方法の一般的な定式化において，プレーゲとヒルベルトは

相当の部分において一致した見解を持っていた。 両者とも，無制限に公理を追加して新し

い理論を増殖させる「生成的方法」には批判的であった。 また，証明を機械的にチヱツク

することができるような理論の完全な形式化という，当時の「革命的」な理念も，両者は

基本的に受け入れていた。 しかし，公理的方法に対するこ人の哲学的動機には，かなりの

相違が見られた。 フレーゲが数概念の分析を最終目標として， その分析の正しさを証拠立

てるために『算術の基本法則』の論理体系を必要としたのに対して，ヒルベルトは無矛盾

で独立した幾何学の公理体系を見つける，という数学的課題に促されて公理的方法を考察

した。 フレーゲの場合に言わば手段であった公理的方法は，ヒルベルトの場合は目的の一

部であった。 公理的方法に対する両者の動機の違いが，両者の哲学的な態度の違いに結び

ついているように思われる。

公理の地位は，当時の問題の一つであった。 証明できない原理としての公理はどのよう

にして正当化されるのか?フレーゲの解答は伝統的なものであった。 証明における循環を

避けるために，公理はもはや証明できないものと見なさねばならないが，経何学の公理の

真理性の起源はわれわれの直観に求められる，というのがフレーゲの見解である(8)。 さ

らに，公理は真でなければならないのみならず，ーある種の「自明性Jを持たねばならない

と考えているように見える。 特に，幾何学の公理の場合の「自明性」はわれわれの空間的

直観に求められる。 われわれは直観に反するような幾何学〈非ユークリツド幾何学〉を理

解できるがt8〉，それは概念的思考によって概念的に把握されるのであるから，フレーゲに

とって直観によって支えられる「自明性Jを欠くことになろう。

公理の地位に関するヒルベルトの独創的な見解は，非ユークリツド経何学の発見による，

緊張を強いられた数学的思考から生み出されたものであった。 公理は無矛盾でさえあれば，

公理の真理性に対する独立した根拠は必要がないという彼の見解は，数学全体の重心を真

理の問題から演鐸上の関係に移行させた。 r実在」を反映するという重荷から解放された

公理は，無矛盾という最低限の紳士協定を守りさえすれば，新しい数学理論を創造するこ

とに跨路なく利用され得るのである。 しかし，そのような見解は，哲学的には? ある種の

規約主義に通じる〈ヒルベルト自身が規約主義者であった訳ではない〉。 ヒルベルトは，
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数学理論の創造という点では画期的な思考を切り開いたが，無矛盾性が真理にとって十分

であるという彼の主張によって生み出される哲学的問題には， 目を向けなかったように見

える。

定義もまた， 両者が論争を行った頃は不明瞭な主題であった。 真理の観点からと同様，

意味の観点からも循環は避けられねばならないということは認められていた。 フレーゲは，

ヒルベルトがなした以上に，はるかに明確で精密な「定義論」を有していた( 10)。 フレー

ゲにとって，算術の法則は論理法則による定義の変形連鎖によって得られるから，定義は

ある種の省略表現だった( 1 1 )。 プレーゲは言う:

「数学で定義と言われるものは，通常，言葉または記号の意味CBedeu七ung)の規

約である。 定義は，これまでいかなる意味も持たなかったが，今やそれによって

意味を得るところの言葉または記号を含むという点で，他の数学的命題とは異な

る。 」

フレーゲはまた，定義が消去可能性と非創造性の要求を充たすことを確保するための，定

義の形式的な規則も正確に提示した( 12)。 ヒルベルトとともにプレーゲは，すべての定義

が，もはや定義されず当該の体系内部でいかなる定義も不可能であるような究極的な表現，

すなわち体系の原始語に到ることをよく理解していた。

そうすると，どのようにしてそのような原始語は意味を得るのか，という問題が生じる。

プレーゲの解答は，原始語は非形式的に解明されねばならない，すなわち意味の説明が与

えられねばならない，というものである。

「これ[解明CErläuterung)]は，科学者たちがお互いに理解し合い，科学を伝

達することができるようにと用いられるものである。 それは予備学の一部と見な

されねばならない。 それは科学の体系の中にはいかなる場所も占めない。 …停伊万

の目的は実践的なものであって， その目的が達成されたならば，人はそれに満足

せねばならない。 これを行うに際して，われわれは理解と示唆が相半ばする善意

に訴えねばならない。 比喰の使用がなければわれわれは何処にも到達しないだろ

う。 しかし，われわれは解明する人には次の乙とを要求する，すなわち，彼は自

分の意図することを確実に知っていること， くたとえ善意に出会ったとしても〉

誤解の可能性が生じたならば，彼の解明をもっと完成したもっと完全なものにす

る用意がなくてはならない? ということを。 J(13) 

プレーゲは解明そのものについては正確な概念を提示している訳ではないが，定義と解明
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の区別は厳格に行った。 定義だけが公理的理論の一部分と見なされねばならず，従って厳

格な形式を充たさねばならない。 こうして，フレーゲは一方において， ユークリッドの「

点は部分を持たないものであるJといった定義を拒否しながら， 他方でそれを解明として

受け入れる余地も残していた。

ヒルベルトの原始語へのアプローチは，フレーゲよりはるかにラデイカルで画期的なも

のであった。 公理は〈部分的〉に原始語を定義する，なぜなら，

「明らかに，すべての理論は，相互の必然的関係を伴う諸概念の枠組または図式に

すぎず，基本要素【原始語]をどれにするかを任意に決めてよいからです。 」

というのがヒルベルトの見解であった( 14)。 これは確かに独創的な見解であり，形式化と

いう理念に大きな刺激を与えるものであり，現代的公理論の発展を生み出す原動力となっ

た。 しかし，にも関わらず，ヒルベルトの立場は，そのままでは明確化を必要とするもの

である。 どのようにして公理が定義となるのか?もし公理が導入する語集を公理は一義的

に決定できないとすれば，それはどんな種類の定義となるのか?これらの疑問が，フレー

ゲのヒルベルト批判の根底に横たわっている。

2.公理と定義

プレーゲは，ヒルベルトの『幾何学の基礎』の草稿となった講義ノート( 15)の中に，公

理と定義についてのヒルベルトの混乱した取り扱いを見出した。 一方で，ヒルベルトは，

公理が「われわれの直観の基本的事実」を表現しているとしながら{16}，他方で，公理が

“間"という語によって表現される関係や“線分"という語によって表現される概念を「

定義するJと述べている( 17)。 しかも， r定義」と題された一節が別にあって，そこでは
ノ ミ サ )�

“問"や“線分"といった術語に通常の明示的で名辞的な定義が与えられているけB)。 フ

レーゲは，ヒルベルト宛の手紙で，公理や定義のこのような「逸脱した」用法についての

適切な説明がないと批判し{19}，講義ノートを送ってくれたH. リープマンには「このヒ

ルベルトの仕事は全体として失敗であり，十分な批判無しには使えないもの」と書き送っ

た(20)。 目前の資料となる講義ノートだけから判断すれば，フレーゲの批判は当たってい

たと言えよう。

厳密さを重んじる点、ではプレーゲにひけを取らないと自覚していたであろうヒルベルト

(2 I )は，彼の公理についての考えを理解するための示唆をプレーゲに与えた。 第一に， 公
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理は公理体系金体として，公理の中に現れる語の完全な定義を与えること{22〉，第二に，

彼の公理はただ一つの慨念を一義的に決定することはないが，このことは数学の公理体系

がさまざまな理論に応用されるということを意味するから，欠点となるどころか利点であ

ること423}，をヒルベルトは主張した。 実際に，公理は，原始語と当該体系の概念の間で

の適切な一対一写像のもとで，その公理を充たすさまざまな概念体系を決定する。 プレー

ゲも言及している論文「数概念について」の中で，ヒルベルトは，実数が，例えば基本列

やデデキント切断である必要はなく，その相互関係が公理によって与えられるところの事

物の体系にすぎない，と述べた(24)。 ヒルベルトはその論文で，当時行われていた「生成

的方法」ではなく，彼の「公理的方法」を幾何学にも数論にも適用する乙とを提唱したの

である。

ヒルベルトから送られたこの「数概念について」を読んだフレーゲは，ヒルベルトの意

図が幾何学を直観から解放し，算術と同様に論理的な学にすることにあることを了解した，

とヒルベルトに書き送った(25)。 これは，公理を証明されない真理としてではなく，定理

が成り立つための条件と解することを意味する。 Aを公理の連言とし，Tを定理とすれば，

定理は正確には，

AコT

という条件命題として表現されねばならない(26)。 定理Tの真理性の問いは，AコTの証

明可能性という論理的な問いに置き換えられる。 こうして，幾何学の原始語は述語変項と

見なされ，幾何学はその応用を直接の帰結として持つような純粋論理の一部となる。

しかし， ヒルベルトの定義としての公理の地位の問題は未だ依然として不明確である。

例えば，公理によって少なくとも二つの点がすべての直線上に存在することが定められる

とすると，その点は定義によって存在するのか?フレーゲにとって量化子は第二階の述語

であった。 それに対して， r点J r直線J r問」は第一階の述語である。 ヒルベルトの公

理には，これら第一階の述語と量化子という第二階述語が含まれる。 そこでプレーゲはヒ

ルベルトの公理を，第一階の述語変項の性質を記述する第二階の述語を定義していると解

釈する。 例えば，公理の連言において， r点J r直線J r平面J r間J r合同Jという語

が文字〈述語変項〉 “F'ぺ “G" ， “H'ぺ “1" ， “J" で置き換えられた結果であ

る表現を

A (F， G， H， 1， J) 

とする。 そのときF ヒルベルトの公理は，ユークリツド的「構造J，すなわちF，G， H 
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がクラスで，1が三項関係，Jが二項関係で，その聞にA(F，G， H， 1， J)が成り

立つような順序五組:

くF，G， H， 1， J) 

を定義しているものと解釈できる。 それは丁度，群論の公理が，Dを領域，fを二項演算

とするとき，Dとfが群論の公理を充たすようなl順序対くD，f)として「群」を定義す

る，と解釈するのと同僚である(27)。 しかし，そのようにしても，公理の真理性は何ら保

証されず，具体的な対象について公理は決定できない，とフレーゲは考える。 直線上の二

つの点の「存在」は， r点J r直線J rの上にある」といった概念と関係の二階の関係を

示すのみであり，具体的な点を与える訳ではない。 それは丁度，

公理1 . 任意の自然数aにつき，任意の自然数mを法として，aはそれ自身と合同

である: a == a (mod n) 

公理2. 任意の自然数a，b， cにつき，aがある自然数nを法としてbと合同で

あり，bが同じ自然数を法としてcと合同ならば，aは同じ自然数を法と

してcと合同である:a三b(mod n)八b三c(mod n)コa == c (mod n) 

という二つの公理だけからは，2三8 (mod 3)かどうかを決定できないのと同様である，

とプレーゲは主張す石(28)。

以上のような批判的意見を含むフレーゲからの第二信を受け取ったヒルベルトは繁忙を

理由に文通を打ち切る。 そこで，プレーゲは，公理のいわゆる「陰伏的定義J( i  mp I i c i t 

defin i tion)に関する彼独自の解釈を含む考察，すなわち「幾何学の基礎について」と題

する二種類の論文を発表することになる。 ヒルベルトの公理について，それを第二階関係

を定義したものとするプレーゲの解釈の正しさを，後にベルナイス(P. B ernays)がプ

レーゲの書簡が出版されたときの書評で認めている(29)。 しかし，フレーゲは全体として

のヒルベルトの仕事の意義を正当に評価してはいない，と考えざるを得ない。 後に見るよ

うに，プレーゲはヒルベルトの独立性の証明を，真正の公理ではなく定義条件を扱ったも

のにすぎないという理由で認めていない。 算術を論理に還元しようとしたプレーゲ'-))1，ヒ

ルベルトによる公理理論の論理への還元〈既述のようにプレーゲはヒルベルトの仕事の意

味をこう解釈した〉を全体として認めないというのは，理解に苦しむ所である。

それを理解する手掛りの一つは，すでに触れた滋何学的認識についての両者の見解の相

違にある。 プレーゲはユークリツド幾何学が空間についての直観を記述したものと考えた

のに対して，ヒルベルトはそのような考えを意図的に避けた。 さらに一般的に言えば，両
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者の数学的真理と存在に対するアプローチに相当の隔たりがあった，ということである。

フレーゲは問題の多い数学的実体は存在が確実である実体によって基礎づけられねばなら

ない，という意味での還元主義を採用した。 算術の命題を論理法則と定義から導くという

フレーゲの論理主義も，確実で基本的な土台の上に建物を立てるというメタファーに導か

れている。 それに対して，ヒルベルトは公理体系全体がある抽象的な構造を定義するとい

う全体論〈反還元主義〉を採用しているように見える。 二人の論争の聞には，彼らのこの

ような哲学の相違が横たわっていた。 だが，プレーゲの批判の矛先はヒルベルトの哲学に

ではなく，その方法論に向けられた。 フレーゲから見れば，ヒルベルトの方法論は，心理

主義とともに彼が批判の的とした形式主義の方法論に類似していたのであろう。

3.無矛盾性の証明

フレーゲは，もし真正の公理が設定されていればそれが偽であることはそもそも不可能

であるから，公理の無矛盾性証明は不要であると言う:

「公理が真理であるということから，公理が互いに無矛盾であることが導かれます。

それ以上の証明は何ら必要ではありません。 J(30) 

ヒルベルトは，これに真っ向から対立する意見を返した:

「あなたの[上記の]文を拝読しまして，私[ヒルベルト]は大いに関心を持ちま

した。 なぜなら，そのような事柄について考え，書き，講義したかぎりで，私は

常に正反対の乙とを主張してきたからです。 任意に置かれた公理がそれらの多数

の帰結とともに互いに矛盾し合わなければ，それらの公理は真であって，公理に

よって定義される事物が存在します。 そのことが私にとって，真理と存在の規準

なのです。 」【31 ) 

これに対して，プレーゲは，ヒルベルトのいう「公理Jが実際には真理の保証を持たな

い条件の定義にすぎないという理由で，それの無矛盾性を証明する必要は認めた。 しかし，

プレーゲの考えでは，条件の集合の無矛盾性を確立す忍には，それらの条件を充たすある

事物を生み出せば十分である。 しかし，その逆は成り立たない。 そうすると，ヒルベルト

の規準は無効になる，なぜなら，その場合，循環に陥るからだ。 もしヒルベルトの規準を
ヴァージョン

受け入れるならば，それは「存在論的証明」の一変形となろう。 つまり，もし，条件:

Aは知的存在者である，
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Aは偏在する，

Aは全能である，

が無矛盾ならば，それらをすべて充たす対象を具体的に見出さなくとも，全能で偏在する

知的存在者の存在が導かれることになる(32)。 これは，プレーゲにとって納得しがたいこ

とである。 こうして，フレーゲは次のように結論する:

「私は無矛盾性から真理性を導くような推論方法を受け入れることはできません。

おそらく，あなたもこういうことを意図しておられる訳ではないのでしょう。 い

ずれにしろ，もっと正確な定式化が必要であると思われます。 J(33) 

ヒルベルトの言葉は，それを文字どおりに受け取れば，以上のようなプレーゲの批判か

ら免れることはできない。 考えられるヒルベルトの真意は，

もし公理の集合が演鐸的に無矛盾ならば，公理がそれについて成り立つような事

物の領域が存在する，

といったものであろう(34)。 このヒルベルトのアイディアは? 後に「無矛盾な命題の集合

にはモデルが存在する」という意味での完全性定理に発展するものであ否。 しかし，ヒル

ベルトはこの時点で，まだどんな公理体系の構文論的無矛盾性も直接に証明してはいなか

った。 Ii'幾何学の基礎』で用いられた証明はモデルを用いるものであった。

ヒルベルト流の無矛盾性証明に対するプレーゲの批判は， このモデルの使用にあるのだ

ろうか。 すでに述べたように，プレーゲ自身が考える可能な無矛盾性証明の形態は，条件

〈ヒルベルトの公理〉を充たす対象を見出すことである(35)。 フレーゲが考えるそのよう

な対象は，条件の意味が一義的に要求する対象であり，ヒルベルトのモデルとは異なるも

のであろうか。 いずれにせよ，プレーゲは，条件を充たす対象(モデル?)の存在は条件

の無矛盾性にとって十分条件ではあるが，必要条件ではないと考えていたらしい。 すなわ

ち，

条件(公理〉を充たす対象が特定できるならば，その条件は無矛盾である，

ということは常に正しいが，

条件〈公理〉が無矛盾であれば，それらを充たす対象が特定できる，

ということは必ずしも成り立たない〈成り立つならば証明を要する〉と，フレーゲは考え

ていたらしい。 Ii'算術の基礎』において，プレーゲはこれに類比的な考えを概念の無矛盾

性に関して述べていた。 すなわち，

「概念はたとえその定義特徴が矛盾を含んでいても許容される。 禁じられるのは，

-267-



その概念に何かが帰属すると前提するととである。J (36) 

「もちろん，厳密に言えば，その概念に何かが帰属することを証明しさえすれば，

概念が無矛盾であることは確立される。しかし，その逆は偽であろう。J (37) 

レスニクによれば，フレーゲの無矛盾性証明に対するこのような態度は，数学的真理に

対する還元主義的アプローチと，真正の公理は偽ではありえない型 という主張に由来する

(38 )。相対的な無矛盾性の証明が，問題を先送りにするものでしかないとすれば，形式体

系の絶対的な無矛盾性証明に到らねばならない。そのような絶対的な証明があるとすると，

そこでの「絶対性」は用いられる原理の真理性に根拠を持つであろう。それはどのように

して確保されるのか，ヒルベルトの説明は不明確である。 1920年代にヒルベルトは「

有限主義」の立場からの「証明論Jを定式化していくが，そこで考えられる証明のギリギ

リの根拠は，ある有限的領域〈形式言語の項の領域や自然数の領域〉の存在と，そこでの

基本原理の真理性である。しかし，論争の頃のヒルベルトは未だそのような突き詰めた考

察を有してはいなかったのであり，フレーゲの不満もそこにあったのである。

4.独立性の証明

フレーゲは，ユークリッドの公理の独立性証明についても否定的な評価を下した。しか

し， 乙れは大部分，フレーゲの誤解に基づいていたと言わざるを得ない。プレーゲは，ヒ

ルベルトの証明が真正の公理をではなく，定義づけの条件〈プレーゲの言葉では擬似公理

P seudoax i 0111)を取り扱っていると主抜して，ヒルベルトの見解を退けた(39)。彼はまた，

ヒルベルトの方法を真正の公理に適用することにも反対した。ヒルベルトの独立性の証明

は，一つを除くすべての公理が真となるような公理の解釈を見出すことによって行われる。

プレーゲにとって，真正の公理はそもそも真であるから，そのような公理が偽となる解釈

を見出すことなどはできない。そのような公理の再解釈は，数学のタームの意味の暖-昧さ

を助長するゆえ有害である。本来，公理は文というより，一定の文によって表現された思

惣であって，確定した意味を有しているはずであるから3 それを再解釈することは無意味

である(40)。

このような一見頑迷とも思えるヒルベルトに対する否定的評価を下した後，プレーゲは

公理の独立性に関する自らの方法を提示する。彼によれば依存性〈非独立性〉は次のよう

に把握される:
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「真なる非論理的思想が真なる非論理的思想、の有限集合に依存するのは，その思惣

が有限個の推論規則によってそれらの思想の集合から導出されるとき，かっその

ときにかぎる。」同1 ) 

次にプレーゲは，独立性を確立す忍ための彼自身の一般的な方法を提案する{旬、それは

以下のようなものである。

Gが思想であり，Qが真なる思想の集合であり，GとQがともに言語Lで定式化

できると仮定する。次に，LからL自身への一対ーの上への写像を考える。その

写像は，論理的表現と構文論的タイプは保存するが非論理的表現は保存しないと

仮定する。言い換えると， 乙の写像は論理形式のみを保存する。もしQが真の思

想の集合Q' に写像されるが，Gが偽の思想G' に写像されるならば，そのとき

GはQから独立している。

独立性を証明するにはこのような写像を見つければよい。こうして，プレーゲは意味を再

配分する写像の概念を利用して独立性を確保しようとした。くただし，フレーゲはこの方

法を実際に幾何学に応用することはしていないようである。〉

このフレーゲの独立性証明の定式化は，それ自体としては正確なものであり，彼自身，

このような考察の新しいメタ数学的性格を自覚していたようである(43)。しかし，フレー

ゲは，ヒルベルトの『幾何学の基礎』に暗に含まれていたく有限的に公理化された〉第一

階公理体系を扱う原理の考察に失敗した。この原理によれば，

命題Gが命題の集合Qから独立であるのは， -， Gが量化の観点からQと無矛盾で

あるとき，かっそのときにかぎる。

これは，GとQを表現する量化図式を手に入れ，これらの図式のモデルを示すことで確立

される。しかし，プレーゲはこの問題を第一階の言語で見ようとはしない。プレーゲは，

ヒルベルトが公理の中の述語文字を普遍量化により一般化し，それから真の代入例を見出

すことによって無矛盾性と独立性を証明しようとしている，と解釈した(44)。確かに，

F a"の真理性は可能的に“'VxFx"を確証するが“F b"の真理性を合意しない。し

かし，“F a"の真理性は図式としての“F b"の無矛盾性を確立する。ヒルベルトの無

矛盾性の議論において，プレーゲはこの観点を見誤っている。同様の誤りが，ヒルベルト

の独立性の証明に対しでも見られる。

このようなフレーゲの誤解は，一つには，彼の推論に関する見解に由来するように見え

る〈45k今日，推論の説明は推論規則の概念、に基づいて行われる。一つまたはそれ以上の

-269-



言明〈推論の前提〉から一つの新しい言明〈推論の結論〉への移行が正しい推論規則であ

るのは，すべての前提が真となるモデルで結論も真となるようなバターンであるとき，か

っそのときにかぎる。 プレーゲの場合，推論は前提の真理性の認識から結論のそれへの移

行である:

「推論は記号の領域に属するのではなく，以前になされた判断に基づいて論理法則

に従って行われる判断の表明(Urtei Isfällung)である。 各前提は真と認められ

た確定した思想であり，結論も真と認められた確定した思想である。 J (46) 

そうすると，推論を行う場合，その真理性を承認していない前提に基づかせることはでき

ないことになる(47)。 証明は推論の連鎖であるから，証明も真である前提に基づかねばな

らないことになる。 公理は，すべての数学的証明の基礎であるから， 当然，真でなければ

ならない。 無矛盾性と独立性に関するフレーゲの見解の中に，このような推論についての

見解が暗に影を落としている。

フレーゲの推論に対する見解の反論としては，条件的または間接的証明における推論の

ケースが考えられる。 そのような証明において，われわれは真であることが未だ確定して

いない前提を仮にそれが真であると仮定した上で，推論を始める。 しかし，フレーゲは，

そのようなスタイルの証明が正統的なものではなく，誤解を招き易いものであると考えた

ようである。 フレーゲは言う:

「しかし，真であるという判断をせずに，純粋に仮設的に一定の思想から演鐸を行

い得る，と反論するかもしれない。 …しかし，そのような疑わしい思想は推論の

前提とはならない。 むしろ，[その場合の]前提は，問題の思想老先件として含

む一定の仮設的思想である。 最後の結果においても，そのような疑わしい思想は

条件として生じなければならない。 従って，それらは実際には前提として使われ

ていたのではないのである。 というのは，もし前提として使われていたのであれ

ば，それらは最後の結果において消去されていたであろうからである。 もしそれ

を残していたとすると，彼は単に誤ったのにすぎない。 問題の思想の一つが真で

あると認められて初めて，先件としてそれを[最後の結果から]落とすことがで

きる。 乙のことが生じるのは，今や真と認められた思想が前提となっているよう

な推論にかぎられる。 J (48) 

プレーゲの見解は，公理論的に定式化された論理体系における演鐸定理を思い起こさせる。

演鐸定理が成り立つ論理体系では，
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もしBが仮定Aから導出可能ならば，AコBは定理である，

ということが成り立つ。 演鐸定理は，AからBへの演鐸が即座に，例えば“Aコ"をその

演鐸の各論理式に加えてAコBからの証明が作れるような論理体系でのみ成り立つく本論

第1 0章1. 1節参照〉。 真なる公理だけから出発する演絡のみを証明とするフレーゲに

とって，条件化やそれに類似の規則は，真理性の単純な移行とは見なせない操作を含むゆ

えに，確実なものとは思えなかったのかもしれない。 前章で見た，ゲンツヱンの自然演鐸

や連式計算は，真理性の伝達を含むより広範囲の推論規則を，数学上の自然な慣行として

扱っていた。 プレーゲは，その意味で，正しい推論に関する彼の「理念」にこだわりすぎ

た側面があったと言えよう。

本 * * 

プレーゲとヒルベルトの論争の中に，われわれは何を学び取るべきであろうか。 両者の

論争を通じて，論理の概念や数学の方法論についての意義深い明噺化が得られたととは確

実である。 ヒルベルトは，数学の哲学と分析的知識についての理論に対して，現代的な公

理論による新鮮な観点，すなわち，数学は永遠で唯一の数学的対象を発見するのではなく，

無矛盾性を唯一の判定規準とする多様な解釈による多様な構造を探究するものであるとい

う観点を提供した。 その際，後の証明論・モデル論へと発展するような方法論上の新機軸

を打ち出した。 他方，プレーゲの貢献は，独創的なものではなかったかもしれないが，ヒ

ルベルトの見解の批判と分析を通して，公理と定義の役割の明確な定式化という，方法的

批判の典型を提供した。 独立性証明を巡ってのプレーゲの議論の中に，新しいメタ数学的

アプローチが自覚されていることも特筆に値するくそれは，1 920年代に形をとるヒル

ベルトの有限主義的証明論の萌芽とも読める〉。

ただ? プレーゲの余りに強烈な哲学的・数学的理念がヒルベルトを僻易させたのか， ヒ

ルベルトの突然の文通中断によって，両者の論争から得られることが期待されたより多く

の果実が成熟の時を迎えるに到らなかったのは残念なことである。 しかし，論理と数学の

哲学に関する両雄の議論は，現代において通例とされている思考態度や方法論が，いかに

多くの混乱や思い過ごしから次第に洗練されていくものであるかということの，貴重な実

例を提供してくれるものである。
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の書物 を参照: Michael Detlefsen， H i lbert's Program， An Essay on 
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