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第5章 数値計算結果

第2章および 第3章において， 非線形支持された直線状はり構造物に対して，定常

周期解を高速かっ高精度に求め得る増分伝達剛性係数法，および近似解の安定性を解

析の精度を損なうことなく高速に判別する低次元化モデルによる安定判別法の定式

化を行った. また， 第4章では，低次元化モデル導出の際に利用される高速な固有値

解析法として，計算過程に伝達剛性係数法を適用した逆反復法を定式化した. 本章で

は種々の直線状はり構造物に対する具体的な計算結果により，これらの手法の有効性

を確認する.

5'1 計算条件 本章では，4個の計算モデルに対して様々な条件で数値 計算を行

った. その計算には32ビットパーソナルコンビュータ(FORTRAN 77による倍精度

計算)を使用した. 以下に示す計算結果はいずれも奇数次解であるので， 近似解の計

算および安定判別には奇数次解用アルコリズムを用いた. 近似解の収束判定条件は，

増分量の相対誤差が10-10以下とした.安定判別用の低次元化モデルを構成するための

固有振動数とモード行列の導出には，第4章で定式化した伝達剛性係数法を援用した

逆反復法を用いた. 低次元化モデルに対する安定判別に際しては，特性指数を求める

場合には，有限近似した無限次元行列式の固有値計算に安定判別に必要な固有値(主

特性指数)のみを計算するように改良したダブルQR法を利用した. また，特性乗数

を求める場合には， 推移行列の計算(変分方程式の数値積分)にはルンゲ ・ クッタ ・

ギル法， 推移行列の固有値の計算にはダブルQR法を利用した.

また，線形一様はり要素の物性値は，すべての解析モデルに対して次のように設定

した.
p = 7.86 X 103 [kglm 3 ] 

E = 206 [Gpa] 

G = 79.2 [GPa] 

K = 0.886 

-・(5.1)

ここに， pは一様はり要素の密度である. また， 断片線形基礎支持部に対しては， Iメ

分求積法(59)によってフーリエ係数の計算を行った.



5・2 モード111法による安定判別の精度の確認 まず， 三種類の低次元化法の中

でもっとも高精度であることが予想されるモードIII法の計算精度を確認するため，

図5.1 に示すような計算モデル5- iに対して近似解計算および安定判別を行った. モ

デルテiは，低次元化を行わずに全系の変分方程式に対してそのまま安定判別を行っ

ても3・2節で述べた数値計算上の問題点が顕著に現れない範囲で最大規模のもので

あり， 長さ500 mm， 直径10 mmの中実な一様はり要素3本を直線状に結合した全長

1500 mm の構造物において， 各一様はり要素は23個の基本要素に等分割(系の総自

由度は 50) している. 基礎支持要素としては， 並進に関する 3次の連続非線形性を

考慮し， 図示の節点に配置した. また， 励振力については，節点 2に振幅100Nの調

和強制外力が作用するものとした. なお， このモデルでは一様はり内部に作用する分

布粘性減表力は考慮していない. また， 低次元化モデルに対する安定判別は特性乗数

を求めることにより行った.

図5.2(a)--図5.2(c)に， 節点、2の9次近似解の周波数応答 (最大振幅による表示 )

と安定判別の結果を示す. 周波数応答の計算結果は各図ともに共通で， 1次と 2次の

主共振領域が現れており， 漸硬形の非線形性のためにともに右方向に傾斜している.

以下に示すグラフでは，実線が安定解，破線が不安定解，0印はサドルノード分岐点，

口印はホップ分岐点を表す. なお， 近似解の計算精度に関しては，仮定するフーリエ

級数の最高次数を 11次以上に増やしても周波数応答に大きな変化が認められなかっ

たので， このモデルの図示の振動数領域では9次近似解で十分に高精度であると見な

すことができる.

図5.2(a)は低次 元 化を行わずに安定判別を行った結果であり， 応答 曲 線の垂直接線
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図5.1 計算モデル5- i 
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(モードIII法で低次から5組の複素モードを用いた場合)

部に挟まれる部分がサドルノード分岐による不安定領域， その他の不安定領域はホッ

プ分岐によるものである. なお， この計算において特性指数も同時に求め ， 式(3.10)

の関係により， 求められている特性乗数との比較を行ったが， 両者はほぼ一致するこ

とを確認した . このこと から ， 特性乗数および特性指数は 高精度に計算されているこ

とがわかる.

図5.2(b)は三種類の低次元化法の中ではもっ と も 安定判別の精度が高い と考えられ

るモードIII法で， 低次から2組(1次と2次) の複素モードを用いて構成した低次

元化モデルに対する安定判別結果，図5.2(c)はモードIII法で，低次から5紐(1次か

ら5次ま で)の複素モードを用いて構成した低次元化モデルに対する安定判別結果で

ある. 図5.2(b)および図5.2(c)と図5.2(a)とを比較することにより， 低次元化モデル

による安定判別の精度を検証することができる. なお， 図5.2(b)， 図5.2(c)の計算で

は， 3 ・4・3項に示 した ような安定性に与える影響 の大き いモードの抽出は 行っていな

•
 
、、‘.tν
 図5.2(a)と図5.2(b)とを比較すると ， 1次と2次の主共振部に存在するサドルノー



ド分岐点がかなり異なっている. また， 図5.2(a)に存在する2次の主共振部のホップ

分岐による不安定領域は， 図5.2(b)では存在していない. しかしながら，低次元化に

用いる複素モードの個数を増やすことにより安定判別の精度は向上し， 図5.2(c)に示

すように低次から5次までの複素モードを用いた場合には定性的にも定量的にも低次

元化を行わないものとほぼ一致する結果が得られるようになる. このことから，モー

ド111法を適用して得られた低次元化モデル(5自由度)に対する安定判別によって，

元の系(50自由度)の安定性を十分高精度に判別することが可能であることが確認さ

れた. この結果は， 第3章で提案した低次元化モデルによる安定判別法の妥当性を示

しているとみなすことができる.

5・3 モード111法およびモード11法の計算精度の比較 5・2節に示した計算結

果によって， モード III法は， 十分高精度にかつ高速に元の系の安定判別を行うこと

が可能であることが確認された. モードIII法では安定判別の精度低下を防ぐために，

減衰項であるC�をも考慮した複素モードを利用して低次元化モデルを構成した. 一

方，計算能率の観点、からすれば，モードI法またはモード法II のように実モードを利

用した方が有利である. 本節では， モードIII法とモードII法の計算精度を比較する

ため，図5.3に示すような計算モデル5・並に対して近似解計算および安定判別を行っ

た. モデル5-iiは， 長さ500 mm， 直径10 mmの中実な一様はり要素3本を直線状

に結合した全長1500 mmの構造物である. 各一様はり要素は24個の基本要素に等分

割( 系の総自由度は98)し，並進方向の分布粘性減表係数を2.0 N.s/m2に設定した.

基礎支持要素としては，並進に関する3次の連続非線形性を考慮し， 図示の節点、に配

置した. 励振力については，節点2に振幅100 N の調和強制外力が作用するものとし

た. また， 安定判別は特性指数を求めることにより行った. なお， 本項の計算ではモ

ードII法およびモードIII法に対して，3・3・4項および3・4・3項に示した安定性に大

きな影響を持つモードの抽出は行っていない. また， 本モデルの自由度は， モデル

5・iと比べて約2倍に増加しているので，従来の低次元化を行わない方法により安定

判別をしようとする場合には，計算量および計算精度の両面の問題から，高精度の解

析は不可能である.

図5.4(a)--図5.4(f)に，節点2の9次近似解の周波数応答(ノルムによる表示) と

安定判別の結果を示す. 図中の線種および分岐点を表す記号の意味は前項と同様であ
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り， さらに， ム印はピッチフォーク分岐点を表す. 周波数応答の計算結果は各図とも

に共通で， 1次と2次の主共振領域が現れている. 近似解の計算精度に関しては， 仮

定する近似解の次数を11次以上に増やしても， 周波数応答に大きな変化が見られな

かったので，このモデルの図 示の振動数領域では9次近似解で十分高精度であるとみ

なすことができる.

安定判別に関しては，図5.4(a)""'v図5.4(c)はモード111法による安定判別の結果，図

5.4(d)'"凶5.4(f)はモード11法による安定判別の結果を示す.モード111法において，

図5.4(a)は最低次(1次)の1組の複素モードのみを用いた場合の結果， 図5.4(b)は

低次から2組(1次と2次)の複素モードを用いた場合の結果， 図5.4(c)は低次から

10組(1次から1 0 次まで)の複素モードを用いた場合の結果である. 1次の複素モ

ードのみを用いた図5.4(a)では，2次以上の振動モードは考慮さ れないため， 当然な

がら1次の主共振領域に存在するサドルノード分岐による不安定領域が現れているだ

けである. しかも， その精度はかなり悪いことがわかる. また，2組の複素モードを

用いた図5.4(b)では，2次の主共振領域に存在するホップ分岐やサドルノード分岐に

基づく不安定領域も現れるようになる. このことから， ω/2n = 30""'v 48 Hzの領域に

存在するホップ分岐による不安定領域は，1次の振動モードと2次の振動モードの内

部共振の影響によるものであることがわかる. しかしながら， 周波数応答曲線の垂直

接線部にあるべきサドルノード分岐点が中腹部に存在するなど，安定判別の精度は十

分なものではない. これに対して， 前項と同様に， 用いるモード数を増やすことによ

り安定判別の精度は向上し， 10次までのモードを用いた場合には，図5.4(c)のような

結果が得られる. この計算において， 11次以上のモードを用いた場合の計算結果と図

5.4(c)の結果との聞に大きな差違が現れなかったことから， 図 5.4(c)の結果は十分に
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高精度であると見なすことができる.

以上に示したモードIII 法と同じ条件で，モードII法によって安定判別を行った結

果を図5.4(d)""'図5.4(f)に示す. すなわち，モードII法において，図5.4(d)は1次の

実モードのみを用いた場合の結果， 図5.4(e)は1次と2次の実モードを用いた場合の

結果，図5.4(f)は1次から 1 0次までの実モードを用いた場合の結果である. このよ

うに，両手法のモード個数を等しくすることによって，安定判別の精度，すなわちモ

ードIII法とモードII法によって構成される部分空間の適切性を比較することができ

る. モードII法の計算結果と， 対応するモードIII法の計算結果を比較すると， ほぼ

一致した結果が得られていることがわかる. このことは，本モデルに特有の現象では

なく， 他の様々なモデルに対して行った計算結果においても， モードII とモードIII

法では，ほぼ同じ精度の安定判別結果が得られることを確認している. これは， 大規

模系の近似解に対する変分方程式を少数の変数からなる部分空間に変数変換する際

に，減衰要素が部分空間の形態に与える影響が非常に小さいためと考えられる. この

ように，モードII法とモードIII法では， 得られる安定判別の結果の聞にほとんど差

違が認められないことが確認された.

なお，計算能率の面では，実モード解析を行うモードII法と比べて，複素モード解

析を必要とするモード III法の方が若干不利ではあるものの， 伝達剛性係数法を援用

した逆反復法を用いることにより，その差はごく僅かであることを確認している. た

だし，逆反復法の計算部に必要なメモリ量は，モードIII法はモードII法に比べて約

2倍のメモリを必要とする.

以上のことから， 大規模系に対する必要なメモリ量等をも考慮すれば， モード III

法よりもモードII法を用いる方が有利であることがわかる.

5・4 モードI法およびモード11法の計算精度の比較 前節の計算結果により，

モードII法とモードIII法の計算精度にはほとんど差違がないことが確認された. 本

節では，実固有モードを用いたモードI法とモードII法の計算精度を比較するため，

図5.5に示すような計算モデル5・IIIに対して近似解計算および安定判別を行った. モ

デル5- iiiは，長さ312.5 mm，直径1 0 mmの中実な一様はり要素8本を直線状に結合

した全長250 0 mmの構造物である. 各はり要素は22個の基本要素に等分割(系の総

自由度は66)し， 並進方向の分布粘性減衰係数を 0.3N.s/m2に設定した. 基礎支持要



素としては， 並進に関してはガタ， 回転に関しては3次の連続非線形性を考慮し，図

示の節点に配置した. また，励振力については，節点4 および節点6 に振幅30Nの調

和強制外力と振幅 10 N . m の調和強制トルクとが同時に作用するものとした.

5・4・1 安定判別条件 モード I 法およびモード 11 法ともに， モードの個数を

MI =Mu =7に固定して安定判別を行った. その際，次のような固有モードの抽出法

を併用した. まず，1次から30次までのモード行列を用いて低次元化モデルを作成す

る.次に， その剛性行列JとIおよびk*Uの中で， 近似解の安定性に支配的な影響を及

ぼすと考えられる2次のフーリエ成分kp，kpおよび長p，I(}Uに着目して， 各行列

のt行j列の要素(必)tj ， (良)jjの絶対値 �{(れ)tj}2 +{(れ)tjFおよび(れ)�j ， (れ)rj

の絶対値 �{(Kl)�jV + {(必)乙Fが大きなものから順に，対応する7個のモードを選択

する. 前節と同様に， 両手法のモード個数と選択基準を等しくすることによって，安

定判別の精度，すなわちモードI法とモード11法によって構成される部分空間の適切

性を比較することができる.

なお， 周期解については9次近似解(N =9) を求め， 安定判別にはJとIおよびk.Uの

18次までのフーリエ係数を利用した.したがって，最終的に特性指数を求めるための

固有値問題の次元は140 (同一の計算条件で低次元化を行わない場合は13 20 ) とな

る.

5・4・2 周波数応答および安定判別 図5.6(a)---図5.6(c)に，9次近似解の周波数

応答 (ノルムによる表示)と安定判別の結果を示す. 図5.6(a)はモードI法，図5.6(b)

はモード11法による安定判別の結果である. さらに，安定判別の精度を比較・検証す

るために，モード11法で20 個のモード(抽出法は同様)を用いて求めた結果を図5.6(c)

に示している.

近似解の計算精度に関しては，仮定する 最高次数を11次以上に増やしても周波数応

答の計算結果に大きな変化が認められなかったので，このモデルの図示の周波数領域

では9次近似解で十分に高精度であるとみなすことができる. また，安定判別の精度

に関しては， 抽出 するモード個数を21 個以上にして求めた結果と図 5.6(c)の結果と

の聞に大きな差異が現れなかったことから，図5.6(c)の安定判別の結果は十分に高精

度であるとみなすことができる.

周波数応答の計算結果は各図ともに共通で， 1次と2次の主共振が現れており， 漸



硬形の非線形性のために共振領域の応答曲線は右傾している. 次に，安定判別に関し

て，モードI法による図5.6(a)の結果と基準としての図5.6(c)の結果とを比較すると，

図5.6(c)で確認される1次および2次の主共振部におけるホップ分岐に基づく不安定

領域が図5.6(a)には現れていないこと， また， 応答曲線の垂直接線部に存在すべきサ

ドルノード分岐が応答曲線の中腹部に移動していること等の差異が認められる. それ

に対して，モードII法による図5.6(b)では，分岐点の位置などで若干の精度低下は見

られるものの， 図5.6(c)と比較してほぼ満足できる結果が得られている. これは， 3・

2節で議論したように， モードII法は近似解(非線形性)の影響を考慮したモードを

利用しているので，構成された低次元化モデルにその影響がより良く反映されている

ためと考えられる. なお，解析モデル次第ではモードI法は モードII法とほぼ同等の

結果を与えることもあるが， 前者の方が高精度になることは経験していない.

なお， 計 算 能率に関しては， モードI法では， 低次元化のためのモード行列を1度

求めておけばよいのに対して，モードII法は，周期解が求められる度にモード行列を

求め直す必要があるので若干不利ではある. しかしながら，伝達剛性係数法を援用し

た逆反復法を用いることにより， モード解析に必要な計 算 量は非常に低減化されてい

るので， モードI法とモードII法の計 算 時間を比較しでも，その差は僅少であること

を確認している.

以上に示した計 算 結果により， モードII法の方がモードI法よりも計 算 量の点、では

若干不利ではあるが，計 算精度の面ではより信頼できる手法であることが確認された.
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40 

s.s 大規模構造物に対する適用 第2章 および第3章で提案した増分伝達剛性

係数法および低次元化モデルに基づく安定判別法を， 図5.7に示す よう な比較的実際

の系に近い， より大規模な非線形構造物に適用して， その有効性を検証する. 図 5.7

の計算モデル5- ivは， 長さ1000 mm， 外径30 mm， 内径25 mmの一様中空はり要素

5本を直線状に結合した全長5000 mm の構造物である. 各はり要素 は25個の基本要

素に等分割(系 の総自由度は 322 )し， 並進方向の分布粘性減衰係数 を2.0 N's/m2に

設定した. 構造物 の両端は単純支持とし，中間の基礎支持 要素としては並進に関して

のみガタおよび3次の連続非線形性を考慮して， 図 示の節点に配置した. また， 励振

力については， 節点 3に振幅30 Nの調和強制外力が作用するものとした.

まず， 近似解の計算能率に関して増分伝達剛性係数法と 増分伝達影響係数法との比

較を行った. 両者 の計算時間の比は第2章にも 示したように， 逐次 近似計算の際に伝

達計算を行うべき節点数にほぼ比例し，図5.7 のモデルでは後者 は前者に対して約30

倍の計算時間を必要とした( 主 要部の理論的な計算量の比は， 第2章 の 表 2. 1より，

(25 X 5 +り/(5 +り= 26.83となる) . 



次に，モデル5- ivに対する9次近似解の周波数応答(ノルムによる表示)と安定判

別の結果を図5.8(a)---図5.8(c)に示す. 図示の応答点は節点、3 であり， 図5.8(b)は図

5.8(a)のω/2Jr == 7 --- 22 の応答曲線の込み入った部分を拡大したもの， 図 5.8(c)は図

5.8(a)のω/2Jr == 29 ---3 9 の領域に存在する 1/3 次分数調波共振を拡大したものである.

安定判別にはモード11法を利用し，低次元化モデルを作成するためのモードの個数は

MIl = 8 個に固定した. 採用するモードの選択法は 5・4・1項に示した方法とまったく

同様である. また， k*nに関しては 18次までのフーリエ係数を利用したので， 最終

的に特性指数を求めるための固有値問題の次元は160 (同一の計算条件で 低次元化を

行わない場合は6440 )となる.

図5.8(a)には1次から3 次の主共振が現れており，ω/2.7r==10---16 Hz， 17---22 Hz， 

29---3 9 Hz の各領域に孤立して存在する分枝は， それぞれ1次と2次の主共振， およ

び1次の主共振に対する1/3次分数調波共振である. このように 1次および2次の主

共振ピークの先端部は島状に孤立していること， 1/3次分数調波共振が 2つの島状に

分離して存在すること，およびサドルノード分岐に基づく不安定領域のほかに，ホッ

プ分岐やピッチフォーク分岐に基づく不安定領域が数多く存在していることが本モ

デルの特徴である. なお，近似解の最高次数を9次よりも大きくしたり，安定判別に

用いるモードの個数をMll =8 よりも大きく設定して計算を行っても，周波数応答や安

定判別にほとんど差異が現れないことを確認している. このことから， 図5.8(a)， 図

5.8(b)および図 5.8(c)の計算結果は十分信頼し得るものであることが分かる. 以上の

ことから，本論文で提案した手法により，従来まったく不可能と考えられていた大規

NodeO 

E 

ヰ固物皇室

M
=A

 
竿問中物

①: Êj = 5.0ω必+103{νj + 105(ゅう

rO Iyj 1<5mm ②:為=5.0ω必+ kpyj， kp = � 
1105 I必1�5mm

図5.7 計算モデルテiv



1/3 subharmonic 

|
ー民生二?8{�よ1

.... 弓;---..，

!/ぷ:::/ !
!ー♀'二一一一一-J

|

o : Saddle-node 

ロ: Hopf 
ð. : Pitchfork 

尚一

See fig. 5. 8(b ) 

20 

0.01 

{
E}
ロ
0

2
2
0

∞
M
C

E』
C

Z

40 30 
Frequency [也]

10 
。

と安定判別

(モードII法で8個の定数項モードを用いた場合)

モデル5- ivの周波数特性(9次近似)図5.8(a)

d mode .0 

/ 

ノ=ヂι
仁1..，' ， 

0.01 

o : Saddle ・・・-node

ロ: Hopf 
ð. : Pitchfork 

"や

ð ' 
d 

p 

{
日}
ロ
O叩H
Hd-
o

∞
M
o

gh
o

z

。
20 

Freque町[抱]
10 

と安定判別モデル5- ivの周波数特性(9次近似)

(1次と2次の主共振領域の拡大図)

図5.8(b)



o : Saddle-node N =9 
M II= 8 ロ: Hopf 

ー
1/3 subharmoruc 

o ，.." .. ...... 

/ゆ /，
〆中\/'

， .. 

ó..' 

E 

50 006 
2 

0 
r/J 
� 
0 

g 
』司

長0.005ト

→ 

40 
I i l L 

30 
Frequency [問

と安定判別モデル5ーかの周波数特性(9次近似)

( 1/3次分数調波共振の拡大図)

0.004 

図5.8(c)

o : Saddle-node 

口: Hopf 

オ-
li
ll-
--，­

/HL
4

-

・
即
日一

子

一

o
rL

:'

一

m
主

/
/
一

qa
白いM-

'
d'

-

'n
か一
1)
ノ
ノ
一

hu
cd一

，
，

一

川
一
一一

，

一

小
一'
N
III
-
L

4sA
 

N =1 
M II= 8 

0.01 

宮
口
。

コ

。
∞ 
4-・4

0 

5 
1-0 

o 

z 

。 40 30 
Frequency [問

20 10 

と安定判別

(モードII法で8個の定数項モードを用いた場合)

モデル5- ivの周波数特性(1次近似)図5.8(d)



o : Saddle-node N =3 

M ll= 8 口: Hopf 

1/3 subharmonic 
，

，
 

，
 
，

 

，
 

，
 

，

，
 

，

，
 

，

，
 

，

，

 

，

，

 

，

，

 

，

，

 

，

，

 

，

，
 
，

 

，
 

，
 

，
 

，
 

，

，，

 

，

，

 

，

，

 

，

，，

 

，
 

，
 

，，
 

，

，

 

，

，

 

，

，

 

，

，

 

，，

，，

 

''

，，

 

，
 

，
 ，

，

 

，

，

 

，
ー

，

ー
'

'

，
 ft
'
l
'

hu
 

E 

5 0 006 
2 

0 
rf) 
� 
o 

g 

� 0.005 

ー

40 
I i i i i i I _L 

30 
Freque町[問

と安定判別モデル5- ivの周波数特性(1次近似)

( 1/3次分数調波共振の拡大図)

0.004ト

図5.8(e)

高精度かつ高速模(322自由度)な非線形系の定常周期振動とその安定性の解析を，

に行い得ることが確認された.

図5.8(d)に節点図5.8(a)よりも低精度の解析を行った場合の参考例として，一方，

ω/2JT: �28 ただし，1 次近似解による周波数応答および安定判別の結果を示す.3の

""39Hzの枠内は， 1次の主共振に対する1/3次分数調波共振を3次近似解により求め

た結果であり，図5.8(e)にその部分を拡大した図を示す.図5.8(a)の結果と比較して，

図5.8(a)では島状に孤立していた1次と2 次の主共振ピークの先端部が図5.8(d)では

図 5.8(a)では 2 つの島状に分離していた 1 /3 次分数調波共振が図現れないことや，

さらに不安定領域の存在様式が異なること等，5.8(d)では1つに結合していること，

このように， 近周波数応答および安定判別ともに明らかに大きな差異が見てとれる.

似解の次数が不足する場合には， 定量的にも定性的にも十分な解析は望めないことが

わかる. 以上のことから， 大規模系に対して任意の精度の近似解を容易に求めること

が可能で， さらに， その安定性を能率的かつ高精度で判別できるような計算手法を関

発することの重要性と意義とが理解される.



5・6 まとめ

( 1 )第2章で定式化を行った増分伝達剛性係数法を種々の直線状はり構造物に対

して適用し， 各モデルの周波数特性を求めた. その結果， 本手法によって大規模非線

形系の定常周期振動を高速かつ高精度に求められることが確認された. また，仮定す

る近似解の項数により， 求められる周波数特性が， 定量的にも定性的にも大きく異な

ることも確認された. このことからも， 本手法のように， 任意の精度で近似解を求め

得る解析手法の重要性が確認された.

( 2 )第3章で提案した3種類の低次元化法によって安定判別を行い， その優劣を

確認した. その結果，計算精度の面では， (i)モードIII法とモード11法により得られ

る安定判別の結果の間には， ほとんど差が確認されないこと， (i i)モード11法とモー

ドI法では，解析モデルによってはモード11法の方がより高精度な安定判別が行うこ

とができること， を確認した. また， 計算効率の面からは， 理論上明らかにモード I

法， モード11法， モードIII法の順に有利であが，第4章で定式化した伝達剛性係数

法を援用した逆反復法を用いることにより，計算効率の差は僅少となることを確認し

た. 以上のことから， 本論文で対象とした直線状はり構造物の非線形強制振動に対し

ては， モードII法が最も信頼性の高い安定判別法であると結論することができる.

( 3 )比較的実際の系に近い， 大規模な非線形構造物に対して， 増分伝達剛性係数

法および低次元化モデルによる安定判別法を適用し，従来不可能であると考えられて

いた大規模非線形系の定常周期解の計算およびその安定判別を， 非常に高速かっ高精

度に行うことが可能であることを確認した.



第6章 非線形支持された

三次元樹状構造物の強制振動解析

本章では， 第2章および第3章で直線状はり構造物に対して定式化を行った増分伝

達剛性係数法による非線形強制振動解析アルゴリズム，および低次元化モデルによる

安定判別法の適用対象を，より一般的な構造物へと拡張するための一例として，三次

元樹状構造物の縦 ・曲げ ・ねじり連成非線形強制振動解析アルゴリズムの定式化を行

う. また， 具体的なモデルに対する数値計算により， 本章で定式化した手法の有効性

を確認する.

6・1 解析モデルと非線形基礎支持要素の取扱い

6・1・1 解析モデル 図6.1 に， 本章で取扱う三次元樹状構造物の解析モデルを

示す.系は一つの主系(Main system)と主系に結合する複数個の分岐系(Sub-systems)

とから構成され， すべての屈曲部， 分岐系との結合部， 強制外力および強制モーメン

トの作用点， せん断力や曲げモーメントまたは断面積が不連続となる点， および応答

を求めたい点を境にして複数の一様はり要素に分割されている. また， 分割点には，

並進と回転に関する非線形ばねおよび非線形ダッシユポットから構成される基礎支

持要素によって支持された剛体が存在しているものとする. すなわち，解析モデルの

非線形性は基礎支持要素にのみ存在するものとし，一様はり要素自体の大変形にとも

なう非線形性は考慮しない.

各分割点を主系の相対的な左端から右端にかけて節点、 0.........節点nと呼ぶ. また， 節

点j-1と節点jの間の一様はり要素をj番め一様はり要素，節点、jの剛体および基礎支

持要素をそれぞれ剛体jおよびj番め基礎支持要素と呼ぶ. 分岐系に対しては， 主系

と結合していない端を左端，結合している端を右端とみなす. 主系および分岐系とも

に，各一様はり要素はさらにいくつかの基本要素に等分割され，基本要素は線形の集

中系としてモデル化される. また， 基本要素に対しては， 一様はり要素の内部に作用



す る分布粘性減衰を考慮する. 強制外力としては，同一周期の調 和強制外力および調

和強制トルクが複数の節点に集中的に作用し， その周期は無次元時間τ=ωt (ω:外力

の角振動数， t:実時間)に関して2Jrとする.

解析にあたり， J番め一様はり要素に対して， 節点j -1を原点、とし， 一様はり要素

の慣性主軸方向に3軸を一致させたj番め局所直交座標系(Xj， Yj， Zj)を設定する. た

だし， 一様はり要素の長手方向をXj軸とする. J番め基礎支持要素の取り付け方向お

よび剛体jの慣性主軸がj番め局所直交座標系(Xj， Yj， Zj)と一致しない場合も何ら問

題なく取扱うことができるが， 本論文では煩雑を避けるため， J番め基礎支持要素の

取り付け方向および剛体jの慣性主軸は， いずれもj番め局所直交座標系に一致して

いるものと仮定する. また3 一様はり要素内部に作用する分布強制外力や， 基礎支持

要素を介して作用する強制変位に関しても問題なく取り扱うことができるが，同様の

理由により本論文では省略する.

以下， 変数に付された装飾記号や添字は， 原則として次のような物理量であること

を意味する.

(1) r牢」の付された記号は無次元時間τに関する物理量， 何も付されていないものは

対応する物理量のフーリエ係数.

(2) 右下添字rCJおよびrSJはそれぞれ対応する物理量のフーリエ係数の余弦成分

および正弦成分， それらに付された右上添字はフーリエ係数の次数.

: Sub-system 

-0稔 : Nonlinear 
support system 

図6.1 三次元樹状構造物の解析モデル



(3)右下添字íjJは， 節点、jまたはj番め 一様はり要素に関する物理量. ただし，

j = 0，1，...， n. 

(4)右上添字íjJは， J番め局所直交座標系で成分表示された物理量. ただし， 本節

と次節で現れる物理量は， すべてj番め局所直交座標系で成分表示されたものである

とする. よってこれらの節では， 煩雑を避けるため右上添字íjJを省略する.

(5)同一記号で頭号「ー」の付された記号は節点 左側の物理量， 頭号í � Jの付された

記号は非線形基礎支持要素または節点 の剛体に関する物理量，何も付されていないも

のは節点右側または一様はり要素の物理量.

(6)íL1Jの付された記号は対応する物理量の増分.

(7)右肩号íLJおよびíRJは一様はり要素を細分割した基本要素(図 6.3参照) の

左端および右端に関する物理量.

(8)同一記号で頭号 í�J 付きのものは基本要素の両端質量の弾性はり側に関する

物理量.

また，ベクトルおよび 行列に付された左上添字ítJ は転置記号であり， OpおよびIp

はそれぞれp次の零行列および単位行列を表す.

6.1・2 剛体jの運動方程式 図6.2に， 剛体jの変位および 角変位， さらに剛体

jに作用する力および力のモーメントの正方向を示す. (x， y， z)jは剛体jの重心の

あ， Yj，Zj方向の変位， (fJ，ゆ，ψ)jはそれぞれXj， Yj， Zj軸回りの角変位， (瓦，Fx，Fx)j， 

(瓦，Fし，九)j ， (瓦，Fz，Fz)j は そ れ ぞ れ Xj，Yj， Zj方向 の力 ， 同じく(Nx，Nx， 1丸)j ， 

(Ny， Ny， 1丸)j ， (Nz， Nz， 1むz)j は そ れ ぞ れ Xj，Yj， Zj 軸 回 り の力 の モ ー メ ン ト ，

(qx ， qy ， qz)jはそれぞれ節点 jに作用するXj，Yj， Zj方向のτに関して21r周期の調和強

制外力，同じく(qO ， qø ， q.ψ)jはそれぞれ節点、jに作用するXj，Yj， Zj軸回りのτに関して

お周期の調和強制トルクである. また， r九jは剛体jの質量， (Jx， Jy，Jz)jはそれぞれ

剛体jのXj，Yj， Zj軸(慣性主軸) 回りの慣性モーメントを表す.

このとき， 剛体j(= 0，1，…，n)のXj，Yj， Zj軸方向および Xj， Yj， Zj軸回りの運動方程式

は， それぞれ次のようになる.

7九jω2ij +Fゐ+F;j - F;j = q;j I 
7九jω2ÿj +凡j+FJj-R;=q;j } ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ( 6

.
1 )

mjω2:ij +ιj+1弓-E;=qb|
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ここに， r・J =d/dτを表す .
ここで， 剛体jの変位ベクトルd;， カベクトル"h*，fj*， JJ ， 強制外力ベクトルqjおよ

び質量行列仇jを次のように定義する.

d; = t(x， 8， y，ψ，z，ゆ)j ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.3)

f/ =t(九，Nx，Fし，Nz，Fz， Ny)j I 
fI = t(Fx， Nx， Fし，Nz， Fz， Ny)j ↓ ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.4)

fI = t(Fx， Nx， Fし，Nz，F二，Ny)j I 

qj = t(qx， q8， qy， qψ，qz， qゅ)j ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6
.
5)

仇j = diag(r九Jx，仇，Jz，r九Jy)j ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.6)

ここに， jアおよびfIはそれぞれj番めおよびj+1番め一様はり要素から節点jの剛体

に作用する線形の反カ， fIは非線形基礎支持要素から剛体に作用する非線形反力であ

る. また， JIに関しては煩雑をさけるため， (Fx，九，Fz)jはそれぞれ(x， y， z)jおよび

(x，払i)jのみに依存する非線形関数， ( Nx ， l丸， 1むz )jはそれぞれ(8，仇ψ)jおよび(è，ムψ)j

のみに依存する非線形関数であると仮定する.
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図6.2剛体jの変位および作用する力と力のモーメントの正方向の定義



このとき， 剛体jの重心の各軸方向の並進および各軸回りの回転に関する運動方程

式(6.1)および式(6.2)をまとめて表すと次のようになる.

ω2仇jdj+jア+万一方= qj -・・(6.7)

本章の以下の議論では， 表示の簡略化のため， 式(6.7)と同様に式(6.3)--式(6.6)に示

した各ベクトルおよび行列を用いて定式化を行う.

6・1・3 運動方程式の増分形表示 式(6.7)で表される剛体jの運動方程式は， 支

持部に非線形性がある場合にはjアが非線形関数となるので連立非線形常微分方程式

となり， 解析的に解くことは非常に困難である. そこで， 第2章と同様に増分法の概

念を導入して式(6.7)の定常周期振動を逐次近似計算することを考える.そのために必

要となる式(6.7)の増分量に関する線形化方程式は次のようになる.

ω2m jL1dj + L11/ + L1I1 -L1I1 = rl -・(6.8)

ここに， げは残差であり， 次式で与えられる.

r1 = qj -ω2仇jd; -1/ - 11 + Ij* -・(6.9)

一方， 非線形反力ベクトルおは， 対応する各軸方向の変位および速度， あるいは対

応する各軸回りの角変位および角速度のみに依存する非線形関数であると仮定して

いるので， 11の増分ベクトルL1]1は次のように表される.

3方=Vj* L1d; + Wj" L1d; 
、τp 、ヲ. 1-. 
L- L- VL. ， 

ジ - Af | 阿川j aF;j aN;j aFzj aNゐ |
j =一 ÷ =diag|一 一 一一一

，
" * 

，
一一一 一一一一一|

ad; 
- �A�bl 

axj ， aß; ， ayj ， aψ;'az;'aゅ; 1 

a l/ -1:_-' aF;j aN;j aF;j aN;j aFzJ aNゐ |
W.;* =で士= diagl 一一ーで一一一

，
一一 ， 一一

，
ーァー |

a d; 01 a土j ， a e ; ， aÿj ， aψ; ， a々 。ゅ; I 

-・(6.10)

-・・・(6.11)

6・1・4 近似解の仮定 τに関して初周期の定常振動解を調和バランス法で求め

るために，変位 d;とその増分 L1d;を，それぞれ次のような N次までの有限実フーリエ

級数で仮定する. ただし，
dj = E6dj 1 

L1d; = E6L1dj I 

Nは正の整数である.

-・(6.12)

ここに，dj およびL1dj はd;およびL1d;の 0 次からN次までの実フーリエ係数をまとめ

た6(2N+り次元の変位振幅ベクトルおよび増分変位振幅ベクトル， E6 は6x6(2N + 1) 

次元実行列であり， 次式で定義される.



dj = t(fdg， tdJ， tl}J，・..，tcJll， tdf)j 
L1dj = t(泊d2，泊dJ，泊ιQ，・・・，包dF，を1df)j
( dt)j = { t(x， 8， y，ψ，Z，ゆ)ð}j
( cJ:)j = { t(x， 8，ν，ψ， Z，ゆ)nj
(L1dt)j = { t(L1x， L18， L1y， L1ψ， L1z， L1ゆ)ð}j
(L1cJ:)j = e(L1x， L18， L1y， L1ψ， L1z， L1ゆ)nj
島= [16/2， 16cosτ，16 sinτ，...，16cosNτ，16 sinNτ] 

-・・(6.13)

このとき， djおよびL1djのτに関する導関数は， それぞれ次式のようになる.

d; = E6U dj， d; = E6U2 dj I ; ・・(6.14) 
L1dj = E6UL1dj， L1dj = E6U2L1dj I 

ここに， Uは次式で定義されるような6(2N+1)次ブロック対角行列である.

U = Diag[06， U1， U2，. ..， U N] 1 

， (r = 1， 2 ， • • .， N) I U = [ 06 4 1 im 
- r 1 6 06 l ' ， 

， 1 

なお， Diag[...]はブロック対角行列を表す.

6.1・5 力および力のモーメン卜 τに関して2Jr周期の定常振動djに対しては，

剛体に作用する力や力のモーメント，およびそれらの増分もまたτに関して勿周期の

関数となる. そこで， これらに関しでも次のようなN次までの有限実フーリエ級数で

近似する.

打=&h， fl=&h， fl=&h I } ・・(6.16)
L1f/ = E6L1fj， L1万= E6L1fj， L1f1 = E6L1fj I 

ここに， fj，あ ，あおよび L1h ， L1]j ， L1あは， それぞれ h* ， ]/，万およびL1f/ ， L1万，L1flの0

次からN次までの実フーリエ係数をまとめた6(2N+ 1)次元の力振幅ベクトルおよび

増分力振幅ベクトルであり， それぞれ次のように定義される.

あ=t(tzo，tp，tF，…，tZN，tzN)j
h=t(tJP，t九th， v tか，tか)j
あペtp，tp，tF，…，tf，T)j
(lck)j = {t (Fx，丸，F;;，Nz， ß，丸)ð}j
(lsk)j = {t (瓦丸，�，瓦，ß，丸)�h � ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ( 6 . 1 7 )

(た)j= {t (九Nx，Ê'y， Nz， Ê， Ny芦}j
(宏)j= {t (R， Nx， Ê'y， Nz， Ê， Nyfs}j 
(/ck)j = r (凡Nx，F'y， Nz， Fz， Ny芦}j
(:{sk)j = r (Fx， Nx， F'y， Nz， Fz， Ny芦}j

94 



-・(6.18)

L1:ñ = teL1:{cO，活j，}，泊五I，・・・，泊:{cN，泊fsN)j
L1:ñ = t(弘jア，泊先，泊兵\"'，泊:{cN，泊fsN)j
L1:ñ = t ( tL1:{co，泊:{c1，泊五1v--，泊:{cN，泊fsN)j
(L1:fck)j = r (L1Fx， L1NιL1Fy， L1Nz， L1Fz， L1Ny )�}i 
(L1fsk)j = {t (L1Fx， L1Nミ，L1Fy， L1Nz， L1Fz， L1Ny)nj 
(L1た)j= {t (L1&， L1Ñx， L1Ê'y， L1Ñz， L1Ê， L1Ny芦}j
(L1fsk)j = {t (L1Fx， L1Nx， L1Fy， L1Nz， L1Fz， L1Ny)nj 
(L1:fck)j = {t (L1Fx， L1Nx， L1九，L1Nz，L1Fz， L1Nyfc}i 
(L1fsk)j = {t (L1Fx， L1NムL1Fy，L1Nz， L1Fz， L1Nytsh 

τに関して2rc周期の定常振動d;に対しては， 式(6.11)で定義されるVI，W;も

21r周期の関数となるので， 次のような実フーリエ級数で表示する.

吟= j向 j + �
l
{的)j coskr + (守山れ} 1 

} ・・・・・(6.19)
I ^ ∞ ^ ^ I 

W/ す( 即)j + �l{(
附)j∞skτ+(附)j sin kτ} 1 

また，

L1:{jとL1djとの聞の関係は次

式のように表すことができる.

L1fj = KjL1dj I 
} ・・(6.20)

Kj = Vj + WjU I 

式(6.19)のように表されるフーリエ係数を利用すれば，

Vj，Wjはそ れぞ れ 吟， Wj*の実フーリエ係数(守)j，(lとつの (跡)j，川?)j を 要素と

-・(6.21)
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6.1・6 奇数次解の取り扱い 第 2 章 と同様に， 非零の奇数次調波と偶数次調波を と

もに含む周期解を非奇数次解， 奇数次調波のみ のフーリエ級数 に展開できるような周期解を

奇数次解と呼ぶ.周知のように，かなり広範な非線形系において奇数次解が発生する.奇数

次解に対しては，近似解の最高次数N(本項では， N は正の奇数 とする)が同一な らば取扱

う行列やベクトルの次元を非奇数次解の場合の約半分に縮小できる.したがって， 計算時間

および必要 なメモリ 量 の両面で極めて有利である.しかも， その アルゴリズムは計算に 必要

なベクトルと行列とを奇数次解用に再定義し たもの に置き換えるだけで，形式的には非奇数

次解の場合とまったく同様である.そこで，以下に変更を要する点のみを示す.

式(6.13)で定義された変位振幅ベクトルdjおよび増分変位振幅ベクトルL1dj につい

ては，奇数次調波成分のみからなる6(N +1)次元実ベクトル， E6については，6x 6(N + 1) 

次元実行列で次式のよう に再定義する.
dj= t( tdj， tdJ， td2， tdム…， tdv， tdF)j l
L1d j = t (fL1dL弘dl，包dt，辺dム…，泊dl'， tL1 df)j ↓ ・・・・・・・・・・(6.24)
&， = [16 cosτ，16 sinτ，16 cos3r， 16 sin3r， "'，16 cosNr， 16 sinNτ] I 

同様に力振幅ベクトルおよび増分力振幅ベクトル について も， 奇数次調波成分のみか

らなる6(N +1)次元ベクトルで次のように再定義す る.

あ=tff，tzl，tr，tFf・-， tzN， t兵N)j
あ=tfjp，tIPJFP，tFf・-， tzN，t五N)j
j; =t( tjP， tjPJFP，tjP，…，tzN，t兵N)3
Aあ=t(辺長l，泊五1，弘/c3，泊Ff・，泊長N，泊五N)j

L1 t = t(泊先，包p，辺氏泊五3， JFvjf)j 
Aあ=t(切，包j}，泊J2，�生FF，---jf，泊五戸)j

-・(6.2 5)

また， 式(6.15)のUおよび式(6.22 )のAJ ' BJ ' AJ ' BJは，それぞれ次式のように なる.

U = Diag[ U1， U3，…，UN] ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.26)



A 2 A4 AN+いq

tA4 A6 AN+3 
Aj= 

tAN+l tAN+3 A2N 

� (q=1，2) - ・ ・ ・ ・ (6 . 27)
BO B 2 BN-いq

tB2 BO BN-3 

BJ= 

tBN-l tBN-3 BO 

後述するその他 の行列やベクトルについても，これらと同様の操作を行うことにより

次元を約半分に縮小できる.

6・1・7 分数調波振動の解析 本章のアルゴリズムにより， 1/ L次分数調波振動の

解析も同様に行うことができる. すなわち， 第2章と同様に， ωt=τの代わりに

ωt/ L =τ'のような変数変換を行い， イについて21r周期の解を求めればよい. その具

体的な計算手順は通常のものとまったく同ーである.

6・1・8 調和バランス法の適用 剛体jの増分量に関する運動方程式(6.8) ， およ

びその残差を与える式(6.9) に式(6.12) ， (6.14) ， (6.16) を代入し3 さらに調和バランス

の原理を適用することにより次式を得る.

ω2MU2L1dj + L1あ+L1あ- L1fj = Tj ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (6 . 28)
6(2N+り 1

^ r一一一一ー九一一一一-， I 
Mj = Diag[仇j， "'，仇j] � . . . . . . . . . . . ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (6 . 29)
η= qjーω2MjU2djーあーあ+あ!

ここに， qjは強制力qjを N次までの実フーリエ級数に展開したときの6(2N+ 1) 次元

の強制外力振幅ベクトルであり， その構造は式(6.1 3) と同ーである.

さらに， 式(6.20) の関係を考慮すれば， 式(6.28) は次式のようになる.

�L1dj + L1あ- L1fj =η ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (6 . 30)
....，. ‘ヲ. I 、，
I.._.ι_ V'- ， 

Pj = Kj +ω2MjU2 ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (6 . 31)

ここで， 式(6.30) は， 非線形基礎支持要素の存在する節点において， 定常振動解の

振幅ベクトルをニュートン法により求める際の逐次近似計算式に相当している.した

がって，式(6.30) においてあ およびあとめとの聞 の関係，さらにL1fjおよびAあとL1dj

との閣の関係，すなわち線形の一様はり要素両端の状態量ベクトルの聞の関係が求め



られると， 後述のように解析手続きは閉じた形になる. そこで次節では， 伝達剛性係

数法の概念を適用し，これらの関係を極めて能率的に求めるための計算手続きを定式

化する.

6.2 一様はり要素内部自由度の能率的な消去

6.2・1 基本要素のモデル化 一様はり要素に対して伝達剛性係数法の概念を適

用するにあたり， 各一様はり要素を基本要素に等分割し， 各基本要素は図6.3に示す

ように左右対称な集中形としてモデル化する. すなわち，基本要素の重心に関する慣

性特性値はその両端に等分割し，両端聞は質量のない弾性はりで結合されているとみ

なす.

ここに， mおよびJx，Jy，Jzは基本要素両端に等分された質量およびXj，Yj， Zj軸(慣

性主軸)回りの慣性モーメント， lおよびAは基本要素の長さおよび断面積， Glxはz

軸回りのねじり剛性， ElyおよびElzは巧軸およびZj軸回りの曲げ剛性， Ky， Kzおよ

びGは断面形状係数および横弾性係数を示す. 第2章の2・2・1項でも述べたように，

一様はり要素自体の構造減衰を考慮することは困難であるので，本節においても一様

はり要素には分布粘性減衰力が作用するものとする. すなわち， 各座標軸方向の並進

お よ び 回転に 関 す る単位長 さ あ た り の 分 布 粘 性 減 衰 係 数 を (ci，cd，cf) お よ び

(C1， Cø， C1)とすれば， 次式のように定義される等価な集中粘性減衰係数(cz，d，d)お

よび(Ci， Cß， Ci)が， 基本要素の両端に等分されるものとする.
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図6.3 基本要素の解析モデル
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ci = cgl/2， c� = cil/2 ， ci = c1l/2 1 � ........................... (6. 32) 
Ci = Cgl/2， Cø = Cðl/2， Ci = C1l/2 r 

6・2・2 自己および相互動的剛性係数行列 上記の仮定のもとで，図6.3の力の

作用図を参考にすると，基本要素両端における集中質量に関する運動方程式は次のよ

うになる.

九l['d*L + C'd*L = f・L _ f*L I 
; ・・(6.33)

M'd*R + C'd*R = f*R -f*R I 

‘守 、.，. ) .... 
L- L- V"_ ， 

M' = diag(m， Jx， m， Jz， m， Jy) 
C' =diag(cz，CZ，C5，C2，cz，C5) 

d*L = t(x， 8， y，ψ， Z，ゆ)・L
d*R = t(x， 8， y，ψ， Z，ゆ)*R I 
f*L = t(Fx， Nx，凡，Nz，Fz， Ny)*L r 

. . . . . . . . . . . (6.34) 

f*R = t(Fx， Nx， Fy， Nz， Fz， Ny)明
f*L =t(Fx，Nx，凡，Nz，Fz， Ny)*L 

l*R = t(Fx， Ñx， Fy， Ñz， Fz， Ñy)・R

ここで， 非線形基礎支持節点での解と対応させるために，式(6.33)の解を次のような

N次までの有限実フーリエ級数で仮定する.

d*L = EódL， d*R = EódR 1 
f*L = EófL， f*R = EófR↓ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (6 . 35)

f *L = Eóf L， f *R = Eóf R I 

ここに， dL ，dhfLJR JLおよびjRは6(2N +り次元実ベクトルであり， 次式で定義

される.

dL=t(tdltdj，tdj，---，tdF，tdiv)L 
dR=t(tdP，tdj，tdL---，tdF，tdJV)R 
fL=t(tff，tfJ，tF，---JfJV，tj二N)L
fR=t(tfP，tfJ，tfJ，--v tfJV，tfJV)R 

1 L = t C lcO， t !c1， tよIf--ff，tょっL

lR = tclcO，守，守，…，tp，tp)R
d�L = t(x， 8， y，ψ， Z，ゆ)tL ，dtL=t(z，O，u，ψ，Z，ゆ)�L
d�R = t(x， 8， y，ψ， Z，ゆ)tR ，dF=t(z，O，y，ψ，Z，ゆ)�R

兵�L= t(Fx， Nx， Fし，Nz，F二，Ny)�L ，兵�L= t(Fx， Nx， Fy， Nz， F二，Ny)�L 
f}R = t(Fx， Nx， Fし，Nz，F二，Ny)�R， fskR = t(Fx， Nx， Fし，Nz，F二，Ny)�R 

llL = t(Fx， Ñx， Fy， Ñz， Fz， Ñy)�L ，五kL = t(Fx， Ñx， Fy， Ñz， F二，Ny)�L 

llR = t(Fx， Ñx， Fy， Ñz， Fz， Ñν)P，よkR= t(Fx， Ñx， Fy， Ñz， Fz， Ñy)�R 
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さて，一様はり要素自体は線形であると仮定しているので，非線形基礎支持節点、に

おける式(6.12)および式(6.14)の解は，一様はり内部ではフーリエ級数の次数成分ご

とに分離して取り扱うことができる. そこで，式(6.33)の解を次数成分ごとに次のよ

うに表す.
d*kL = d�L coskτ+ d:L sinkτ d*kR = d�R cos kτ+ d:R sinkτl 
f・kL= fckL cos kT + fskL sin kτ， f*kR = f}R coskτ+ fskR sinkτ↓ ・・・・・・・・・・・(6.38)
f・kL= fckL cos kτ+ fskL sinkτ， f*kR = fckR coskτ+ f/R sinkτ| 

式(6.38)を式(6.33)に代入し，さらに複素化して整理すると次式を得る.

(Mk + Ck)dkL = fkL _ fkL I 
(Mk + Ck)dkR = fkR - fkR ↓・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.39)
Mk = -(kω)2 M'， Ck = -ikwC' I 

守 守'甲
l_. l_. V'- ， 

dkL = d�L + id:L， dkR = d�R + id:R 1 
fkL = fckL + iffL， fkR =兵�R + i fskR � • • • • • • • • • • • . • • • • • • • • • • • • • • •  (6. 40) 

f kL = fc kL + i j子L， fkR = fckR + ifskR I 
式(6.39)は一様はり要素の分布粘性減衰を考慮した場合の基本要素両端における動的

な力のつり合いを表している.

一方，基本要素の質量のない弾性はり両端における状態量ベクトル聞の関係は，次

式で表される.
dkR = tLdkL + FfkR I � ...... . ...................... . ......... (6.41) 
fkL = LfkR I 

. _ . _ . r1 01 
L = Diag(l， 1， L'， L ')， L' = I J _， I I[ 11 

F = Diag(αx， ßx， F;， F�) 

x - 古， ßx = 式

円
= [; �L ベ7 1z

(叫 ル = (ι+ 」7 よ � �T ) l3Ely ， 1(yGA' Ely' 2Ely J 

(α，ß，y)z=(土 + 」7
L

-)\ 3Elz ' 1(zGA' Elz' 2Elz ) 

-・(6.42)

ここに，(α，ß， y)νおよび(α，ß，y)zは弾性はり要素を片持ちぱりとみなした場合の巧軸

回りおよびZj軸回りの静的影響係数である.
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式(6.39)および式(6.41)からfkLおよびfkRを消去することにより，基本要素の左端

の状態量ベクトルdkL，fkLと右端の状態量ベクトルdkR， fkRとの間の関係として，次式

が求められる.
fkR = SkadkR + SkcdkL 1 

ト ・・(6.43) 
fkL = skcdkR + skadkL I 

ここに，Ska ， Skαは自己動的剛性係数行列，Skc ， Skcは相互動的剛性係数行列であり，

次式で与えられる.
Ska = Diag[s:a， s;a， s�a， Sba] 
Skα= Diag[s�α，dα，sF，sF] 
Skc = Diag[S:c， s;c， s�c， SbC] 
skc=Diag[SF，s;c，sfc，sF] 

-・(6.44) 

S:a = -S:α=一(kω)2m -ikωci + 1/αz 
S;a = _S;a = -(kω)2Jx -ikωCi +1/ ßx 
S:C = _s:c = -1/αz 
S;c = _s;c = -1/βz 
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-・(6.45)
ザ=「 Ak y i

u
dα � [-:' 

y' -Bk y' 
I α SF =-tsF=-l， IY 
I α S�c = _ts�c =一 I ， 

IY 
αx =右， ßx =古
Ab =αL-m(kω)2 _ ikωci， A� =α;-m(kω)2 -ikωc� 
Bb = ß� -Jy(kω)2 -ikωCy， B� = ß� -Jz(kω)2 -ikωCi ↓ ・・・・・・・・・・・(6.46)

川y')ν� (討すt ，川Y'叶23，一色)
Dy = (<αß _y2)ν，Dz=(αß - y2)z 

6・2・3 直列結合則 複数の基本要素から構成される一様はり内部の部分系を分

系と呼ぶ. いま， 分系は明らかに左右対称である.

第2章と同様に，分系Aの右端に分系Bを直線状にかつ剛に結合して，新たな分系

Cを構成することについて検討する. この結合過程においても， 自己および相互動的
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剛性係数行列の計算は次数成分ごとに分離することが可能である.このとき，分系A

と分系Bの両端のk次の自己および相互動的剛性係数行列を求めるための直列結合則

は， 以下のように求められる.ただし， 各分系に関する物理量を下添字íA，ß，CJ

により区別する.

まず， 分系Aと分系 B の第k次の自己および相互動的剛性係数行列が既知であり，

両分系の両端における状態量ベクトルが次のように表されているものとする.
fJR= siαdア+ S切KL fKL-sicdiR+sTdiL l A U.A '  JA - ↓ ・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.47)
fF = SFdF + SFdbL， fdL=sgdF +spdbL | 

両分系の結合は剛であるので， 結合部における状態量間の関係はdT=dFおよび

f;R=fFで与えられる.また，両分系と結合後の分系Cの状態量ベクトル間の関係は，

明らかにdbL=dT， dF=dp， ff=f;LおよびfJR=frである. これらの関係を用

いて， 式(6.47)から結合部の状態量dア，df，fJRおよびfßLを消去することにより，

自己および相互剛性係数行列の直列結合則として次式を得る.
SF=t SF=SF十SUT;B85
SF=-tsF= -SFTJBsic 
SF=tsF=sT -sicT;Bsic 

TJB=tT;B=(ST-82)-1 

-・(6.48)

この直列結合則も第2章の2・ 2・3項に示した数値計算上の特徴を有している.さら

に，これに加えて，式(6.48)の再結合過程は，縦(x軸方向)・ねじり(x軸回り)・

二平面内の曲げ(x-Y平面のZ軸回り， X-Z平面のY軸回り) の四種類の要素に

分離して計算することが可能であり，小さな次元の行列により結合計算を行うことが

可能である (付録2参照) . 

式(6.48)に示される結合則を再帰的に適用することにより， 非常に少ない計算量で

はり要素の内部節点の自由度を消去して，一様はり要素両端の状態量聞の関係を求め

ることができる.ただし， 本項に示した再結合則においても，内部自由度の消去によ

って計算精度が損なわれることはない.

6・2・4 一様はり要素両端の状態量ベクトル聞の関係 各一様はり要素に対して

次数成分ごとに式(6.48)の直列結合則を再帰的に適用することにより， 一様はり要素

内部の自由度は完全に消去され，一様はり要素両端聞における複素化された状態量ベ

クトルの関係が次のように求められる.
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九k=sjαdj+Sfcdl 1 l� . . .. . ... . . . . . . . . . . . . . . ... . . . . ..... . . . . .  (6.49) 
fL =sj吟+sjG dil|

一様はり要素両端聞の自己および相互動的剛性係数行列Sア，sjc，sjα，sjcを求める

までの一様はり要素内部の計算には， 上記のように複素量を用 いた法が便利であり，

しかも能率的である. 一方，非線形基礎支持節点における式(6.30)の計算に利用する

には， これらを次式の関係により実数表示 に変換しておく必要がある. ただし，

sfα，sfc，sja，sjcの下添字「γ」およびíiJは，それぞれ対応する変数の実部および

虚部を示す.

I - I I I + I I I 
11 問 - Uclk 伸 一 山 [

五 j l Si S� L l ds L . l S{ Si L l ds L 

11 1 F 叩 dc[ ls r -中: 1 :+ fs 1 � 1 sf si 1 � 1 ds l ò 1 si s� 

-・・・・・・(6.50)

さらに，式(6.12)および式(6.16)で定義される各節点の変位振幅ベクトルおよび力振

幅ベクトルの構造に適合するように， 式(6.50)をk = O，L…，Nについて再整理するこ

とにより， 次式を得る.
fj = Sjdj + Sjdj_1 I � . . . . . . . .. . . .. . . . . . . . . . . . ... . . . . . . . ..... . (6.51) 
fj-l = sjdj + sjdj_1 I 

また， 一様はり要素は線形であるので， 式(6.51)の関係は増分量に対してもまった

く同様に成立する.すなわち，
L1fj = Sj L1dj + Sj L1dj-1 I � . . . . . .. . . .. . . . . . . . .. . ... . . .... . ... . . . (6.52) 
L1fj-l = sj L1dj + sj L1dj-l I 

これが， 一様はり要素に対して求めるべきL1fjおよびL1fjとL1djとの聞の関係である.

6・3 増分伝達剛性係数法の定式化

前節において， 式(6.52)のように求められ た一様はり要素両端間の状態量ベクトル

の聞の関係を，座標変換を考慮した上で式(6.30)に代入することにより，修正量とし

ての増分変位振幅ベクトルL1djが系内の全節点、に対して求められる.さらに， L1djに

対し て dj+ L1dj → dj なる反復計 算 を 実 行する こ と に よ り ， 変 位 振 幅 ベ ク ト ル

d j (j = 0， 1， . . " n)が逐次近似計算される. この逐次近似計算において 注 目すべき点は，



逐次近似計算過程から一様はり要素内部の状態量は完全に消去されて，非線形基礎支

持節点のみの自由度[6(2N + 1)(η+ 1)]に縮小されている点である. この点だけから見て

も，従来の増分調和バランス法や増分伝達影響係数法よりもかなり計算能率の向上が

達成されていることがわかる.

本 節では，さらなる計算能率の向上を図るために， L1djの計算過程に第2章で提案

した漸化形式による計算手法を導入する.

6・3・1 漸化形式による増分変位振幅ベクトルの高能率計算 j番めおよびj+1番

め局所直交座標系で表された節点jの左側および右側における増分変位振幅ベクトル

と増分力振幅ベクトルとの間の関係をそれぞれ次式で定義する. ただし，本章の以下

の議論では，上添字により当該の物理量を成分表示している座標系を明示する.
AW=SfAdj +可 |� .. . .. . . . . . ..... . . . .... . . .. . . ........ . .. . . (6.53) 
L1fj = Sj L1dj + sJ I 
AZj+1zEfなdl +1+可 +1 1 

; ・・・(6.54)dW+ 1=Sjtdj+1+sfl | 

ここに，S}， S1および々は，sf1は動的剛性係数行列，互f，sjおよび 可+1，sj+1は増分力

補正ベクトルであり，これらの次元はいずれも6(2N +1)である. 本章の計算過程にお

いても，増分伝達剛性係数法では，まず動的剛性係数行列と増分力補正ベクトルとを

節点0から節点 ηにかけて漸化的に計算した後に，その計算過程で得られた結果を利

用して節点、ηから節点、0にかけて増分変位振幅ベクトルを漸化的に伝達計算する. そ

の伝達計算則は次のように求められる.

(a)分岐系が存在しない場合 まず，式(6.52)の下添字jをj-1に変更した式およ

び式(6.53)から，sil，sj-1に基づいてS}，可を計算する一様はり要素両端間の格間伝

達則が，次のように求められる.
sf=Sf +syvf | 

; ・・(6.55)
可=-sy(Gj)なJ-1 I 

、，. 、，. 1 、，
l__ l__ �'-， 

Gj=SL1- s;3 ! 
; ・・(6.56)

Vj = (Gj)匂? I

ただし，j = 1に対する伝達計算の初期値SJ，siは，系の左端の条件から次式のように

なる.
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S5 = Pl I ト ・ ・ ・ ・ (6 . 57)
86 = -T� I 

次に，節点j両側において，sf，EJ に基づいてSj，sj を計算する格点伝達則は，式

(6.30)および式(6.53)から次式 のように求められる.
SJ = S/ +P/ I 

} ・ ・ ・ (6 . 58 )
8J = 可 - T/ I 

さらに，式(6.55)および式(6.58)からsfおよび 可を消去することにより，sil，sj-1

からsj，sjを計算する格間格点伝達則 が次のように求められる.
sj=Pf+S;3+SfJK3 l 

J J � � (j = L 2，・・・，η) ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (6 . 59)
SJ = -Sj1(GJ)な j-1 - Tf |

一方，増分変位振幅ベクトルおよび増分力振幅ベクトルについて，J番めおよび)+1

番め局所直交座標系で成分表示したとき，両者の聞の変換則は，両座標系聞の座標変

換行列を7jとすれば，次のように表される.
L1dJ = TjL1dr1 1 
L1/] = TjL1/]+1 ↓ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (6 .

60)
L1// = Tj L1/j川|

ここに， J番めと)+1番めの局所直交座標系(Xj，YムZj)と(Xj+1，Yj+1， Zj+1)との聞が，

図6.4に示すようにオイラ一角で(αα，αb，αC)jだけ異なっているものとすれば，Tjは次

のように与えられる.
竺と2

Tj = Diag[T J ， T J ， .. " T J ] 

tll 。 t13 。 t15 

- ・ ・ (6.61)
。

。 t22 。

T j = I �31 。

。 t42 。

tS1  。 t53 

。 t62 。

t24 

。

t44 

。

t64 

。

t3s 

。

tss 

。

t26 

0 
t46 

0 
t66 

J 

tll = t22 = COSαb， t31=-t62=COSααsin αb， t42 = tSl = sinααsinαb 

t13 = -t26 = -sinαb COSαc， t33 = t66 = COSαa COSαb COSαC -smααsmαc 

t1s = t24 = sinαb sinαc， tS3 = -t46 = sin ααCOSαb COSαC + COSααsin αc 
t44 = t55 = -sinααCOSαbsmαC + COSααCOSαc 

t3S = -t64 = -COSααCOSαbsmαc -smααCOSαc 

- ・ (6.62)

また，式(6.62)より，明らかに271=tRである. したがって， J番めおよび)+1番め局
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所直交座標系で表された節点jの右側の動的剛性係数行列および増分力補正ベクトル

の関係は3 式(6.53)，式(6.54)および式(6.60)から次式で与えられる.

SF1 = t TjSJTj 1 
ト ・・(6.63)

sr1 = tTj sJ I 

以上に示したように， 式(6.57)を初期値として， 式(6.63)の座標変換則を考慮して，

式(6.59)を 伝達計算することにより，動的剛性係数行列Sjおよび増分力補正ベクトル

sjが， それぞれ系の左端から右端にかけて漸化的に求められる.

次に， 上記の方法で 各節点の動的剛性係数行列sjと増分力補正ベクトルsjが

j =L 2，…，n について計算されているものとすれば， 系の右端(節点π) の増分変位振

幅ベクトルL1d;tは， 系の右端の条件(j，♂=0) から次のように与えられる.

L1d;t =一(Sr: t1sii ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.64) 

また，式(6.30)， 式(6.52)および式(6.53)から， AdjからAdj-1を求める伝達計算則が次

のように求められる.

L1dJ_1 = Vj L1dj - (GJt1Sj_1' (j = n， n - L・..，1) ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.65)

以上により，各節点の増分変位振幅ベクトルL1dJ (j = 0， L...， n)は式(6.64)で求められ

るL1d;tを初期値として， 式(6.60)の座標変換則を考慮して， 式(6.65)の小さな次元の

行列を用いた漸化計算を行う ことにより，系の右端から左端にかけて能率的に求めら

れる.

1J・
1JY 一

+
 

yJ.
，J
 

Y
 

j 
x -. 

j 

Z �+l 
j 

図6.4 節点jにおける局所直交座標系聞のオイラ一角の定義
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(b)分岐系の取り扱い 分岐系についても主系と全く同様の計算手続きを適用す

ることが可能である. そこで， 主系の計算に先立って， 式(6.63)までに定式化した計

算手続きを主系の節点jに結合する分岐系に適用し，分岐系の右端(主系との結合部)

における動的剛性係数行列(SJ)SUb および増分力補正ベクトル(sJ)S曲が， J番め局所直

交座標系を用いて次のように求められているものとする. ただし， 下添字ísubJの

付された記号は， 分岐系に関する物理量であるものとする.

(L1fj)sub = (SJ)subL1dJ + (SJ)sub ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.66)

次に， 分岐系の結合部である節点jでの動的な力のバランスを考えると， 式(6.30)

の左辺に式(6.66)の(L1f])帥を加算すればよいことが分かる. すなわち，

PJ L1dJ + L1f/ - L1fj + (L1fj)sub =
η ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.67)

したがって，式(6.67)の関係を考慮して，式(6.55)--式(6.59)と同様の計算手続きを行

うことにより， 節点jに分岐系が結合している場合の格間格点伝達則は， 次のように

求められる.

SJ = P] + SjY + syVj + (SJ)SUb I 
} ・・・・・・・・・(6.68)

sJ = -sy (GJ)な3-1 - r] + (SJ)sub I 

分岐系内の節点における増分変位振幅ベクトルも， 主系の増分変位振幅ベクトルが

求められたのちに， 結合している主系の節点の増分変位振幅ベクトルddjを初期値と

して， 式(6.65)の伝達計算則を式(6.60)の座標変換則を考慮して分岐系に適用するこ

とによって， 主系と同様の手順で求められる. また， 当然ながら， 分岐系自身がさら

に分岐系を有していても全く問題はない.

6・3・2 一様はり要素の内部節点の取り扱い 逐次近似計算により， 近似解が求

められた時点で， 一様はり要素の内部節点、の変位振幅ベクトル( j番目局所直交座標

系表示)は，第2章の 2・3・5項と同様の手順で， 次数成分ごとに次のように求められ

る.

(dア)j = (d';f)j = TlB (s�cd'1f - S�cd�L)j ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.69)

式(6.69)を再帰的に適用することにより， 内部節点、の変位振幅ベクトルが次数成分ご

とに分離して求められる. この計算過程においても，6・2・3項とは逆の手順で， 縦 ・

ねじり・二平面内の曲げの四種類の要素に分離して計算することが可能であり， 小さ

な次元 の行列計算により能率的に行うことができる.



6・4計算手順のまとめ

以上により，増分伝達剛性係数法による三次元樹状構造物の非線形強制振動の計算

手順は， 次のように整理される.

(1)与えられた強制外力の角振動数ωに対して，6・2・2項および 6・2・3項の手順を

適用して，主系および 分岐系の各節点間の一様はり要素両端間に関する自己および相

互動的剛性係数行列を求める.ただし， 一様はり要素が同ーである場合には，自己お

よび相互動的剛性係数行列もまた同ーとなるので，いずれか一本の一様はり要素に対

してのみこの計算を行えばよい.

(2) 主系および分岐系の全節点において変位振幅ベクトルdfの初期値を仮定する.

(3 )分岐系の各節点、における状態量の計算を行う.すなわち，

(3 -i)仮定された分岐系の(dj)SUbから，カ振幅ベクトル(f/ ，f/ ' f/)SUbを計算する.

このうち(1/)叫(万)subの計算は式(6.51)による.また， ( え!)subの計算は基礎支

持要素の非線形特性を表す関数形に依存するので， それに適した計算法(59)を

利用すればよい.

(3-ii)分岐系の各節点において，式(6.29)および式(6.31)より(咋)sub，(げ)subを計

算する.

(3.iii)式(6.57)および式(6.59)より，分岐系の左端から右端にかけて動的剛性係

数行列(sj)s曲および増分力補正ベクトル(S])s凶を計算する.

(4)主系の各節点における状態量の計算を行う.すなわち，

( 4-i)仮定された主系のdjから，カ振幅ベクトル(九j ， fJ ' ÎJ)を順次計算する.

(4.ii)主系の各節点、において，式(6.29)および式(6.31)よりPf，Hを計算する.

(4. iii)式(6.57)および式(6.59)より，主系の左端から右端にかけて動的剛性係数

行列sj および 増分力補正ベクトルsjを計算する.このとき，分岐系と結合し

ている節点では， すで に計算されて いる分系系の(s])ωおよび (Sj)SUbを式

(6.68)により加算する.

(5)式(6.64)および式(6.65)より，主系の増分変位振幅ベクトルAdj を計算する.

(6)式(6.65)より分岐系の増分変位振幅ベクトル(L1d])sUbを計算する.



(7)主系および分岐系の全節点に対して， I IL1dj llが収束判定値以下となれば逐次近似

計算は収束したと見なして手順(8)ヘ. そうでなければdj+Adjを新たな初期値 djとし

て手順(3)ヘ戻る.

(8) 必要があれば一様はりの内部節点の変位振幅ベクトルを求める.

(9)新しいωを設定して手順(1)ヘ戻る.

以上のように， 本章で定式化した手法では， 第2章と同様に最も大きな計算量を必

要とする手順(3)--手順(7)の聞の反復計算ループから， 一様はり要素内部の節点、に関

する計算が完全に除去されている. また， 反復計算ループ(3)--(7)の中では計算量の

最も大きな手順(5)および(6)のddjの伝達計算過程に対しても， 漸化形式による計算

手続きを導入することにより，計算量と必要なメモリ量の両面で効率化が図られてい

る.このように， 本章で定式化した手法は， 計算手続きの各段階で計算能率向上のた

めの可能な限りの対策が施された手法であるといえる.

6・5 低次元化モデルによる安定判別法の適用

本節では， 第 3章で定式化した低次元化モデルによる安定判別法の概念を三次元樹

状構造物に適用する.その概念は第3章に述べたものと基本的には同様のものなので，

本章では三次元樹状構造物に対して定式化する際の概略を示す.また， 本節の以下の

議論では， すべての物理量はある一つの基準座標系で成分表示されているものとし，

基準座標系を表す上添字は省略する.

6・5・1 安定判別に関する基礎的事項 前章までの手順によって， 定常周期解

dJ = (x，(}，y，cp，z，ゆ)jが求められているものとする. この近似解に対する微少変分を

ðdJ = (ðx， ð(}， ðy， ðcp， ðz， ðゆ)jとし， それに基づく力および力のモーメントの微少変分を次

のように定義する.
δf/ = (ðFx ，ðNx， ðF二，ðNy，ðF二，ONu);|
δff = (ðFx，ðNx，ðFz，ðl丸，ðゑ，ðNν)j ↓ ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.70)
。fI = (ðF二，ðNx，ðFz，ðNy，δF二，ðNy)j I 

、? 、.，. 1 ..... 
l_ l_ V'- ， 

ðff ="\ろiðdJ+ Wj*ðdj ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.71) 



ここで， 式(6.7)の&1;に関する変分方程式は次のようになる.

ω2Mj&1J + ôj/ + ô万 -ô方 =0 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.72)

方，基本要素でモデル化した一様はり要素内部の集中質量に関する変分方程式は，

形式的に式(6.72)からôJIを除去した式で与えられる. また， 質量のない弾性はり両

端間での力および力のモーメントの釣り合いを考慮することにより，一様はり要素の

p番め内部節点、における変分方程式は， 次のように書き表すことができる.
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ここに， mpおよびCpはp番め内部節点の質量行列および減衰行列である. また，

αx ，ßx ，(α'，ß'，y')y，(α\P'，y〉およびlは式(6.42)および式(6.45)で定義したのもと同

ーである. この関係と式(6.71 )および式(6.72)とを考慮することにより， 系全体の変

分方程式が形式的に次のように求められる.

ω2Mif +ωC*i( +Kγ=0 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.75)

ここに， ηは一様はり要素の内部節点、をも含む主系および分岐系の全節点における各

軸方向の変位および各軸回りの角変位の変分をまとめた変位変分ベクトルであり，総

節点数をMとすれば6M次元ベクトルになる. また， 質量行列M， 減衰行列

C*[=C下)] および剛性行列K*[=K・(τ)]はいずれも6M次正方行列となり，非 常に大規

模な行列となる. また， 定常周期振動に対しては， C*およびK・ はτに関して勿周期

の関数となる. そこで， C.およびK.を次のようにフーリエ級数に展開する.



C. = C� + 1:
1
(C�ωτ+ C: sinkr) I 

� . . . . .. . . ......... . . . .. . . . . . (6.76) 
K. = K� + 6(K� coskτ+ K: sinkτ) I 

周期解djの無限小安 定性は式(6.75)の零解 (η・= 0) の安定性から判別できる. 式

(6.75)は周期係数型線形常微分方程式であるため，フローケの定理(11)を適用すること

ができる. フローケの定理によれば， 特性指数の実部がすべて負であるか， 特性乗数

の絶対値がすべて1 よりも小であれば周期解は安定，そうでなければ一般に不安定で

ある.

第3章でも述べたように， 特性指数または特性乗数の計算過程から一様はり要素の

内部節点の自由度を消去することは容易ではない. したがって， 原理的には大規模な

自由度を有する式(6.75)をそのまま取り扱う必要があるが， 式(6.75)に対して特性乗

数または特性指数を求めようとする場合， 第3章でも指摘した数値計算上の困難(大

規模非対称行列の固有値解析および大規模スティフ系の数値積分)が生じる.そこで，

本章でもこれらの問題を解決するために，第3章で提案した低次元化モデルによる安

定判別法を適用する.

6・5・2 低次元化モデルの構成 前項で述べたように， 式(6.75)に対して， そのま

ま特性指数や特性乗数を求めることは実際上は不可能に近い. そこで， 式(6.75)の変

分方程式の解析にモード解析の概念を援用し， 少数のモードを用いて式(6.75)の零解

の安定性をよく反映する部分空間に変数変換することによって，安定判別に利用する

変分方程式の次元の低減化を行う. 本節では， 第3 章で提案した低次元化法の中で，

使用頻度の高いと思われるモードI法およびモードII法の概要を述べるに止める.

6・5・3線形項モードを用いる方法(モードI法) この方法では， 変分方程式(6.75)

において C. = 0およびω=1とおき， 式(6.19)のVi ， 欧 の定数項のみを残した次式を

考える.

Miï +Koη· = 0 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.77)

これは，元の系の線形項のみを考慮した線形化系において，不減衰自由振動を考える

ことに相当する.

ここで， 式(5.77)に通常のモード解析の手順を適用することにより， 次のような一

般的な固有値問題が導出される.



(Ko - alM)Øl = 0 1 � ........................................ (6.78) 
det(Ko一alM)=O 1 

仮定により， M および Koは対称行列であるので，式(6.78)から実固有値と対応する

実固有ベクトルが求められる.この実固有ベクトルを線形項モードと呼び，最低次か

らMl(くく 6M)個の線形項モードで構成される6MxMl モード行列を次のように定義す

る.

φI=14l，外…ゅん] ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.79)

ただし， モード行列 φI は，次のように質量行列M によって正規化されているものと

する.
tφ1MφI=IM1，tφl K。φ1 = (.01)2 1 
.01 =向l瓦 瓦 ，� a Å，r， ] �. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6. 80) 

ここに，1M'は Ml 次単位行列である.また， aよ(p= L 2， "'， Ml)は，式(6.77)から求め

られる最低次からMl 個の実固有値である.

この，モード行列φI を用いれば， 式(6.75)の変分方程式は次のように低次元イじされ

る.
ω2;・1+ωtφl Cゆ1;*1+tφl K*φ1;.1 = 0 I 

↓ ・・・・・・・・(6.8 1)
η* =tφ1;.1 I 

また，系の安定性に大きな影響を与えるモードの適切な抽出のために，式(6.81)に

適切な変数変換を行うこと により，最終的な低次元化モデル の変分方程式は次のよう

になる.

ω2{;*I + (Ql)2[ωC*1仁川 K・1{;*I] = 0 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.82)
仁1 = .01;*1 

6・1 =δgl + �1 (ê�1 COS kτ+ C;-I sinkτ) 

k.1 =ん+長れ �
l
(k�1 coskτ+必1 sin州・………… ・ ・…・(6.83)

K21 =t争I(Kg -K，ける\ ktL=tφIKふる1

ctL=tφI C�sφ\φ1 =φ1(.Qlt1 

6・5・4 定数項モードを用いる方法(モード11法) この 方法は，元の非線形系

の周期解の影響を低次元化モデル に も考慮する方法であり，式(6.75)にお いてC.= 0 

および ω=1 とおき，式(6.7 6)で定義されるK.の定数項K�のみを残した次式を考える.

Mif + Kgη· = 0 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.84)



前項と同様に， 式(6.84)に通常のモード解析の手順を適用することにより次のよう

な一般的な固有値問題が導出される.
(K2 -aIIM)ゆロ =0 1� .............

.
........... . ...... . ..

.
... .(6.85) det(K2 -allM) = 0 I 

仮定により， 九fおよび K2 は対称行列であるので， 式(6.85)から実固有値と対応する

実固有ベクトルが求められる. この実固有ベクトルを定数項モードと呼び，最低次か

らMll(くく 6M)個の定数項モードで構成される 6MxMllモード行列を次のように定義

する.
φII = [ゆP，41

-
v
ゆÁ}"] ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.86 )

ただし，モード行列φロは，次のように質量行列 M によって正規化されているものと

する.
tφIlM(þll = 1M"

， t (þIlK2φII = (QIl)2 1 
QIl = diagk!aP，瓦 ，

�
a�"

] ' r. . 
. . . . . . . . . · 

. . . . . . . . . . . . . . (6.87) 

ここに， 1M"はMll次単位行列である. また， a� (p = 1， 2，" '， MIl) はp 式(6.84)から求

められる最低次からMIl個の実固有値である.

このモード行列φIIを用いれば，式(6.75)の変分方程式は次のように低次元化される.
ω2�・ロ+ωtφIlC.φ1l�.Il +tφIlK.φIl�.ll = 0 I � .

. .
..... . ............... (6.88) η· =tφ1l�.Il I 

また， 系の安定性に大きな影響を与えるモードの適切な抽出のために， 式(6.88 )に

適切な変数変換を行うことにより，最終的な低次元化モデルの変分方程式は次のよう

になる.
ω2�.Il + (QIl)2[ωC.ll�.Il + K.Il�.Il] = 0 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.89)
�.Il = QIl�・E

ê.ll = ê2 11 + �1 (。戸川τ+ ê:Il sinkτ) 

k.Il =い2御coskτ+必ロsinkτ)↓ (6.90) 

ktP =tg6Ekf，S56u 
63 =t46ECtsφE， φロ =φロ(.Q Il >-1 

6・5・5 線形項モードおよび定数項モードの適切な抽出法 低次元化モデル作成

の際に用いた1次からMIまたはMIl次までのモードの中には， 解の安定性に及ぼす

影響が小さいモードも含まれている可能性がある. よって， 第3章で示した手順によ
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り， 解の安定性に及ぼす影響が小さいモードを除去することにより， 必要最低限のモ

ードおよびフーリエ係数か らなる低次元化モデルを構成することが可能である. すな

わち，式(6.83)および式(6.90)の剛性行列に相当するIUI ，IUIおよび反p，IUBの，あ

るモードに対応する要素の絶対値が基準となる定数項行列(単位行列)の対角要素で

ある1に比べて十分に小さな値であれば，安定性に及ぼす影響は小さいとみなしてそ

のモー ド を 除去しでも よ い で あ ろ う. また， あ る 次 数以上 のJUI，kfI および

Jtp，Jtpの要素がすべて 1に比べて十分に小さな値であれば， 安定性に与える影響

は小さいので， それらも除去することができるであろう.

6・5・6 低次元化モデルに対する安定判別 前項までの手順によって， 元の系の

変分方程式(6.75 )に対して， 可能な限り低次元化された変分方程式(6.8 2)， (6. 89)に対

しては， 第3章で示した手順により，特性指数または特性乗数を求めることが可能で

ある. ここでは，3・2節で指摘した数値計算上の問題点はか なり克服されることが期

待できる. これにより，特性指数の実部がすべて負であるか特性乗数の絶対値がすべ

て1より小であれば元の大規模系の定常周期解は漸近安定，そうでなければ一般に不

安定であると判別できる.

6・6 数値計算結果

6・6・1 計算条件 本章で定式 化した三次元樹状構造物に対する増分伝達剛性係

数法および低次元化モデルによる安定判別法の有効性を検証するために，具体的な計

算モデルに対して数値計算を行った. 計算には 32ビットパーソナルコンビュータ

(FORTRAN 77 による倍精度計算)を使用した. 以下の計算結果はすべて奇数次解

であるので， 奇数次解用アルゴリズムにより9次近似解(N =9 ) を求めた. 近似解の

収束判定条件は， 増分量の相対誤差が10-8以下とした. また， 安定判別では， モード

I法およびモード II法により低次元化モデルを導出した上で，特性指数を固有値問題

として求める方法を利用した. その際に必要な固有値問題の解法にはダブルQR法を

用いた.

6・6・2計算モデル計算モデルは， 図6.5 に示すような長さ 5 00mm， 直径 20mm， 

内径15mm の中空な一様円形断面はり要素 7本によって構成される三次元樹状構造物
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である. 各はり要素は23個の基本要素に等分割(系の総自由度は342)し，集中系と

してモデル化した. 屈曲部における各局所直交座標系の聞の関係は，オイラ一角で次

に 示すとおりである.
主系の節点1 : (00， - 900， 00) 1 

主系の節点2 : (900 ， - 900， 00) ↓ ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(6.91)
分岐系の節点、1:(00，900，900) I 

基礎支持要素としては， 並進に関する3次の連続非線形性および断片線形性(ガタ)

を考慮し，図示の節点、に配置した. また励振力については節点 2 のお方向および 節点

3のお，Z3方向に振幅100 Nの調和強制外力が同時に作用するものとした. なお， 一

様はり要素の物性値は次のように設定した.
p = 7.86x103 [kgl m3] 

E = 206 [GPa] 

G = 79.2 [GPa] 

Ky =Kz = 0.886 

-・(6.92)

ここに， pは一様はり要素の密度である. また， 断片線形基礎支持部に対しては， 区

分求積法(59)によってフーリエ係数の計算 を行った.

6・6・3 安定判別条件 低次元化モデルの採用モード数に関しては，モード I 法

およびモードII法ともに，MI =Mll =20とした. その際，次のような固有モードの抽

出法 を併用した. まず，1 次から 45次までのモード行列を用いて低次元化モデル を作

成したのちに， その剛性行列JとIおよびk'llの中で， 近似解の安定性に支配的な影響

を及ぼすと考えられる2 次のフーリエ成分lt p，it p およびltp，￡p に着 目して，各

行 列のt行j列の 要 素(れI)t j ，(必I)zj の 絶 対 値 �{(れI)i.j F + {(必IKj}2 お よ び

(Kt勺j ， (必E)tjの絶対値 �{(Ktll)i.jF+ {(Klll)υFが大きなものから順に対応する 20

個のモード を選択した. また，k'lおよびlと ロ の 18 次までのフーリエ係数 を利用し

たので，最終的に特性指数を求めるための固有値問題の次元は 400 となる. なお，同

一の計算条件で低次元化 を行わない場合は 6840 次元の非対称行列に対する複素固有

値問題 を解かなければならないが，計算時間的にはもちろんのこと，計算精度の面か

らも実際の計算は極めて困難である.

6・6・4 周波数応答および安定判別 図6.6---6.9 に主系の節点、3(ガタのある 節

点、 )の周波数応答を最大振幅により 示す. それぞれ図6.6 および 図6.8 はお軸方向，



ヌ16.7および図6.9はあ軸方向の周波数応答を示している.また，図6.6および図6.7

はモードII法による安定判別結果， 図6.8および図6.9はモードI法による安定判別

結果であり，実線は安定解，破線は不安定解，0印はサドルノード分岐点，口印はホ

ップ分岐点，ム印はピッチフォーク分岐点を表す.また， Y3 = 0.005およびZ3= 0.005の

位置に示す二点鎖線はガタによるばね特性の切り替え点(5 mm)を表している.

それぞれの図には1次から4次の主共振が現れており， 主共振ピークは漸硬形の非

線形ばね特性の影響により右方向に傾斜している.また，ばね特性の切り替え点、で応

!F;p = 15i; +105{x; +105(x;)3} (p =0，5) 
① : � j子会= 15ÿ; + 105{ν; + 105(y;)3} (p = 0， 5) 

! F� = 15z; + 105{z; + 105(z; )3} (p = 0， 5) 

② : Jヤ戸2 = お山土ιか:υ+ 川Z必か;υ+は1叩ω0が印5
| η玲2 =15紛古必2 + 104{ωUω2 +10が 5(ωνω:η汐約)3川3守} 

③: 1今=附 + kFyY3 

! 日=15z3 + kFzZ3 

h= j103; l y; | く5mm
. k Fi'z = J103 ; I Z3 I < 5 mm 

ry - 1105 ; I Y3 I � 5 mm ' μ 1105 ; I Z3 I 討m

図6.5 三次 元 樹 状構造物の計 算モデ ル
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答曲線の勾配が大きく変化している. また， 3次の主共振ピークはZ3方向， 4次の主

共振ピークはお方向にのみ現れることがわかる.なお，近似解の計算精度に関しては，

仮定する最高次数を11次以上に増やしても周波数応答には大きな変化が認められな

かったので， このモデルに対しては9次近似解で十分に高精度であるとみなすことが

できる.

安定判別に関しては， 図6.6および図6.7から 分かるように， サドルノード分岐に

基づく不安定領域のほかに，ホップ分岐 やピッチフォーク 分岐に基づく不安定領域が

数多く存在していることが本モデルの特徴である. ここでも，抽出するモード数を21

個以上に増やした結果と図6.6および図6.7の結果との聞にほとんど差が見られなか

ったため， モード11法による安定判別の結果は， ほぼ十分な精度を有しているとみな

すことができる.

一方，図6.8および図6.9に示したモードI法による安定判別結果と図6.6および図

6.7 とを比較すると， 概ね一致する結果が得られているが， 応答曲線の垂直接線部に

現れるはずのサドルノード分岐点の位置 や，ホップ分岐点の位置に若干の差違が見ら

れる. これは， 第3章でも指摘したように， モードI法では近似解の安定性を解の振

動形態を考慮せずに常に一定の部 分空間に近似しているため， 考慮するモード数が十

分でない場合には， 安定判別の精度が十分に得られないことに起因している.

このことからも， 計算時間の面ではモードI法の方が若干有利であるものの， 計算

精度の面ではモードII法の方がより信頼性の高い手法であることが確認できる.

6・7 まとめ

( 1 )第2章で直線状はり構造物に対して定式化を行った増分伝達剛性係数法の適

用対象を拡張して， より一般的な構造物である三次元樹状構造物に対して適用し，

縦 ・曲げ ・ ねじり連成非線形振動解析アルゴリズムの定式化を行った.

( 2 )第3章で提案した低次元化モデルによる安定判別法(モードI法およびモー

ドII法)を三次元樹状構造物に対して適用した.

( 3 )具体的な数値計算により， 上記の手法の有効性を確認した. その結果， 従来

の振動解析手法では困難であった大規模な自由度を持つ三次元樹状構造物に対する



非線形振動解析，さらに定常周期解の安定性が非常に高速かつ高精度に計算されるこ

とが確認された. とくにモードII法の計算精度の優位性が示された. また同時に，増

分伝達剛性係数法および低次元化モデルによる安定判別法ともに， ガタや連続非線形

性もまったく問題なく取り扱うことができることが確認された.



第7章 結 論

本論文では， 大規模非線形系の定常周期振動解を高速かっ任意の精度で計算し得る

増分伝達剛性係数法を提案し，最も基本的な直線状はり構造物およびより一般的な三

次元樹状構造物に対して解析アルゴリズムの定式化を行った. また，従来は非常に困

難であった大規模非線形系の定常周期解の安定判別法として，低次元化モデルによる

安定判別法を提案した. さらに， 種々の数値計算結果により， これらの手法の有効性

を確認した. 以下， その要点、を簡単にまとめる.

第1章では， 多自由度非線形系の定常周期解の解析法およびその安定判別法に対す

る従来の研究について概観したのち， 本研究の意義と目的について述べた.

第2章では， 大規模非線形系の定常周期解の高速かつ高精度の解析法として， 調和

バランス法と伝達剛性係数法を増分法の概念を介して結合した増分伝達剛性係数法

を提案し，最も基本的な直線状はり構造物の非線形強制振動に対する解析アルゴリズ

ムの詳細を示した. 増分伝達剛性係数法は， 近似項数の増加にともなう厳密解への収

束性が保証された調和パランヌ法の長所を保持しつつ，その逐次近似計算過程から解

析対象の線形要素内部の自由度を計算精度を損なうことなく完全に消去できる. これ

により，とくに機械系などに多く見られるような強い非線形要素が局所的に存在する

構造物に対しては， 従来の増分調和バランス法や増分伝達影響係数法などと比べて，

計算能率を劇的に向上させることを可能とした. また， 非線形要素の存在する節点の

みの自由度に縮小された逐次近似計算式に対して，漸化形式による能率的な計算法を

導入することにより， さらに計算能率を向上させた. 本手法の計算能率を定量的に把

握するために，増分調和バランス法，増分伝達影響係数法および増分伝達剛性係数法

の3種類の非線形振動解析手法の間で，その主要部である逐次近似計算過程の反復計

算1回あたりに必要な計算量を理論的に比較し，増分伝達剛性係数法の計算能率向上

の効果を明らかにした. さらに， 実際の数値計算により， 増分伝達影響係数法と本手

法の闘で計算速度の比を求め， 本手法の優位性を実証した.

第3章では， 従来は数値解析上の問題により不可能であると考えられていた大規模



非線形系の定常周期解の安定判別法として，変分方程式の解析にモード解析の概念を

援用した低次元化モデルによる安定判別法を提案し，大規模系の定常周期解の安定性

を高速・ 高精度に判別することを可能とした. その際， 2種類の実モードを利用した

低次元化法(モードI法， モードII法) ， および1種類の複素モードを利用した低次

元化法(モードIII法)の計3種類の低次元化法を提案した. モードII法およびモー

ド III法は定常周期解の影響を考慮した低次元化モデルを構成するので， 一般に解析

の精度はモードI法よりも有利である. また， 各モード法によっていったん低次元化

された変分方程式に対して適切な変数変換を施すことにより，近似解の安定性に与え

る影響が小さなモードおよびフーリエ係数を合理的に判別し， それらを除去すること

によって得られる必要最小限の低次元化モデルから，元の大規模系の近似解の安定性

を高精度に判別する方法を示した.

第4章では， まず， 分布外力が作用する場合の直線状はり構造物の線形強制振動解

析に伝達剛性係数法を適用し， その解析アルゴリズムを示した. 増分伝達剛性係数法

の理論的基盤の一つでもある伝達剛性係数法は，大次元連立1次方程式の効率的な解

法とみなすことができる. 一方， 大規模系の振動解析に適した固有値解析法のーっと

して逆反復法があるが3 その計算の主要部は大次元連立1次方程式の反復計算に帰着

される. また， その計算は分布外力が作用する線形系の強制振動解析と実質的に等価

である. そこで， 先に定式化した分布外力が作用する場合の伝達剛性係数法を逆反復

法の反復計算過程に適用し， その計算能率を飛躍的に向上させることを試みた. さら

に， これに基づいて， 実固有値解析および複素固有値解析に対する逆反復法のアルゴ

リズムの定式化を行った. これらの手法は，第3章で提案した低次元化モデルによる

安定判別法において，低次元化モデル作成のためのモード行列の導出に利用すること

ができるので， 安定判別の全体的な計算能率を向上させることが可能となる.

第5章では， 具体的な計算モデルに対して数値計算を行うことにより， 第2章~第

4章で定式化した手法の有効性を確認した. まず， 増分伝達剛性係数法については，

大規模非線形系の定常周期解を，近似する項数の設定により任意の精度で解析し得る

ことが確認された. また， 連続非線形特性はもちろんのこと， ガタを含む断片線形特

性についても区分積分法を用いたフーリエ係数の高精度計算法を利用することによ

って， まったく問題なく高精度に解析できることが確認された. 安定判別法について
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は， まず， もっとも高精度であることが期待されるモードIII法による安定判別結果

と低次元化を行わない場合の安定判別結果とを比較することによって，低次元化モデ

ルによる安定判別法の方法論自体の妥 当 性を確認した. さらに，3種のモード法によ

る計算結果を比較することにより3 モードIII法とモードII法との闘で安定判別の解

析精度にほとんど差がないこと， モードII法とモードI法との間ではモードII法の

方が一般的に高精度な安定判別が期待されることを確認した. ただし， 必要な計算量

は， モードI法， モードII法3 モードIII法の順に増大する. また， 低次元化に用い

るモード数を変化させた解析を実施することにより，種々のタイプの不安定領域に及

ぼす各モードの影響の大きさを明らかにできることを示した.

第 6 章 では，第2章および第3章で定式化した増分伝達剛性係数法および低次元化

モデルによる安定判別法の適用対象を， より一般的な三次元樹状構造物ヘ拡張した.

その際， 増分伝達剛性係数法による定常周期解の計算過程では， 分岐系に対して計算

された動的剛性係数行列および増分力補正ベクトルを，主系の伝達計算過程において

付加することによって，分岐系もまったく問題なく取扱うことが可能であることを示

した. 低次元化モデルによる安定判別法については，計算能率および計算精度の観点

から使用頻度が高いと考えられるモードI法およびモードII法について定式化を行っ

た. また， 具体的なモデルに対する 数値計算によって， 増分伝達合成係数法および低

次元化モデルによる安定判別法の有効性を確認した.

増分伝達剛性係数法の今後の課題としては， 本論文で取扱った直線状はり構造物や

三次元樹状構造物以外の工学的に重要な種々の構造物，たとえばトラス構造物，板状

構造物およびシェル状構造物なと、へも適用対象を拡張することが挙げられる. また，

取扱う非線形特性も， 連続非線形性および断片線形性にとどまらず， クーロン摩擦や

ヒステリシス特性なと、へも拡張することが期待される. さらに，増分伝達剛性係数法

の計算能率および計算速度の両面にわたる数値解析上の優位性を生かして，過渡応答

解析，振動制御， 系パラメータ同定法などのように， 工学上重要な他の分野に対する

拡張も目指したいと考えている.
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付録1 同一な分系同士の直列結合則

付録1では，第2章2・2・3項に示した直列結合則の特長(3)について，補足的な説明

をする.

対称で同ーな分系Aと分系Bのk次の自己および相互動的剛性係数行列ST，si

sT，sfおよびST，SF，Sr，sgが， それぞれ次のように表されているとする. ただし，

行列要素の記号は本文中のものとは無関係である.

_ ， r A r l r - A r 1 
Sデ =S'iiα=1 1. s�，α = s'ba = 1 

- -
1 

H � Ir BI' I> � I r - BI 

S�c = S 佐 =1α-y 1 . s�c = sむ =1一α-YI
凡 � IY ß I ' n ÁJ I y - ßI 

-・(1・1)

このとき， 式(2.48)の結合則により， 結合後の分系Cの自己および相互動的剛性係

数行列SðaおよびSðcはそれぞれ次のようになる.

Sタ = f A -(A" + r ") r -y (A' - B 川
V I r -y(A' - B') B一(B" + r') I 

S弁 =-f A"-r" -y(A'+ B') l 
V l y (A' + B ') Bにr' J �. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .・・(1-2)

A' ー α R'= _f_ r ' = r_ 一 一 一一一一
2A' - 2B' � 2A 

.-2 

A"=αA r，B F' = P B F，r f'= L-
2B 

このように， 対称で同ーな分系同士を結合したときの自己および相互動的剛性係数

行列SðaおよびSðcの要素中には共通項がかない多いので，これらの要素のうちいずれ

か一つを計算すればよく， 直列結合則の計算を能率的に実行することができる.
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付録2 四種類の振動要素に分離した直列結合則

付録2では， 第6章6・2・3項に示した直列結合則の特長について補足的な説明をす

る.

様はり要素内の分系 Aと分系 Bのk次の自己および相互動的剛性係数行列

るす

、‘，，ノ

〉」

1

る

ρ

7uv

・

てれさ表

・

〉
つよの次れぞれ

・

そ

・
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­

K
B
 

S
 

K
A

IlJ

1lJ
 

S
A

B
 

、‘，/

、1/

cf
α
α

 

krz
ku
ku

 

s

s

s

 

沼
l
α
α

kdt
kz
kz

 

s

S
S
 

F】
α

a

-(
Ko
ko

 

よ

S

S

ιコ
α
α

ふ寸
kz
kz

!

s

s

 

b
B"
/人p
i人

s

σb

 

'

9u

qu

 

司aa

-
---A

-
---a

d
y

D

D

 

h
ヲ
h
A
h
B

SJ
S
S
 

G

 

k
A

 
S
 

s�a = Diag[(s�a， s�a， s�a， S�a)A] 

s�a = Diag[(s1a， s�α， S �a ， S �a ) B ] 

S'x = Diag[(S1C， sgc， S�c， StC)A] 
S�c = Diag[(S�C， sgc， S�c， StC)B] 
s�c = Diag[(s1C， sgc， s�c， S�C)A] 

s�c = Diag[(s1C， sgc， s�c， S�C)B] 

-・・(2-2)

このとき， 式(2.48)の結合則により， 結合後の分系Cの自己および相互動的剛性係

数行列SðaおよびSðcが得られるが， この結合過程は， 以下のような縦・ねじり・二平

面内の曲げの四種類の要素に分離して計算することが可能である.
Sða = Diag[(S�， sga， s�a， sta)c ] 1 
Sðc = Dia�[(S�c， S�c， S�c， stC)C f � . .・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2-3)

ckc nkc 
Sお =sお + k:

BU
ZCvxA - vxB 

ckc �kc 
Sお =sお + kftt

α
} ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2-4)

IJOA - <>OB 

sta = Sl�α+ S��T，� s�� vB T J..J vB νvB 

S�a = S�α+ S��T7.kS�� zB r IJ zB .L z ...， zB 

S匁 = 一 sfbsf1Zし C'kα nkαυxA - vxB 

SKC SおSお
l釘 =- R Kα- c.�α } ・・・・ ・・・・・・・・・・・(2-5)

IJOA - <>OB I 

stc =-SおT;Sお
S�c = -S�g T}S�� zB.L Z IJ zA 

T; =(Sお-s弘)-1 1 
} ・・・(2-6)

TJ =(SZ -sZ)- 1 | 
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以上に示した，式(2-4)--式(2-6)の小さな次元の計算によって，能率的に再結合計算

を実行することができる. この結合計算においても， 2・2・3項および付録1に示した

特長が成立するので， それらを利用すれば， さらに能率的な結合計算を行うことがで

きる.
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