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第1章 序 論

機械・ 構造物の高効率化や高精度化に対する社会的要請が高まるにつれて， その軽

里化や高速化が志向されるようになってきた. それにともない， 大規模な機械・構造

物においても， 非線形振動に基づくトラブルの発生事例が急増している. このような

問題に対処するためには，大規模な自由度の非線形系(以下，大規模非線形系と呼ぶ)

を取扱うことのできる高性能な振動解析手法の開発が緊急かつ 重 要な課題となって

おり， その実現に向けた研究が各方面で精力的に行われている.

ところで， ここ数年来3 パーソナルコンビュータやエンジニアリング・ ワークステ

ーションの性能向上と低価格化が急速に進み，かつての大型計算機以上の演算能力を

持った計算機が容易に手に入るようになってきた. しかしながら， このような計算環

境の著しい改善にもかかわらず， 実際の機械・構造物で問題となる非線形振動に関し

ては， 設計段階で十分な検討がなされているとは言い難いのが現状である. その主な

原因としては，大規模非線形系に対して実用に耐え得るような振動解析手法の不備が

挙げられる. 現在の非線形振動解析手法は， 市販のCAEソフトにも組み込まれてい

る時刻歴応答用の数値解析法 (いわゆるシミュレーションプログラム)と， 専門の研

究者がよく用いる数学的あるいは数式的解析法とに大別されるが， 前者には，解空間

の大域的構造を理解することが困難であり，非線形振動特性に及ぼす主要な設計パラ

メータの影響を把握しにくいという大きな欠点がある. また，対象系の規模の拡大に

ともなって膨大な計算時間を必要とするようになるだけでなく，計算精度が急激に悪

化するのが通常である. 一方， 後者の数式的解析法は， 非線形系の基本的な振動特性

を概略的かつ定性的に把握できるという長所を有するものの，通常は自由度や非線形

性の影響が小さな系に適用対象が限定されるため，大規模な自由度を有する実際の機

械・構造物で生じる非線形振動現象を定性的かつ定量的に把握しようという目的から

すれば， 実用に耐えないものが多い. また， モデルの変更にともなう数学解析に多大

な労力を必要とするのが通例である. このように， 大規模な機械・構造物の非線形振

動に対して， 設計段階における正確な予測・評価の要求に十分に応え得るような振動
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解析手法が存在しないというのが現状であり，高速かっ高精度の解析手法の開発が切

切されている. このような状況を踏まえて， 本研究では， 大規模非線形系に対する高

性能な振動解析手法の開発を行うことを目的としている. そこで， 以下ではまず， 非

線形系に対して用いられてきた従来の振動解析手法(主として数式的解析手法)の特

徴を簡単に整理することにより3 上記の問題点をさらに深く掘り下げるとともに， 本

研究の位置づけを明確化する.

1-1 多自由度非線形振動解析に関する従来の研究と問題点

非線形系の振動解析法として， 今日までに数々の手法が開発されてきたが， そのほ

とんどすべてが何らかの意味での近似に基づく解法である. それらを近似の手続によ

って分類すると， 関数の漸近展開に基づくもの， ガラーキン法に基づくもの， 直接数

値積分に基づくものの3種類に大別される. そのうち， 関数の漸近展開に基づく代表

的な解析法としては摂動法， 平均法， 漸近法，多重尺度法など(1)�(3)がある. また，

ガラーキン法に基づくものには調和バランス法(1)，直接数値積分に基づくものにはシ

ユーティング法(4)などが挙げられる. 以下に， それぞれの手法の特徴を概観する.

まず， 関数の漸近展開に基づく手法は， 解を非線形性の強さを表す微小パラメータ

に関するべき級数に展開することによって近似解を計算する方法である. これに基づ

く手法によれば，一般に非線形系の定常応答だけでなく過渡応答についても解析可能

であり， 制御工学方面の利用にも適している. また， 得られた解に対するオーダー評

価も可能である. なかでも，多重尺度法はアルゴリズムの規則性が高く， 数式処理プ

ログラムの利用により高次の近似解を求めることができる(5). しかしながら， 基盤と

している漸近展開の性質上，この系統の解法は厳密解への収束性が保証されないもの

がほとんどであり， ある有限時間内での精度保証が可能であるにすぎない. また， 本

来的に非線形性の弱い系を対象に定式化されているので，ガタやヒステリシスに代表

されるような強い非線形性を持つ系に対しては高精度な解析を行うことは困難であ

る. さらに，多重尺度法を除いては高次の近似解を求めるための計算過程に規則性が

乏しく，非常に煩雑な計算を必要とするため， 現在までの解析例にみる限り2次近似

程度が実用上の限界のようである. とりわけ大規模非線形系に対しては計算手続が煩
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雑になり， 適用がほぼ不可能となる.

次に， ガラーキン法に基づく調和バランス法の特徴を挙げる. 調和バランス法は数

学的基礎付けが明確な解法であり，近似の手続を高次まで拡張することによって厳密

解に収束することが占部らにより証明されている(6)，(7) . このことは，近似解の次数の

設定により任意の精度の解が得られることを意味しており，強い非線形性を有する系

に対しでも近似の次数を上げることによって問題なく解析可能である. また3 アルゴ

リズムの規則性が明瞭なのでコンビュータ利用に適しており，大規模系に対しでもか

なりの程度まで適用可能である. さらに， 内部共振などの多自由度系に特有の現象に

関しでも，近似項数を適切に設定するだけで，何ら特別な処理を必要とせずに解析を

行うことができる. ただし， 大規模系に対して高精度な解析を行おうとすればその計

算量は膨大なものになり，計算量および必要なメモリ量低減のための何らかの対策が

必要となる. また， 得られる解は基本的に定常周期解のみで， 過渡応答を得ることは

困難である.

最後に， 直接数値積分に基づくシューティング法の特徴を挙げる. シューティング

法は非線形系の定常周期解を2点境界値問題と捉えて解析する手法であり，厳密解へ

の収束性が数学的に保証されている(10). その意味では， 任意の精度の解析が可能で

あるが， その精度は数値積分法の計算精度に依存している. また， 強非線形系および

大規模非線形系に対しでもかなりの程度まで適用可能である. ただし，いずれの場合

にも計算量と必要なメモリ量の著しい増大は避けられない.

以上の特徴を踏まえれば， 工学的見地から最重要視されるべき定常周期解の解析法

としては，調和バランス法系統の手法が大規模非線形系に対する振動解析法としても

っとも大きな可能性を持った手法であると考えられる. しかしながら，その計算量の

膨大さゆえに， 大規模系に対して十分に高精度の解析を行った事 例は，過去 にはほと

んど存在しないようである.

一方， 解空間の大域的構造を解明するためには安定解だけでなく不安定解をも同時

に求めることが不可欠であるが， 上記の数式的解析手法では，いずれも安定解と不安

定解とがまったく同等に求められる. これが， 通常は安定解しか求めることのできな

い時刻歴応答シミュレーションに対する数式的解析手法の優位点の一つである. とこ

ろが， 両者がまったく区別なく求められる以上， 得られた解に対しては必ず安定判別
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を行う必要がある. 定常周期解の安定判別法としては，定常周期解に付加された微小

変分の挙動から定常周期解自身の安定性を調べる無限小安定性の概念に基づく安定

判別法がよく利用される. この判別法は， フローケの定理(11)に基づいて変分方程式

から特性指数または特性乗数を求めることにより，その安定性を判別するという理論

的には極めて明快な方法であるが，大規模非線形系の定常周期解に対して適用する際

には，次に示すような二つの問題が浮上する.

一つめの問題は， 特性指数および特性乗数を求める際の数値計算上の難点、に起因す

るものである. 大規模系に対して特性指数を求める際には，非常に 大次元 (対象系の

自由度の数倍~数十倍程度)の非対称行列に対する複素固有値解析が必要となる(12) • 

一方，特性乗数は推移行列の固有値として求められるが，大規模系に対して推移行列

を求める際には， 一般に硬い周期係数系の直接数値積分が必要となる(4)，(13)，(14). これ

ら二つの問題(大次元非対称行列に対する複素固有値解析および硬い周期係数線形系

に対する直接数値積分)は，いずれも数値解析上の難題であり，計算能率の面でも計

算精度的にも十分に満足できるアルゴリズムはまだ知られていない. このことは，特

性指数および特性乗数を数値的に求めることが実際には非常に困難であることを示

している.

二つめの問題は， 定常周期解の計算精度と安定判別の計算精度との聞の整合性に関

係するものである. すなわち，ある定常周期解に対して如何に高精度な安定判別を行

ったとしても，定常周期解自身の精度が十分でない場合には， その安定判別がかえっ

て不合理な結果を与えることが多い(15). その問題を克服するために， 定常周期解お

よび安定判別をともになるべく高精度で計算しようとすると，先に述べた数値計算上

の問題がより顕著に現れるようになる.

以上に示したように， 大規模非線形系に対する近似解および安定性の解析法に関し

ては，対象を定常周期振動に限定したとしても数々の問題が残っており， その解決を

目指した研究が現在も活発に続けられている. そこで以下では，多自由度非線形系の

定常周期解について行われた現在までの研究の動向を概観するとともに，本研究に直

接関係する調和バラン ス法および安定判別法に関連 する重要な研究について簡単な

査察を試みる.

周知のように， 非線形振動の解析法については古くから多種多様な研究が行われて

4 



来た. 多自由度非線形系に関する研究は 1950年代頃から散見されるようになるが，

初期から1970年代にかけてのものは 2ないし3自由度のばね質点系に関する研究が

ほとんどである(16)�(25). また，解析モデルを弱非線形系に限定しており，解析手法も

摂動法や平均法，多重尺度法などの弱非線形系を対象として開発されたものを用いた

ものが多い. 1980 年代になると， 力 学系理論の発展に呼応する形で，定常周期解の

様々な分岐現象を調べたり，概周期振動やカオス振動の数値シミュレーションを行っ

たものが見られるようになる(26)�(31). ただし， 解析対象は相変わらず高々2ないし3

自由度のものがほとんどである. 1990 年代頃になってようやく， 実際の機械・構造

物に則した複雑かっ大規模な自由度を想定した解析法が開発されるようになってき

た(32)�(37). しかしながら，その多くは計算量やメモリ量等に関して不十分な点を抱え

ているようであり， その克服を目指した研究は現在も活発に行われている.

このような多自由度非線形系の振動解析に対しては， 調和バランス法系統の解法が

一貫して主流の地位を占めているように見受けられる. なぜなら， 上述のように，こ

の系統の手法によれば強非線形を有する多自由度系に対しでも厳密解への収束が保

証されているばかりでなく，取扱う系の自由度の拡張に対しても柔軟に対処できるか

らである.

たとえば，近藤ら( 12)・(38)・(39)は，任意の自由度の強非線形系に対して定常周期振動の

高精度近似解を求めるための計算手法，およびその近似解計算手続との適合性を考慮

した安定判別法を提案し， 1自由度Duffing方程式に適用してその有効性を実証して

いる. さらに，この手法に基づいて，末岡ら(40)�(43)は，大規模自由度系であるローラ

ーチェーンの非線形性振動特性に関する解析的・実験的研究を行っているが，解析モ

デルの規模(約40自由度)に対する当時の計算機能力の制約により， 低次の近似解

を用いた解析に留まっている. 一方，多自由度回転軸系の非線形振動を対象としたも

のには， 富沢ら(44)や山内(45)よる研究が挙げられる. 前者は， 非線形性を有する真円

油膜軸受によって支持された多自由度回転軸系を調和バランス法の1次近似解によっ

て解析しており，後者は，非線形性を有する 軸受によって支持された多自由度回転軸

系の解析において，軸受からの非線形力をFFTを利用して求めたのちに，各振動数成

分に対して調和バランス法を適用し，定常周期解の計算を行っている. ところで，調

和バランス法によって多自由度非線形系の定常周期解を解析する際には，仮定した近
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‘ 

似解の振幅に関する連立非線形代数方程式に対して， 何らかの形で逐次近似反復計算

を行う必要があるが， Cheungと L auは， この逐次近似計算式の 導 出過程に増分法の

概 念を取り入れた増分調和バランス法を開発し，非線形一様はり(46)，板やシ ェ ル(4 7)，

および直列形非線形ばね ・ 質点系(48)等に適用して， その計算能力を検証している.

さらに， この増分調和バランス法を用いて， Pierreら(49)，(50)は， 面内周期外力が作用

する板および乾燥摩擦力が作用する直列型多自由度系の解析を行っている.

このように， 調和バランス法が多自由度非線形系に対するほとんど唯一ともいうべ

き強力な振動解析法であることには， ほとんど議論の余地がない. とはいうものの，

解析対象の自由度の増大および高精度化のための近似項数の増加にともなって，逐次

近似反復計算過程において解くべき線形連立方程式の次元が極めて大きくなるとと

もに， その計算量が爆発的に増大して計算不能に陥りがちである. そこで， その計算

量の低減化が必須の課題となる.

このような問題に対して， 現在までに二方向からの解決策が模索されてきたように

見受けられる. その一つは， 非線形性の存在する要素と線形要素とを運動方程式の段

階で分離し， 非線形要素のみに対して調和バランス法系統の解法で逐次近似計算を行

い， それにより得られた解と線形要素の運動方程式から得られる解との合成により系

全体の解を得ょうとする方法である. この手法は， とくに非線形性の存在が系の一部

に限られるときに計算量を大きく低減化することができる. 他の一つは， 系全体の運

動方程式に対して増分調和バランス法を適用した場合の修正量(線形連立方程式)の

計算過程に何らかの数学的計算テクニックを適用して， 計算能率を向上させようとす

る方法である.

まず， 前者の解析例では， 小林ら(51)の回転軸系の解析が挙げられる. 彼らは， モー

ド解析で用いられている部分構造合成法を非線形振動の解析に利用し， 回転軸系を

軸・軸受・ ケーシングの三つの部分構造に分離し， 非線形性は摩擦ダンパやスクィー

ズフィルムダンパなど軸受部のみに存在するものとして，非線形部分に関して縮小し

た関係式に対して， FFTを利用して非線形軸受力を求めた後， 系全体の応答を求めて

いる. また， 同様の手法を用いた研究には， Natarajら(52)やShiauら(53)による軸継手

部の摩擦やスクィーズフィルムダンパの非線形性を考慮した研究や， D owell (54)によ

る部分的に乾燥摩擦が作用するはりに対する研究などがある. 断片線形(ガタ)を取
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扱ったものとしてはKimら(55)，(56)の軸受すきまの影響を考慮した研究がある.しかし

ながら， これらの解析手法では，いわばモデル化の段階で解析対象に大きな近似を加

えているので， 高精度な解析を行うことが困難である場合が多い.

次に，後者の研究例では，安田ら(57)による増分伝達マトリックス法の開発が挙げら

れる. この手法は， 増分調和 バランス法における修正量の逐次近似計算過程に伝達マ

トリックス法を組み込んだもので， その計算の効率化を実現している. 彼らは， この

手法を用いて直列形非線形ばね ・質点系の振動解析を行っている. また， 同様の発想

に基づく手法として，近藤ら(58)�(61)は増分調和バランス法の計算過程に伝達影響係数

法を組み込むことにより， 増分伝達影響係数法を提案した. この手法では， 多自由度

に対して高精度の近似解を仮定しても， 比較的高速な処理を行うことが可能である.

実際に直列型非線形構造物や非線形支持された直線状はり構造物に対して高精度な

数値計算を行い， 1次近似とそれ以上の近似による解析によって得られた解特性が定

量的のみならず定性的にも大きく異なることを示し，高精度な解析手法の重要性を実

証している. また， ガタを含む断片線形系に関しでも高精度な取扱いを可能とした区

分積分法を提案し(5ぺ これを用いた高精度な数値計算も行っている. ただし， より

一層大規模な系への適用を図る際には， 増分伝達影響係数法に対しでも，計算能率の

向上や必要な記憶容量の低減化など， さらなる改良の余地も残されている.

上記のような手法を用いて定常周期振動の近似解が得られたならば， その解に対し

て安定判別を行う必要がある. 前述したように， 非線形系における定常周期解の安定

判別を行う方法としてもっとも有効なのは，無限小安定性に基づく安定判別法であろ

う. この方法は， 定常周期解に付加された微小変分に対する変分方程式を対象とし，

その零解の安定性から定常解自身の安定性を調べるものであり，最初の適用例として

は月の運動を解析した Hill(62)の研究が挙げられる. 彼は， 周期係数型の変分方程式

にフローケの定理を適用することによって無限次元行列式からなる特性方程式を導

出し，その解として得られる特性指数により安定判別を行う方法を開発した. この無

限次元行列式の収束性については， Whittakerら(63)やMcLachlan(64)の著書に示され

ている. また， この方法を用いた安定判別の事例としては， Bolotin(65)による弾性系

の動的安定性の解析が著名である. 一方， 近藤ら(12)は自然対数の多価性に基づく特

性指数の虚部の周期性を考慮することで，得られる特性指数の中からもっとも高精度
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な主特性指数を定義し，これのみを用いて安定判別を行うことで安定判別の高精度化

を実現している. さらに，多自由度系の無限次元行列式の収束性についても言及して

いる. しかしながら，このタイプの安定判別法では，自由度の増加および安定判別の

高精度化にともなって無限次元行列式を有限近似した特性方程式の次元が急速に増

大するため，大規模系に対する高精度な安定判別は不可能であり，適用範囲の限られ

た手法となっている. この問題に対処するために，特性方程式の行列式から周期解の

安定性および分岐の種類を特定する簡便法(58)や， 偏角原理を用いた安定判別法(60)を

提案しているが，簡便法はすべての不安定領域を見いだすことができないことや，偏

角原理を用いた安定判別法では自由度の増 大によって計算手続が煩雑になるなど，こ

れらも解決すべき課題の残る手法である.

1-2 本研究の目的

1'1節では，種々の非線形振動解析手法の特徴について説明するとともに，多自由

度非線形系に対する有力な解析手法の一つであり，本研究の基盤でもある増分伝達影

響係数法の開発に至る経緯を整理した. また，大規模非線形系の定常周期解に対する

安定判別法についても，現在までのところ実用的な解析手法は皆無に等しいことを指

摘した. 増分伝達影響係数法は，従来の手法に比べれば高速かつ高精度に定常周期解

を解析できる手法であるが，計算量や必要なメモリ量などの問題から，大規模非線形

系に対してはその適用対象が限られたものとならざるを得ない. 今日のシステムの大

規模化や高効率化を考えると，さらに高性能な振動解析手法とその性能に適合した安

定判別法の開発が望まれる.

本研究では， これらの問題を解決するために， 大規模非線形構造物に対する高速か

っ高精度な振動解析手法および安定判別法を新たに開発することを目的とする.

まず， 第2章では， 大規模非線形構造物の定常周期解の高速かつ高精度な解析法と

して， 調和バランス法と伝達剛性係数法(66)とを増分法の概念を介して結合した増分

伝達剛性係数法を新たに提案する. 増分伝達剛性係数法は，大規模系や多様な非線形

性に柔軟に対応することが可能な手法であるが，本章ではその基本概念の明確化のた

めに， 直線状はり構造物の非線形強制振動に対する解析アルゴリズムの詳細を示す.
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この手法は，近似項数の増加にともなって厳密解への収束性が保証されるという調和

バランス法の長所を保持しつつ，その計算過程に伝達剛性係数法の概念を導入するこ

とによって，計算精度を損なうことなく逐次近似計算過程から解析対象の線形要素内

部の自由度を完全に消去できるという特長を有している. その結果，機械系などに多

く見られるような局所的に強い非線形性の存在する構造物に対しては，従来の増分調

和バランス法(46)�(48)や増分伝達影響係数法(58)�(61)などに比べて， 計算能率を劇的に

向上させることが可能となる. さらに， 非線形性の存在する節点のみの自由度に縮小

された逐次近似計算式に， 漸化形式による能率的な計算法を導入することにより， 計

算能率のさらなる向上を図っている. このような増分伝達剛性係数法の計算能率を定

量的に把握するために， 増分調和バランス法，増分伝達影響係数法および増分伝達剛

性係数法の3種類の非線形振動解析手法の間で，逐次近似計算過程の計算量を理論的

に比較し， 増分伝達剛性係数法の計算能率向上の効果を明らかにする. また， 実際の

数値計算に基づいて，増分伝達影響係数法と増分伝達剛性係数法との闘で計算時間を

比較することにより， その効果を検証する.

増分伝達剛性係数法によって大規模非線形系の定常周期解が得られたならば， その

解に対する安定判別が必要となる. しかしながら， 上述したように，従来からの安定

判別法を大規模系に対して適用しようとしても，いずれも数値計算上の難点を抱えて

いるため， 高精度の安定性解析は非常に困難である.

そこで， 第3章では， 大規模非線形系の定常周期解に対して低次元化モデルによる

安定判別法を提案する. 本安定判別法によれば，従来の安定判別法では数値解析上の

問題により不可能であると考えられていた大規模非線形系に対しでも，精度をほとん

ど損なうことなく非常に高速に定常周期解の安定性を判別することが可能となる. 具

体的には， 変分方程式にモード解析の概念を援用して低次元化を図るが， その際，2 

種類の実モードおよび1種類の複素モードの計3種類のモードを利用した低次元化法

を提案する. さらに， 低次元化された変分方程式に対して， 近似解の安定性に与える

影響が小さなモードとフーリエ係数とを合理的に判別し，それらを除去することによ

って必要最小限の低次元化モデルを作成する方法を示す. なお， 本安定判別法は一般

的な多自由度係数励振系の安定判別にも適用可能であるが，その基本原理を明確化す

るために，第3章では，第2章で取扱った直線状はり構造物の定常周期解を対象とし



たアルゴリズムを定式化する.

第 3 章で定式化した安定判別法では， 低次元化モデルの導 出に際して大規模系の 変

分方程式に対する固有値解析によって得られるモード行列を利用するが，その際に必

要となる大規模系の固有値解析には一般に膨大な計算量を必要とする.

そこで， 第4章では， 大規模系の振動解析に適した固有値解析法の一つである逆反

復法(67)に伝達剛性係数法を適用することによって， 逆反復法の計算能率をさらに向

上させた固有値解析法を提案する. 第2章で定式化した増分伝達剛性係数法の理論的

基盤の一つである伝達剛性係数法は，連立1次方程式の効率的な解法とみなすことが

できる. そこで， 逆反復法の主要部である大次元連立1次方程式の反復計算過程に伝

達剛性係数法の概念を導入することによって，計算能率を飛躍的に向上させた実固有

値解析法および複素固有値解析法の定式化を行う. これにより， 低次元化モデルによ

る安定判別法の全体的な計算能率をより一層向上させることが可能となる.

第5章では， 具体的な計算モデルに対して数値計算を行うことにより， 第2章から

第4章で定式化した増分伝達剛性係数法，低次元化モデルによる安定判別法および伝

達剛性係数法を適用した逆反復法の有効性を確認する.

ところで， 増分伝達剛性係数法および低次元化モデルによる安定判別法の適用対象

は， 直線状はり構造物に限定されるものではない. 対象とする機械や構造物の規模が

拡大するにつれて， より一層その真価を発揮することが期待される.

そこで， その一例として， 第6章では増分伝達剛性係数法および低次元化モデルに

よる安定判別法を一様はり要素から構成される三次元樹状構造物に適用し， 縦 ・ 曲

げ・ねじり連成非線形強制振動解析アルコリズムを定式化する. 三次元樹状構造物と

は， 屈曲部や分岐系を有する構造物のことを意味するが， 工作機械の基本形態である

r形構造物， 多関節マニピユレータ， 配管系等を一般化したものである. また， 具体

的なモデルに対する数値計算により， 提案したアルゴリズムの有効性を確認する.

第7章では， 前章までの内容を総括し， 結論とした.

なお， 本論文で用いる記号は基本的に各章で独立している. そのため， 記号の定義

を各章 ごとに行っているが，各章間では同ー の記号でも別の物理量を 示 すものがある

ので注意されたい.
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第2章 非線形支持された直線状はり構造物の

強制振動に対する増分伝達剛性係数法の提案

本章では， 大規模な自由度を有する非線形構造物の定常周期振動を非常に高速かっ

任意の精度で解析し得る手法として，増分伝達剛性係数法を提案する. 増分伝達剛性

係数法は，非線形系の定常周期振動に対する強力な解析手法である調和バランス法(1) 

と， 線形系に対する効率的な解析手法である伝達剛性係数法(66)とを増分法の概念を

介して結合したものであり， 局所的に非線形性を有する大規模系に対しては，線形要

素内の内部自由度を完全に消去することによって，計算精度を低下させることなく逐

次近似計算における計算効率を劇的に向上させることが可能である. 以下では， 増分

伝達剛性係数法の基本概念の明確化のために，もっとも基本的な構造物である直線状

はり構造物の面内曲げ強制振動に対する解析アルゴリズムの詳細を示す. また，計算

効率に関して，本手法と他の非線形振動解析手法の計算量を理論的に比較するととも

に， 実際の数値計算により計算速度の比較を行う.

なお， 本章では， 増分伝達剛性係数法による近似解の計算法を示すのみに止め， 得

られた近似解に対する安定判別法については次章で詳論することにする.

2-1 解析モデルと非線形基礎支持要素の取扱い

2・1・1 解析モデル 本章では， 図2.1に示すような複数の一様断面真直はり(以

下， 単に一様はりと呼ぶ)を直線状に結合することによって構成される構造物に， 複

数の同一周期を有する調和強制外力および調和強制トルクが作用する場合の面内曲

げ非線形強制振動を解析の対象とする.

直線状はり構造物は， 強制外力または強制トルクの作用点， せん断力や曲げモーメ

ントまたは断面積が不連続となる点， および応答を求めたい点を境にしてη本の線形

な一様はり要素に分割されており，各分割点には並進と回転に関する非線形ばねと非

線形ダッシュポットとから構成される基礎支持要素によって支持された剛体が取り



付けられているものと仮定する. すなわち， 解析対象とするモデルの非線形性は基礎

支持要素にのみ存在するものとし，一様はり要素自体の大変形に伴う非線形性は考慮

しない. 各分割点、を系の左端から右端にかけて節点、0..........節点ηと呼ぶ. 一様はり要素

は3 さらにいくつかの基本要素に等分割され， 各基本要素は線形の集中系としてモデ

ル化される. ここに， 基本要素に対しては， 一様はり要素の内部に作用する分布粘性

減衰を考慮する. また， 調和強制外力および調和強制トルクは節点にのみ集中的に作

用し， 無次元時間τ=ωt (ω:外力の角振動数， t:実時間)に関して周期21rとする.

なお， 一様はり要素に作用する分布強制外力や分布強制トルク， および基礎支持要

素を介して作用する強制変位および強制角変位に関しでも問題なく取扱うことがで

きるが， 本論文では議論の繁雑を避けるため省略する.

以下， 変数に付された装飾記号や添字は， 原則として次のような物理量であること

を意味する.

(1) r牢」の付された記号は無次元時間τに関する物理量， 何も付されていないものは

対応する物理量のフーリエ係数.

(2)右下添字rCJおよびrSJはフーリエ係数のそれぞれ余弦成分および正弦成分，右

上添字はその次数.

(3 )右下添字rjJは， 節点jまたはj番め一様はり要素に関する物理量. ただし，

j = 0，:4 "'， nである.

(4) rー」の付された記号は節点左側の物理量， 「〈」の付された記号は非線形基礎支

持要素または節点の剛体に関する物理量，何も付されていないものは節点右側または

一様はり要素の物理量.

G ふ G ♀  
Node n -1 Node n 

図2.1直線状はり構造物の解析モデル



(5) í .1 Jの付された記号は対応する物理量の増分.

(6) í L JおよびíRJは一様はり要素を細分割した 基本要素(図 2.3参照) のそれぞ

れ左端および右端に関する物理量.

(7) í -.. Jの付された記号は基本要素両端の集中質量の弾性はり側に関する物理量.

2・1・2 節点jの運動方程式 節点、jにおける剛体重心の横変位ν;，角変位。;，剛体

に作用する力( 号\η，FI，何)および力のモーメント(N]， l勺，N]，ψJ)の正方向を図2.2に

示す. このうち， (Fj*， N;)および(Fj*，N])はそれぞれj番めおよびj+1番め一様はり要

素から剛体へ作用する線形の反力であり， (1ヲi，N])は非線形基礎支持要素から剛体ヘ

作用する非線形反力を表す. また， がおよびψ;は無次元時間τについて2Jr周期の調

和強制外力および調和強制トルクである.

このとき，節点j (= 0， l， • • .， n) における剛体の並進と回転に関する運動方程式は次の

ようになる.

T九jω2u;+fケ+ Fj* -1ヲ=ゆ，] I 
} ・・(2.1)

J j w2ß; + N; + N; -N; =ψ; I 

ここに， 「・J = d/dτ， mj， Jjはそれぞれ剛体の質量および慣性モーメントである.

2・1・3 運動方程式の増分形表示 式(2.1)で示される節点、jの剛体の運動方程式

は支持要素に非線形性が存在する場合には非線形連立常微分方程式 となるので，解析

的に解くことは一般に困難である. そこで，増分法の概念を介した調和バランス法を

導入して，式(2.1)の定常周期振動を逐次近似計算すること を考える. そのために必要

となる式(2.1)の増分量に関する線形化方程式は次のようになる.

y
m elemeit可。
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図2.2 剛体jの変位および作用する力と 力のモーメントの正方向の定義
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さらに， 基礎支持要素から剛体に作用する非線形復元力打をν;および必のみの非線

同じく非線形復元トルクル;を 8;および8Jのみの非線形関数と仮定すると，

それらの増分11Fjおよび11N;は次式のようになる.

Aη=\勺11yj + wí仏yj I � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.4) 
11N; =ηj118; + wる118; I 

形関数，

-・(2.5)

τ;r . aη 
一 一� ðyj 
... Ç'T* ðNi 
VV2i =ーーでー_ ð8; 

、" ー.， I 、，
c._ c._ V'- ， 

V;� = ðFj
* 

-_ ðyj / 
TT* ðN; 
ηJ =百J'

τに関して2:;τ周期の定常振動解を調和バランス法で求め近似解の仮定2.1・4

るために，横変位必と角変位。;， およびそれらの増分11yjと118Jを，それぞれ次のよう

な N次までの有限実フーリエ級数で仮定する. ただし，
yj = eνj， 8] = e 8j 1 � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . · . . . . . . . . . . . . (2.6) 
11yj = e11Yj， 118; = e118j I 

Nは正整数である.

それぞれ必， 8; ， 11yjおよび118;の0次から N次νj ， 8 j ， 11yjおよび118jは，....， 、.，.. I� 
c._ c._ v、ー，

e は (2N+ 1)次元行ベクト

-・(2.7)

までの実フーリエ係数をまとめた (2N+り次元列ベクトル，

ルであり， それぞれ次式で定義される.
νj=t(uluj，yi，--vUP，yF)j 
。j=t(of，OJ，OJ，・・" 8cN， 8f)j 
11y j = t ( 11y�， 11yð， 11yk，…， 11yt'， 11yf)j 
118j = t(118co， 118cI， 1181，…， 118t， 118f)j 
e = (1/2， cosr， sin r，…， cos Nr， sin N.τ) 

ここに， 左上添字ftJは転置記号である.

のちの議論の都合上， めと 8jとをひとまとめにした2(2N+1)次元の(広義の)次に，

(広義の)Aνjと118jとをひとまとめにした2(2N+ 1)次元の

それぞれ次式で定義する.増分変位振幅ベクトル11djを，

変位振幅ベクトル djと，



叶�t 問
rL1Yl Ad

3=| | ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (2
.

9)
I L10 I 

一方， 式(2.6)で与えられる必， e] ， L1yjおよびL1e]のτに関する導関数は， それぞれ

次式のよう になる.
ÿj =eUYj， お=eU2Yj 1 � ............................ . ...... .(2.10) 
8; = eUOj， e; = eU20j I 
L1ÿj = eUL1Yj， L1ÿj = eU2L1νj 1 � ........ . . . . . ...... . . . ... . . ... .(2.11 ) 
L18; = eUL10j， L1e; = eU2L10j I 

ここに， Uは次式で定義される (2N + 1)次ブロック対角行列 である.
U = Diag [0， U1， U2， …， UN] 1 

r 0 r l ↓ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (2
.

12)
= ! ^ ! ' (r = 1， 2， …， N) I 

1- r UI 1 

なお ， Diag[. ..]は ブロック対角行列を表す.

2・1・5力およぴ力のモーメント 上記のτに関して2Jr周期の定常振動yjおよびe]

に対しては，剛体に作用する力や力のモーメント， およびそれらの増分もまたτに関

して2Jr周期の関数となる. そこで， これらに関しでも次のようなN次までの有限実

フーリエ級数で、近似する.
F7=eFl， F7=t(F;o，Rl，FP，…，FcN，RF)j 1 
F;=eFJ， R=t(FP，FZ，R，…，FfV， FsN)j � ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (2

.

13)

F7=eR， R=t(FP，H，RI，…，FcN， FsN)j I 
N;=elVj， lVj=t(NP，NJ，NJ，…，N!'，Nf)j 1 
斤;=elh， Nj=t(NP，NJ，NJ， ，M，M)3 ↓ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (2

.

14)

N;=elV j， lVj=t(NP，NJ，NJ，…，Nf，Nf)j I 
判=e L1Fj， L1Fj = t (L1FcO ，L1F}， L1Fsl，. ..， L11ず，L1FsN)j 1 
L1 F; = e L1Fj ， L1Fj = t (L1Fco ， L1Fl， L1Fi，・.， L1FcN， L1F;F ) j ↓ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (2

.

15)

L1F; = e L1Fj ， L1Fj = t (L1FcO ， L1Fcl ， L1F} ， .・.，L1FcN，必ず)j I 
L1Nj = eL1Nj， L1Nj = t(L1NP，L1NJ，L1Nl，…，L1N!'， L1N !，)j 1 
L1Nj = eL1Nj， L1Nj = t(L1NP，L1N!，L1Nl，…，L1Nf ，L1Nf)j � ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (2 .

16)

L1Nj = eL1Nj， L1Nj = t(L1N�，L1N!，L1Nl，…，L1Nf，L1Nf)j I 
次に，のちの議論の都 合上，耳とNj， Îijと l令 j， FjとNjをひとまとめにした2(2N +リ



.1Fjと.1Nj， .1Fjと.11令j， .1Fjと.1Njをひ

とまとめにした2(2N+ 1)次元の(広義の)増分力振幅ベクトル.1:{j， .1fj， .1fjを次式で定

次元の(広義の )力振幅ベクトルfj， fj， fjと，

ぁ� [�t -・・(2.17)
A/; � [��t 

あ� [!t
AÎ; � [�!t 

義する.

あ� [�t
A/; � [��t 

τ に関して勿周期の定常振動ν;およびe;に対しては， 式(2.5)で定義される

V;j ， W;j (p = 1， 2)もまたるr周期の関数となるので， 次のような実フーリエ級数で表

方，

-・(2.18)(p = 1， 2 ) 

示する.
(VcO)pj 芯 Î" kpj =ヲー+t

l
{(VCk)ルMωC∞O凶S吋山k灯h川τ刊+バ+(Vsμ九W附k勺乍川)pμpj川j

(wκcηpj 芯pj = 2 宮{(Wck)pjcoskτ+ (Wt)pj sinkr} 

.1:{jとL1djとの聞の関係は

次式のように表すことができる. 

.1fj = 子j.1dj， Kj = D刷Kl， K2)j l . . . . . . . . . . . . . . . . .…・・・・・・・・(2.19)
Kpj = Vpj +日午jU， (p = 1， 2) I 

式(2.18)のように展開されたフーリエ係数を利用すれば，

Vpj， WpjはそれぞれV;j， W;jのフーリエ係数を要素とする(2N+ 1)次正方行列

であり， 次式で与えられる.
。 A;j+Bþj 1 
リJ -

2 I l ・・(2.20)
A乙+B乙 |切ら ィ = -_1:' J Y� I 日 2 I 

可p 、ヲ. ，..，. 
l_ l_ V，- ， 

q N α 
AN+l 

。2
A3 

α1 
A2 

。

一…

:

日

A

A
 

A4 

tAN+2 

A

M
 

。

AL=lO 

-・(2.21 ) (p，q=1，2) 
qa

 

-
qJ

 
nr

 

。

bN b2 b1 bO 

PJ 

BN-l 
BN-2 

BO 

Bl 
BO 

tBN-2 

BO 
mu

p

 

tb1 
2

N

 

LU
---

LU
 

叶t

φι

Rq _ -PJ 
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l VK 17k l| ジ�k Vsk 1 
(Ak)�j = ，二 二 ， ' (Bk)�j = ， 二 二|t'J l Vl - Vl J pj. ， ， r J  l-Vs'" Vc'" J 

r�や�k vf，? 1 ， � ，. ， " r ルl �や才 1
(AK)ij=|J J |，(BK)13 =| | 1'J l Wsk - Wck J pj ， ， / fJJ l- Wsk Wck J 
(αk)Lj=(bk)Lj=IVJ IMlpj，(GK)ij=(bk)jj=ILSアWsk]pj
(bO)�j = VcO， (bO)�j = WcO， (VSO)pj = (WSO)pj = 0 

-・・・・・・・・・(2.22)

2.1・6 奇数次解の取扱い 非零の奇数次調波と 偶数次調波をと もに含む周期解

を非奇数次解，偶数次調波成分はすべて零で奇数次調波のみのフーリエ級数に展開で

きるような周期解を奇数次解と呼ぶ.周知のように，かなり広範な非線形系において

奇数次解が発生する.奇数次解に対しては，奇数次調波成分のみを計算すればよいの

で，近似解の最高次数Nが同ーならば取扱う行列やベクトルの次元を非奇数次解の場

合の約半分に縮小できる.したがって，計算時間および必要なメモリ量の両面で極め

て有利である.しかも，そのアルゴリズムは計算に必要なベクトルと行列とを奇数次

解用に再定義したものに置き換えるだけで，形式的には非奇数次解の場合とまったく

同様である.そこで，以下に変更を要する点のみを示す.なお， 本論文で奇数次解を

取扱う場合は， とくに断ること なくNは正の奇数とする.

νj， {}jおよびeについては， 次のようなN次までの奇数次調波成分のみからなる

(lV + 1)次元ベクトルで再定義する.
νj= t(ul，ui，U2，U3，…，yt'，yt')j 1 
{}j = t(8}， 8;， {}c3， 8s3，…， O!' ， O!')j ↓ ・・・・・・・・・・・・・・・・・ (2.23 )
e = (cosτ， sinτ， cos 3r， sin 3r，…， cosNτ，sin Nτ) I 

同様に，増分変位振幅ベクトル，カ振幅ベクトルおよび増分力振幅ベクトルについて

も，奇数次調波成分のみからなる(N +1)次元ベクトルで， 次のように再定義する.
Aνj =t (L1yL L1yl， L1yJ， L1yi， "'， L1yt' ，

.
�yt')
.
j
. 

1 ......…・・・・・・・・・…・(2.24 ) L1{}j =t (L10J， L18J， L18�， L18;，…， L18f， L18t' ) j I 

F7=t(Rl，FP，R3，FL3，…， FcN， F;;N)j 1 
67=t(h，h，h，FP，---JF，jとN)j ↓ !・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.25 )
F7=t(R，FP，Fア， F;;3，…， FcF， F;;N)j I 
lVj=t(NJ，NJ，NJ，NJ，…，Nf，Nt')j 1 

l令j=t( 市J，h，斤2，丸 ，灯，Nt')j �.......................... ' (2.26 ) 

lVJ=t(NL NLN3，N3，…，Nt'， Nt')j I 

17 



L1� = t (L1.El， L1Fsl， L1.E?， L1Fs3，・，L1FcN， L1FsN)j 1 

L1Fj = t (L1FJ， L1Fsl， L1F? ， L1Fs3，…， L1FcN ， L1FsN) j ↓ ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.27)
L1Fj = t ( L1FJ， L1Fi， L1F?， L1Fs3，…， L1FJV， L1FsN)j I 
L1Nj = t(L1NJ， L1Nl， L1NJ， L1N2，・ー，L1N!'， L1N fI)j 1 
A府j=t(L1NJ，L1丸山，L1向，...， L1灯，L1Nf)j ↓ ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.28)
L1Nj = t (L1NJ， L1N}， L1Ng， L1Nt， ...， L1Nt'， L1Nf)j I 

また， 取扱う行列についても次元が約半分に縮小される. このとき， 式(2.12)のUお

よび式(2.20)， 式(2.2 1 )のAþj' Bþjは， それぞれ次式のようになる.

U = D iag [U1， U3， US，…， UN] ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.29)

A2 A4 AN+l1q 

APO-3 = 
tA4 A6 AN+3 

tAN+l tAN+3 A2N PJ ↓ (q=1，2) -・(2.30)
BO B2 BN-l、q

tB2 BO BN-3 
BL= 

tBN-l tBN-3 BO 
P3 

後述するその他の行列やベクトルについても，これらと同様の操作を行うことにより

次元を約半分に縮小できる.

2・1・7分数調波振動の解析 本章のアルゴリズムにより， 1/L次分数調波振動(L

は正整数)の解析も同様に行うことができる.すなわち，ωt=τの代わりにωt/L=τ'の

ような変数変換を行い，ずについてM周期の解を求めればよい. その具体的な計算手

順は通常のものとまったく同ーである.

2.1・8 調和バランス法の適用 節点jの増分量に関する運動方程式(2.2)， およ

びその残差を与える式(2.3)に式(2.6)， 式(2.10)， 式(2.11)および式(2.13)--式(2.16)

を代入し， さらに調和バランスの原理を適用することにより次式を得る.

mjω2U2 L1y j + L1Fj + L1Fj -L1Fj = Tj I � ............ . ...... . ...... (2.31) 
Jj ω2U2 L1 8  j + L1Nj + L1Nj -L1Nj = qj I 
η=ゆjー仇jω2U2Yj-Fj-Fj+Fj I � . · . · . . . . . . . . . . . · . . . · . . . . . . . . (2.32) 
qj =ψj -Jjω2U28j -Nj -Nj +Nj I 

ここに， ゆj およびψjは， それぞれ強制外力がおよび強制トルクψ;をN次までの実フ

ーリエ級数に展開したときのフーリエ係数をまとめた (2N+1) 次元の振幅ベクトルで

18 



その構造は式(2.7)と同ーである.あり3

次に， 式(2.19)の関係を考慮して， 式(2.8)， 式(2.9)および式(2.17)で定義した変位

カ振幅ベクトルおよびそれらの増分量を用いて式(2.31)および式

(2.32)を整理すると， 次のようになる.

Pjl1dj + !1fj -!1fj = Rj 

振幅ベクトル，

-・(2.33)

-・(2.34) 子山

η』

+

U

 

《
nd

d

一
子山
《

J

4

む

し

ω

qJ
《川UL

qJ

AM

J

ρ

 

+

1|lJJ
制、

4

yw
d

 

L
A
R d

RJ
《M

こア)

さて， 式(2.33)は， 非線形基礎支持要素の存在する節点、において， 定常振動解の振

幅ベクトルをニュートン法により求める際の逐次近似式に相当している. したがって，

さらにAあおよび!1fj式(2.33)および式(2.34)に対してあおよびあとめとの聞の関係，

と!1djとの聞の関係， すなわち線形の一様はり両端の状態量ベクトル聞の関係を求め

そこで次節では， 伝ることができれば， 後述のように解析手続きは閉じた形になる.

この関係を極めて能率的に求めるた達剛性係数法(66)の概念を適用することにより，

めの計算手続きを定式化する.

一様はり要素内部自由度の能率的な消去2・2

一様はり要素に対して伝達剛性係数法の概念一様はり要素のモデル化2.2・1

このを適用するにあたり， 各一様はり要素をさらに図2.3に示すように等分割する.

細分割された要素を基本要素と呼ぶ. 基本要素はいずれも左右対称な集中系としてモ

デル化する. すなわち， 基本要素の重心に関する慣性特性値はその両端に等分割し，

両端間は質量のない弾性はりで結合されているとみなす.

mおよびJは基本要素両端に等分された質量および慣性モーメント， lお'-7 ‘宇 7 ・v
(._ (._ 1'，- ， 

KおよびGは断面形状係数EIは曲げ剛性，よびAは基本要素の長さおよび断面積，

一様はり要素自体の構

および横弾性係数を示す.

ところで， 非線形支持されたはり構造物を取扱う場合には，



造減衰を考慮することは困難である. なぜなら，構造減衰を考慮すると状態量が本質

的に複素量になり，非線形要素の物理量との対応が不適合となるからである.そこで

本節では一様はりの分布粘性減衰を考慮した場合の取扱いについて論じる. 分布粘性

減表の集中系へのモデル化にあたっては，一様はりの並進および回転に関する単位長

さあたりの分布粘性減表係数を(cd，Cd)としたとき， 一基本要素あたり(CC，CC)=

(cdl/2， Cdl/2)の等価な集中粘性減衰係数が基本要素の両端に等分されているものと

する.

なお， 本節の議論では， 煩雑をさげるためj番め一様はり要素であることを示す右

下添字íjJを省略する.

2・2・2 自己および相互動的剛性係数行列 上記の仮定のもとで図 2.3の力の作

用図を参考にすると，基本要素両端に おける集中質量の運動方程式は次のようになる.
M'd*L + C'd*L = f*L - f*L I � ........ . ....... . ..... . ............ (2.35) 
M'd*R + C'd*R = f*R - f*R I 

M' = diag[ m， J] 
C' = diag[cC， CC] 

- -・L _ 司・L ，.-、・L
r:zJl � _. r rFl � � . r r Fl d*L = 1 ロ | ， fL=| l ， f sL=| ~ | ↓ ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.36)181 ' v INI ' v INI ( 

， ー- ・R ，. ...，.- ，・R
d
'
R

� [�r ， r� [�r ， j'
R

� I� 1 
Node j-1 

F*L 

α， β ， r， 1 

恥1assless beam 

uか

Node j 

F*R 

図2.3一様はり要素の解析モデルと基本要素



ここで， 非線形基礎支持節点での解と対応させるために， 式(2.35)の解を次のよう

なN次までの有限実フーリエ級数で仮定する.
d*L = E2dL， d.R = E2dR 
f * L = E2 f L， f * R = E2 f R 
f • L = E2 f L， f. R = E2 f R 
E2 = [12/2，12 cosr，12 sinr，...，12 cosNr，12 sinN'τ] 

-・・(2.37)

ここに， 12は2 次の単位行列を表し， E2は2x2(2N +1)次実行列である. また， dL， dR， 

fL，fR， fLおよび fRは2(2N+ 1)次元実行ベクトルであり， 次式で定義される.
dL=t(tdP，tdj，tdL---JdF，tdf)L 
dR=t(tdltdJ，tdL---JdF，tdF)R 
fL=t(tfP，tfJ，tfJ，…，tfJV，tjLN)L 
fR=t(tjLO，tf，tjL--JjLN，tj;N)R 
fL=t(tjLo，tjLI，tj31f- f jLN，tjLN)L 
fR=t(tjLO，tjLl，tjLl，---JjLNJjLN)R 

-・(2.38)
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一様はり要素は線形であると仮定しているので，非線形基礎支持節点における解は，

一様はりの内部ではフーリエ級数の次数成分ごとに分離して取扱うことができる. そ

こで， 式(2.35)の解を次数成分ごとに次のように表す.
d吐L = dtL coskτ+ d:L sinkτ， d.kR = dtR coskτ+ d:R sinkτ) 
f・kL = fckL cos kr + flL sin kτ， f *kR = fckR cos kr + fskR sin kτ↓ ・・・・・・・・・・・(2.40)
r・kL = fckL cos kτ+五kLsinkτ， f*kR = f/R coskτ+主kRsinkτ| 

さらに式(2.40)を式(2.35)に代入し， 複素化して整理すると次式を得る.

(Mk + Gk)dkL = fkL - fkL I 
(Mk + Gk)dkR = fkR _fkR ↓ ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.41)
Mk =一(kω)2M'， Gk = -ikωG'I 

..... 、" I� I.._. I.._. �'- ， 

21 



dkL = d�L + id:L， dkR = d�R + id:R 1 
fkL = f/L + ifskL， fkR = flR + ifskR ↓ ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.42)
fkL = fckL + i五kL， fkR =兵kR +i兵kR I 

ここに， i =Nであり， 式(2.41 )は一様はり要素の分布粘性減衰を考慮した場合の基
本要素両端における動的な力のつり合 いを表してい る.

一方，基本要素のはり要素両端における状態量ベクトル聞の関係は， 次式で表され
る.

dkR = t日hFfkR l ----------------- ---------------- - 一 (2 ね)
fkL = LfkR I 
L = [� �} F = [α � l l 11' 1 y ß 1 

M什会+中古会

-・(2.44 ) 

ここに， α，ß， yは弾性はり要素を片持ちぱりとみなした場合の静的影響係数， EIは
曲げ剛性 ， K，GおよびAは断面形状係数，横弾性係数および断面積である.

式(2.41) および式(2.43)から fkLおよびfkRを消去することにより，基本要素の 左端
の状態量ベクトルdkL，fkLと右端の状態量ベクトルdkR，fkRとの聞の関係として，次式
が求められる.

fkR = SkadkR + SkcdkL 1 l .............. . .. . ......... . . ........ . (2.45) 
fkL = skcdkR + skadkL I 

ここに， Skα， Skαを自己動的剛性係数行列 ， Skc ， Skc を相互動的剛性係数行列と呼び，
それぞれ次式で表される.

α = iAk y l skJ-AK y 
y' Bk l' - I y' -Bk 

lα-γ l Skc = _tskc =ーI . ' . I Iy' ß'+y'lI 
Ak=α， -m(kω)2 -ikωCC 
Bk = ß'-J(kω)2 -ikωCc 

(α'，ß'，y') = ( 五 三 一 斗
\D' D' DJ 

D=αß _y2 

-・・(2.46)

2・2・3 直列結合則 複数の基本要素を直列かつ剛に結合することによって構成
される一様はり要素内部の部分系を分系と呼ぶ. 分系は明らかに左右対称である.
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いま3分系Aの右端に分系Bを直線的かつ剛に結合して新たな分系Cを構成するこ

とを考える.この結合過程においても， 自己および相互動的剛性係数行列の結合計算

は次数成分ごとに分離することが可能である. このとき， 分系 Aと分系Bの両端の

第k次の自己および相互動的剛性係数行列を求めるための直列結合則は次のように求

められる. ただし， 各分系に関する物理量を下添字fA，B，CJにより区別する.

まず， 分系Aと分系Bの第k次の自己および相互動的剛性係数行列が既知であり，

両分系の両端における状態量ベクトルが次のように表されているものとする.

flR = s�adア+SicdiL， fJL=sTd;R+sTdiL l
ト00(2.47)

fF=SFdF+SFdbL， fF= sgdF+sfdbL | 

両分系の結合は剛であるので，結合部における状態量ベクトル聞の関係はdT=dfお

よびf;R=fSL で与えられる.また，両分系と結合後の分系Cの状態量ベクトル聞の関

係は，明らかにdF=dT，dF=dfおよびfJL=fr，fJR=fFである.これらの関係を

用いて式(2.47)から結合部の状態量dT， dbL，f;R およびf�L を消去することにより，

自己および相互動的剛性係数行列の直列結合則として次式を得る.これは，分系Aと

分系Bのk次の自己および相互動的剛性係数行列ST，sic，sT，syおよびS�a， S�c ， s'ß ， 

s�c から分系 C のk次の自己および相互動的剛性係数行列SF ，SF，sp，spを求めるた

めの関係式である.
Sða = tSða = S�a + S�cT1Bs�c 
Sðc = -tsðc = -S�cT1BS�c 
s伊= tsða = s�a -s�cT1BS�c 
TJB=tTJB= (ST-sタ>-1

-・・(2.48)

この直列結合則は， 以下に示すような計算能率上極めて有利な種々の特長を有して

いる.

(1)基本要素を出発点とする帰納法により，SF=tsp，SF=tspおよびSðc=-tsðc なる

関係が成立する.

(2) 直列結合によって得られる分系Cは明らかに左右対称なので， spとsðaの要素

間およびSðc とSF の要素聞はそれぞれ対角要素の符号のみが異なる. したがって，こ

れらの内のいずれか一方のみを計算すればよい.

(3) 分系Aと分系Bが同ーであれば式(2.48)に示した直列結合計算において， 結合

後の自己および相互動的剛性係数行列ScとSåの要素には共通項がかなり多く存在



する. したがって， いずれか一方の要素のみを計算すればよく， 上記(2)の性質も考

慮すれば結合計算が簡潔かつ能率的になる(付録1参照) . 

(4)基本要素から一様はりを再構成する際， 2個の同一な分系A， Bを直列結合して

得られる分系Cを新たな同一分系A， Bとして， これらを再度結合するというように

直列結合則を再帰的に適用すれば，一様はり両端聞の自己および相互動的剛性係数行

列を効率よく計算することができる. また， この場合には上記(2)および(3 )の性質も

同時に成立するので， 計算のさらなる高速化が実現できる. したがって， 一様はりの

基本要素への分割数は， 2のべき乗個とするのが最適である.

以上のように， 上記の直列結合則を適用することによって， 非常に少ない計算量で

はりの内部節点の自由度を消去して，一様はり両端の状態量聞の関係を求めることが

できる. ただし， 内部自由度の消去過程そのものには近似が含まれていないので， こ

れにより計算精度が損なわれることはない.

2・2・4 一様はり要素両端の状態量ベクトル間の関係 各一様はり要素に対して

次数成分ごとに前節の直列結合則を再帰的に適用することにより，一様はり要素内部

の自由度は完全に消去される. その結果， 節点j-1と節点jの間におけるj番め一様

はり要素の両端における複素状態量ベクトル聞の関係が， 次のように求められる.

�k =S;吟+sj可�1 1 
; ・・(2.49)

払=sjc吟+sjadf-1 |

一様はり要素両端聞の自己および相互動的剛性係数行列sア ，sjc，sjα，sjcを求めるま

での一様はり要素内部の計算には，前項で示したように複素量を用いた方が便利であ

り， しかも能率的である. 一方， 式(2.33 )の計算に利用するには， これらを次式によ

り実数表示に変換する必要がある. ただし， 下添字írJおよびíiJは， それぞれ対応

する変数の実部および虚部を示す.

[;lj=[;;丸山12丸山j-1 -・(2.50)

[fiJ=l:;71];:[+[:;ゴU�:L
さらに， 式(2.8)および式(2.17)で定義される各節点の変位振幅ベクトルおよび力振

幅ベクトルの構造に適合するように，式(2. 50)をk= 0， 1，・..，Nについて再構成すること



により，次式を得る.

あ= Sjdj + Sjdj_1 I 
l ・・・・・・・・・(2.51) 

あ-1= sjdj + Sjdj-1 I 

一様はり要素は線形であるので，式(2.51)の関係は増分量に対しでもまったく同様

に成立する.すなわち，
，1fj = Sj ，1dj + Sj ，1dj-1 1 
dあ-1 = sj ，1dj + sj ，1dj-1 I 

これが一様はり要素に対して求めるべきAあおよび，1!Jと，1djとの聞の関係である.

-・・・・・・・・・(2.52)

増分伝達剛性係数法の定式化2-3 

式(2.33)および式(2.52)から増分力振幅増分変位振幅ベクトルの計算式2・3・1

さらに j= 0， 1， . "， n について整理することにより，ベクトルAあおよび，1fjを消去し，

修正量としての増分変位振幅ベクトル，1djを求めるための連立線形方程式が，次のよ

うに求められる.
-・・(2.53)Q，1d = R 

，1d はQ は次式に表されるような 2(2N +1)(η+ 1) 次元ブロック三重対角行列，..，. ..，. I ・.，.
l._ l._ V '- ， 
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Sj = � + Sj - S3+1' sg = 8�+1 = 0 
，1d = tC，1do，包�，・"， �dn) 
R=tぐRJ， tR_，・・" tRn) 

式(2.53)を用いてd+，1d→dなる反復計算を実行することにより，変位振幅ベクトル

dj (j = 0， 1，…， n) が逐次近似計算される.

式(2.53)および式(2.54)において注目すべき点は，一様はり要素内部の自由度が計算

精度を損な うことなく完全に消去されて，節点のみの自由度に縮小されていることで

ある.この点だけからみても，一様はり要素の内部自由度をも含む全 節点、の計算を必
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要とする増分調和 バランス法(46)� (48) や 増 分 伝達影響係数法(58)�(61)よりも， 本論文の

手法はかなりな計算能率の向上が達成されていることがわかる. この点に関しては，

2・5・1項で改めて議論する.

一方，式(2.53)の係数行列のQはブロック三重対角行列であるので，この性質を積

極的に活用することによって，計算能率をより一層向上させることができる. そこで，

以下では，式(2.53)の解法として伝達影響係数法的な計算法を導入することにより高

能率の計算手続きを定式化する.

2・3・2 漸化形式による高能率計算 節点jの左側および右側における増分変位振

幅ベクトルと増分力振幅ベクトルとの闘の関係を次式で定義する.
Aあ=Sjt1dj +号 |� .......................................... (2.55) 
Aあ=Sjt1dj + Sj I 

ここに，瓦およびSjは節点jより左側の部分構造物の情報をすべて集約した行列で動

的剛性係数行列と呼ぶ. また，号およびSjは節点jより左側に作用する強制外力およ

び強制トルクの影響を集約したベクトルで増分力補正ベクトルと呼ぶ.これらの次元

はいずれも2 (2N+ 1) である. 増分伝達剛性係数法では，ま ず動的剛性係数行列と増分

力補正ベクトルとを系の左端(節点、0)から系の右端(節点η) まで漸化的に伝達計

算したのちに，その計算結果を用いて系の右端から左端にかけて増分変位振幅ベクト

ルを計算する. その伝達計算則は次のように求められる.

2・3・3 格間格点伝達則の導出 式(2.52)の下添字jを j -1に変更した式および式

(2.55)から，Sj-l， Sj-lに基づいてSj， 8jを計算する一様はり要素両端聞の格間伝達則

が，次のように求められる.

S:，=S♀ +S�V:， I J ・ J • J ↓(j = L 2，…， n) 
・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.56)

号= -SjGj1Sj_l I 
Gj = Sj-l - sj 1 � ........................................... .(2.57) 
Vj = Gj1Sj I 

ただし， j =1に対する伝達計算の初期値So，Soは，系の左端の条件から次式のように

なる.

So = Po I � ............................................... (2.58) 
So = -Ro I 

次に，式(2.33)および式(2.55)から，Sj，あに基づいてSj， Sjを計算する節点、jの両
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側聞の格点伝達則が， 次式のように求められる.

S1 = S1 + P'Ï I J - >JJ T � J ↓(j = 1， 2，…， n) ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.59)
Sj = Sj -.nj I 

さらに， 式(2.56)および式(2.59)からSj ，互jを消去することにより， Sj-l ， Sj-lから

Sj ， Sjを計算する格間格点伝達則が次のように求められる.

Sj =� +S♀+ SjVj I 
3 ↓(j = 1， 2，…，n) ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.60)

Sj = -SjG;lSj_l - Rj I 

以上のように，式(2.58)を初期値として式(2.60)を伝達計算することにより，動的剛

性係数行列島と増分力補正ベクトルSjが，それぞれ系の左端から右端にかけて漸化的

に求められる.

2・3・4増分変位振幅ベクトルの伝達計算 いま，各節点の動的剛性係数行列島と

増分力補正ベクトルSjがすべて計算されているものとする. 系の右端の右側は常に自

由(L1fn = 0)とみなせるので， 式(2.55)の第2 式からL1djが次式のように求められる.

L1dn = -Siï1Sn 
・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.61 ) 

また， L1dj-1と L1djとの聞の関係式が式(2.33)， 式(2.52)および式(2.55)から求められ，

次式のようになる.

L1dj-1 = VjL1dj - G;lSj_1 (j =η，n -1，.・.，1) ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.62)

以上により3各節点、の増分変位振幅ベクトルは式(2.61)で求められるL1dnを初期値と

して， 式(2.62)により系の右端から左端にかけて漸化的に計算される. このように，

式(2.53)の解 L1dが次元の小さな行列を用いた漸化計算により能率的に求められる.

2・3・5 一様はり要素の内部節点の取扱い 逐次近似計算により近似解が求めら

れた時点、で， 一様はり要素の内部節点の変位振幅ベクトルは，各次数成分ごとに次の

ようにして求められる.

まず，2・2・3項で説明した分系Aと分系Bの両端における状態量間の関係 は，次の

ように表される.
fJR=STdiR+STdT I � .. . ........... . . ... . ..... . .......... .(2.63) 
fBL = S�cd�R + s�ad�L I 

逐次近似計算を開始するにあたり， S�a， S�c， s�a， s�c は既に求められている答である.

いま， 分系A の左端および分系 Bの右端の変位振幅ベクトルdT，dpが既知である

とすれば， fF=fBLであるから，両分系の結合部の変位振幅ベクトルdア，dFは， 式



(2.63)から次のように求められる.

diR=dbL=Th(SFdF-STdT) ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.64)

よって， 式(2.64)を一様はりに対して再帰的に適用することにより， 2.2・3項とは逆

の順序で， 内部節点の変位振幅ベクトルが次数成分ごとに分離して求められる.

2・3・6 定数項の取扱い 増分伝達影響係数法では， 系の左端の基礎支持要素に

並進と回転に関するばねの少なくとも一方が存在しない構造物の非奇数次解を求め

る場合， Po の定数項成分に関する対角要素の数値が零(したがって， Po は特異行列)

となるので， 初期値として 烏 1が必要な増分伝達影響係数法の伝達計算が不可能とな

る. この問題を回避するために， 増分伝達影響係数法では， 並進および回転に関する

極めて小さなばね定数の線形ばねが左端の基礎支持要素に仮想的に存在するものと

して計算を行っていた.

一方，本報で提案した増分伝達剛性係数法では，式(2.56 )および式(2.57)の伝達計算

を開始するにあたってGJが必要であるが， Gt=Po-Sf中のsfが正則なので， G1-lが

問題なく求められる. したがって， 定数項成分に対する特別な取扱いを必要とはしな

い. この点もまた， 増分伝達剛性係数法の長所のひとつである.

2.4 計算手順のまとめ

以上を整理すると， 増分伝達剛性係数法による直線状はり構造物の面内曲げ非線形

強制振動の計算手順は， 次のようになる.

(1)与えられた強制外力の角振動数ωに対して， 2.2・2 項および 2・2・3項の手順を

適用して，各節点聞における一様はり要素両端聞の自己および相互動的剛性係数行列

Sj， Sj， sj， sj (j = 1， 2， • • • ， n) を求める. ただし， 一様はり要素が同ーである場合には， 自

己および相互動的剛性係数行列もまた同ーとなるので，いずれか一本の一様はり要素

に対してのみこの計算を行えばよい.

(2) dj (j = 0， 1，…， n) の初期値を仮定する.

(3 )めから !i ， h およびあを計算する. このうち， Îjは基礎支持要素の非線形特性を

表す関数形(連続非線形系や断片線形系など)に依存するので， その非線形特性に適

した計算方法(59)を利用すればよい. また， fj， fjの計算は式(2.51)による.



(4)各節点において， 式(2.34)よりPj， Rjを計算する.

(5) 2・3・2項---2・3・4項の子順により， まず系の左端から右端にかけてSj， Sjを伝達

計算し， 次に修正量としてのt1djを系の右端から左端にかけて伝達計算する.

(6) 何d llが収束 判 定値以下となれば逐次近似計算は収束したものとみなして 手 順(7)

へ. そうでなければdj + t1djを新たな初期値djとして手順(3)へ戻る.

(7) 必要があれば式(2.64)を利用して一様はりの内部 節点の変位振幅ベクトルを求

める.

(8)新しいωを設定して手順(1)ヘ戻る.

上記の手順からも分かるように， 本章で定式化した手法では， 最も大きな計算量を

必要とする手順(3)---手順(6)の聞の反復計算のループから， 一様はり要素内部の節点

に関する計算が完全に除去されている. また， 手順(1)における一様はり要素の内部

節点の自由度消去計算においても，各次数成分ごとに分離したうえで， 直列結合則の

能率的な伝達計算則が導入されている. さらに， 反復計算ループ(3)---(6)の中では計

算量の最も大きな手順(5)のt1djの伝達計算過程に対しでも，漸化形式による能率的な

計算方法を導入することにより，計算量と必要なメモリ量の両国で効率化が図られて

いる. このように， 本章で提案した手法は， 計算手続きの各段階で計算能率向上のた

めの可能な限りの対策が施された手法であるといえる.

方， 計算精度の面では， 一様はり要素の内部節点、の自由度を消去しない増分伝達

影響係数法の計算精度と原理的にはまったく同等であり，近似解の最高次数の設定次

第で任意の精度の近似解を求めることができる.

2・5 必要な計算量(計算能率)に関する検討

2・5・1 計算量の理論的検討 増分伝達剛性係数法の計算量を定量的に把握する

ための一つの目安として， 2.4節の手順(5)のt1djの計算に用いられる線形連 立 代数方

程式の元数と反復計算1回あたりにその方程式を解くべき回数とを，増分調和バラン

ス法(IHBM)， 増分伝達影響係数法(ITICM)および増分伝達剛性係数法(ITSCM)

の間で比較する. 2・4節でも述べたように， 逐次近似計算過程においてはこのt1djの

計算が最も大きな計算量を必要とする. したがって， t1djの計算量を比較することに
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より3 各手法の全体的な計算能率の概算値を比較することができる.

いま， η本の一様はり要素を直線状に結合し， 各一様はり要素を2m個の基本要素に

分割した直線状構造物の逐次近似計算過程における計算量について考える. 増分調和

バランス法では一様はりの内部節点( この節点数は(2m -l) nとなる )をも含むすべて

の節点( したがって， 節点総数は2mxη+1)に対して修正量の計算を一度にまとめて

行うので， 2(2N +り(2mxη+1)元の方程式を1 回解かなければならない. 一方， 増分伝

達影響係数法と増分伝達剛性係数法は，いずれも節点ごとの伝達計算に分 解されるの

で， 方程式の元数は2(2N +1)となる. ただし， 前者では一様はりの内部節点、をも含む

すべての節点、の計算が必要なので2mxη+1回の計算が必要なのに対して，後者では内

部節点、を除去した η+1個の節点、に対する η+1回の計算だけでよい. L1dの計算以外に

要する計算量は，ITICMと ITSCMでほぼ同等であるので， 両者の計算速度の比はほ

ぼ連立線 形代 数 方 程 式 の反 復 計 算 回 数 の 比 に依存す る . す なわち，

[(ITICM)/(ITSCM)]cpu time == (2m xη+り /( n+ 1)となることが予想される.

以上に示した3手法の計算量を表2.1 にまとめて示す. 本章で対象としている局所

的に非線形性が存在するような系では一般に nに比べて内部節点の節点数(2m -l)nが

遥かに大きくなること，および線形連立代数方程式の計算量は元数のほぼ3乗に比例

すること等を考慮すると，増分伝達剛性係数法における計算能率向上の効果が理解さ

れる.

表2.1 3手法の計算量の比較

反復計算過程において
L1dを求めるための

取扱う方程式の元数
方程式の計算回数

非奇数次解 奇数次解

増分調和バランス法 2(2N +り(2mxn +。 2(N +り(2mx n +1) 1 

増分伝達影響係数法 2(2N + 1) 2(N +り 2m xn+1 

増分伝達剛性係数法 2(2N +。 2(N +1) n+1 



2・5・2 数値計算結果 本章で定式化した増分伝達剛性係数法の計算効率の優位

性を検証するために，増分伝達剛性係数法(ITSCM)と増分伝達影響係数法(ITICM)

との聞の計算速度の比較を行った. 解析対象とした計算モデルを図2.4に示す. 計算

モデルは， 長さ400mm， 直径10mm の中実な一様はり要素n本を直線状に結合した

構造物である. 各はり要素はすべて2m個の基本要素に等分割した. また， 各節点、に

は並進に関する3次の連続非線形を考慮した基礎支持要素を配置した. いずれの手法

についても， 奇数次解用アルゴリズムを用いて9次近似解を求めた. 図2.5および図

2.6に両手法による計算時間の比を示す.図中の実線は増分伝達剛性係数法(ITSCM)

の計算時間を1としたときの増分伝達影響係数法 (ITICM)の計算時間の比を示した

ものである. まセ， 比較のため， 前項に示した連立線形代数方程式の反復計算回数の

比の理論値(2m xη+ 1)/(n +りを破線で示す. 図2.5はm (分割数)を固定してη (はり

本数)を変化させたときの計算時間の比， 図2.6はηを固定してmを変化させたとき

の計算時間の比を表している. 図2.5および図2.6いずれの場合においても， 増分伝

達剛性係数法の計算能率の優位性が確認される.とくに分割数mの増大にともなって

計算速度の差は急速に拡大することがわかる. さらに， 計算時間の実測値(実線)と

理論値(破線)とを比較すると， 前者の方が ITSCM の速度向上率がより大きくなっ

ている. なお， 増分調和バランス法によって同様の計算を行おうとしたとき， 図 2.5

および図2.6程度の計算でもmおよびηの増大にともなって， 必要なメモリ量や計算

時間の問題で， 実際の計算が不能となる. 以上のことから，2・5・1項にも述べたよう

に，増分伝達影響係数法が増分調和バランス法などに比べて十分高速化されている手

法であることを考慮すれば，増分伝達剛性係数法が大規模構造物の非線形振動解析に

対して計算能率の面で非常に有利な手法であることが確認される.

G 
400 

ι ι G 

ミff 上場 場
図2.4 計算モデル2-1
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2・6 まとめ

( 1 )局所的に強い非線形性を有する大規模系の定常周期振動を高速かつ任意の精

度で解析可能な手法として， 調和バランス法と伝達剛性係数法とを増分法の概念を介

して結合した増分伝達剛性係数法を新たに開発した.

( 2 )最も基本的な例題として， 配管系や回転軸系をモデル化した複数個の非線形

支持要素を有する直線状はり構造物に対して本手法を適用し， その解析アルゴリズム

の詳細を示した. その結果， 増分伝達剛性係数法は， 大規模系や多様な非線形性に柔

軟に対応することが可能で， しかも原理的には任意の精度で近似解を求めることがで

きるという調和バランス法の特長をそのまま保持した手法であることを示した. また，

計算過程に伝達剛性係数法の概念を導入することによって，逐次近似計算過程から計

算精度を損なうことなく高能率に線形要素内の内部自由度を完全に消去するととも

に， 漸化形式による能率的な計算法を導入した. このように， 大規模非線形系の定常

周期解の計算に対して， 本手法が可能な限りの計算能率の向上を図ったものであるこ

とを明らかにした.

( 3 )増分調和バランス法，増分伝達影響係数法および増分伝達剛性係数法の間で，

逐次近似計算過程において取扱うべき方程式の元数および計算回数を比較すること

により， 計算能率の理論的な比較を試み， 増分伝達剛性係数法の計算能率向上の効果

を確認した. また， 具体的な計算モデルに対する数値計算により， 増分伝達剛性係数

法と伝達影響係数法の計算速度の比較を行った. その結果， 増分伝達剛性係数法の優

位性を実証した.



第3章 低次元化モデルによる安定判別法

前章で定式化を行った増分伝達剛性係数法では， その論理的基盤の一つである調和

バランス法の性質から，安定解と不安定解とはまったく同等に近似 計算される. この

ことは，非線形系の複雑な解構造の全体的な様相を明らかにするという観点からは非

常に有意義なことであるが，工学的な見地からは得られた解の安定性を知ることが非

常に重要な課題となる. したがって，得られた近似解に対して必ず安定判別を行う必

要がある.

近似解(非線形系の定常周期振動解)の無限小安定性は， 近似解に対する変分方程

式の零解の安定性問題に帰着される. 定常周期振動解に対しては変分方程式は周期係

数型の連立線形常微分方程式となり， その零解の安定性は3 フローケの定理( 11)に基

づいて，原理的には変分方程式に付随する特性乗数または特性指数を求めることによ

って判別することができる. しかしながら， 大規模系に対してこれらを数値的に求め

ることは，計算量および計算精度の両面から事実上不可能であることが多い. そこで，

大規模系に対して自由度の適切な低減化処理を導入することにより，上記のような難

点、を克服することが期待される.

以上のような観点から， 本章では， 変分方程式の安定性解析にモード解析の概念を

援用することによって，安定判別のための適切な低次元化モデルを合理的に作成する

方法を提案する. その際， 2種類の実固有モードおよび1種類の複素固有モードの計

3種類のモードを利用して低次元化モデルを構成する方法について定式化する.

3.1 解析モデルと運動方程式

3.1・1 解析モデル 本章においても， 図3.1に示すような非線形支持されたη本

の一様断面真直はりに，複数の同一周期を有する調和強制外力が作用する場合の面内

曲げ強制振動を解析の対象とする. なお， 以下で使用する記号の物理的意 味および装

飾記号や添字の使用法は， とくに断ることがない限り， 前章と同様である.



3・1・2 節点jの運動方程式 節点j における剛体重心の横変位ν;，角変位。;，剛

体に 作用する力 (苛，Êj*，Fj*，が)および力のモーメン ト(N]，flj， N;，ψj)の正方向は前章

と同様に図3.2に示す通りである. このとき， 節点j (= 0， L. ..， n)における剛体の並進

と回転に関する運動方程式は，

仇jω2ÿj + Fj* + 1ヲ -F7 =が|� ... ...... .... ....... . . ....... .... . .(3.1) 
Jjω2e; + N; + Nj -N; =ψj I 

となる. ここに，「・J=d/dτ， mj， Jjはそれぞれ剛体の質量および慣性モーメントである.

3・2 安定判別に関する基礎的事項と問題点

図3.1の解析モデルに対して，前章で定式化した増分伝達剛性係数法を適用すること

により，定常周期振動の近似解ν;およびe;が求められているものとする. この近似解

ν;およびo; に対する微小変分をそれぞれめ;およびðe;とし，それに基づく力および力

品 心 G ふ
Node n -1 Node n 

図3.1直線状はり構造物の解析モデル
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のモーメントの微小変分をそれぞれ(0F;*， oÊj*， 01ヲ)お よ び(ON]，oNj，oNj)で表すものと
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ここに，
o Fj* = Vijo y; + Wijo ÿ; I 
o Nj = VZjOθ; + WZjOe; I 

-・(3.4)

rX'T* aFj* 
川J = aÿ; 

y;r* ðN i 
V V2'Ï =一ーで←

ae; 

ι * aFjヲヲ 7 一
川川3 = 7Z ， 
ι山* aNj 
門J = 高J '

並進と回転に関する慣性特性値を有様はり要素を等分割した基本要素を，方，

する集中質量と質量のない弾性はり要素とからなる集中系でモデル化したとき，集中

質量に関する変分方程式は，形式的に式(3.2)からoÊj*お よ びoNjを除去した式で与え

られる. また，質量のない弾性はり要素両端間での力および力のモーメントの釣り合

一様はり要素のp番め内部節点、における変分方程式は， 集

-・(3.5)

いを考慮することに よ り，

中質量の横変位と角変位の変分を用いて次の よ うに書き表すことができる.

rf JL1 13日γ c�w ] [�凡 + l:; ーんFliplZL1
[yCZJJZ1113:lλ一にんLJ��l+l=0 

および慣性 モーメント， cpおよびCpはmpお よ びJpはp番め内部節点の質、， 、.，. ， -ず
に_ L �.._ ， 

p番め内部節点、に作用する等価集中粘性減衰系数である. また， (α;p;y')は前章と同

EIは様に， 次式で定義される. ただし， lお よ びAは基本要素の長さお よ び断面積，

KおよびGは断面形状係数お よ び横弾性係数を示す.

-・(3.6)
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曲げ剛性 ，

(αr，W)=(25，一色ト
(α， ß， y) = ( � 

l�
T + � A ' �T ' ，..

l
1斗l 3EI . KG A' EI' 2EI ) 

この関係と式(3.2)---式(3.4)とを考慮することに よ り，横変位と角変位の変分に よ っ

て表現された系全体の変分方程式 が ， 形式的に次の よ うに求められる.

-・(3.7)ω2Mij・+ωC*it +K・η傘=0
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L 

ここに， η・[=η・(τ)]は一様はり要素の内部節点をも含む系内の全節点における横変位

と角変位の変分をまとめた変位変分ベクトルであり，総節点数をMとすれば2M次元

の大規模なベクトルになる. また3 質 量 行列 M ，減表行列c*[=c・(τ)]および剛性行列

K・[=K下)]もいずれも2M次正方行列となり， 非常に大規模な行列となる. ただし，

これらの行列は一般的な機械や構造物においては対称行列になる場合がほとんどで

ある. また， τについてM周期の定常周期振動に 対しては， 式(3.4)のV1j， V2*j ， 

W1J， �やら もまた初周期の関数となるので， これらを要素として持つK*およびc*も

2rc周期の関数になる. そこで， K*およびc*を次のようなフーリエ級数に展開する.

K* =即+ �l(KÞ coskr +配sinkr) 1 
� .... . . ........... . . .......... (3.8) 

c* =り+�l似coskτ+αsinkτ) I 

周期解ν;および8;の無限小安定性は式(3.7)の零解 (η・ = 0) の安定性から判別できる.

式(3.7)は2M次元の周期係数型線形常微分方程式であるため，フローケの定理(11)を適

用することができる. それによれば， 式(3.7)は次のような基本解を持ち， ー般解は基

本解の線形結合で与えられる.
ザ(τ)=げす(τ)， か(τ+2n) =か(τ) 1 � ......... . .......... . ....... . .(3.9) 
η下+2n) =川市) I 

ここに， μは特性指数， λは特性乗数であり， これらは一般に複素数である. また，

式(3.9)から， 両者の聞には次の関係が成立する.

λ=e2Jr;� � μ= 去 lnλ -・・(3.10)

フローケの定理に基づいて式(3.7)の零解の安定性，したがって周期解必および8;の

無限小安定性を判別するには， 特性指数μまたは特性乗数λを求めることによって判

別できる. すなわち， 特性指数の実部がすべて負であるか特性乗数の絶対値がすべて

1よりも小であれば周期解は安定， そうでなければ一般に不安定と判別することがで

きる.

ところで， 特性指数または特性乗数の計算過程では， 前章で定式化した増分伝達剛

性係数法による周期解の逐次近似計算過程とは異なり， 式(3.9)に示すようにめ;およ

び08;がτに関する指数関数部と周期関数部の積によって表されることに起因して，

一様はり要素の内部節点の自由度を消去することは容易ではない. したがって，原理



的には大規模な 自由度を有する式(3.7)をそのまま取扱う必要がある. その際， 一般に

次のような 数値計算上の困難が生じる.

(1) 特性指数は， 式(3.8)および周期関数部ず(τ) をフーリエ級数に展開した式(3.9)

の基本解を変分方程式(3.7)に代入し， 調和バランスの原理およびザ(τ)メOの非自明な

解が存在するための条件から導出される無限次元行列式を， 有限次元に近似した特性

方程式から求められる. その計算には3 一般に元の変分方程式よりもかな り大規模な

次元の非対称行列の固有値計算が必要とな る(12)
• 

(2)特性乗数は， 1階常微分方程式に変換した変分方程式に対する推移行列(単位行

列を初期値とする基本解行列)の固有値として求められる.この推移行列の計算には，

般に大規模かつスティフな 常微分方程式の数値積分が必要とな る(4)，(13)，(14)
• 

これら二つの問題(大規模非対称行列の固有値解析および大規模スティフ系の数値

積分)は， いずれも数値解析分野の難問であり， 現在のところ高速かつ高精度の解法

は確立されていな いといってよい. したがって， 大規模非線形系に対して特性指数や

特性乗数を数値的に求めることは， 事実上不可能である場合が多い. そこで， 以下で

は， 変分方程式の解析にモード解析の概念を援用することによって， な るべく合理的

にこの問題を克服する方法， すな わち合理的に変分方程式の次元を縮小する方法を提

案する. まず， 次節では2種類の実固有モードを利用した次元の縮小法を3 さ らに，

3・4節では複素固有モードを利用した次元の縮小法を示す.

3・3 実モードを利用した次元の縮小法

3・3・1 実モードを利用した次元の縮小法の基本的な考え方 変分方程式(3.7)は

線形ではあるが， 係数行列K.およびC.が周期関数であるので， 通常のモード解析を

適用することはできな い. な ぜな ら， MとK.とを同時にかつ完全に対角化し得るよ

うな 定数行列としてのモード行列を見いだすことは， 一 般には不可能であるからであ

る.

一方， 何らかの方法で， 大規模系の解の安定性をよく反映するような 少数の変数か

らな る近似的な 部分空間を見いだすことができれば， そのような 部分空間に式(3.7)

を変数変換(射影)することによって， 安定判別に利用する変分方程式の次元を低減



化できるはずである. そこで， もとの2M次元ベクトルη'よりも非常に小さいM'次

元ベクトル �.[= �*(τ)= t(釘，si，...， sÑr) ，左上添字r t Jは転置記号]が上述のような部分

内聞を形成する少数の変数に対応し，η・とrとの闘の関係が2MxM'の定数行列φに

よって次のように表されるものとする.

ザ=φ�* . . . . . . . . . . . . . . . . ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (3
.

11 ) 

さらに，大規模系の変分方程式(3.7)を部分空間に射影するM'x2Mの定数行列をVと

すれば， 変分方程式(3.7)は次のように低次元化できる.
ω2M�. +ωC. � * + K.�* = 0 I � . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  .(3.12 ) 
M='P Mφ， C. ='PCψ， K傘='PKゆ|

ここに， 1白，ê・およびK*はM'次正方行列である.

上記の方法は， 計算精度と計算量の両面から適切であるような定数行列φおよびV

を見出すことが出来さえすれば， 極めて有効であると考えられる. しかしながら， そ

の難点は， このようなφおよびVを決定する方法が確立していないことである. そこ

で，本節では，変分方程式に実モード解析を援用することによって求められる2種類

のモード行列を， 上記のφおよびVとして用いる方法を提案する. なお，2種類の実

モードの優劣については， 第5章で数値計算によって比較検討する.

3・3・2 線形項モードを用いる方法(モードI法) まず， もっとも基本的な方

法として，変分方程式(3.7)においてC*=0およびω =1と置き，式(3.4)のV1} ， Vij ， W1} 

およびwらの定数項のみを残した次式を考える.

Mij* + Koη· = 0 ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (3
.

13 ) 

これは， 元の系の非線形成分を無視し， 線形項のみを考慮した線形化系において， 不

滅表自由振動を考えることに相当する.

式(3.13 )に通常のモード解析の手順を適用することにより， 次のような一般的な固

有値問題が導出される.
(Ko - aIM)ØI = 0 1 � .........................................(3.14) 
det(Ko - aIM) = 0 I 

仮定により， MおよびKo は対称行列であるから， 式(3.1 4)から実固有値と対応する

実固有ベクトルが求められる. この実固有ベクトルを線形項モードと呼び， 最低次か

らMI(くく 2M)個の線形項モードをゆß (p = 1， 2 ， …，MI)で表す. また， 桝から構成され

る2MxMIモード行列を以下のように定義する.



φ1 = [札制， …，ゃん ， ] ....................................... .(3.15) 

ただし， モード行列φIは， 次のように質量行列Mを介して正規化されているものと

する.
tφ1Mφ1 = 11， tφlKoφ1 = (.01)2 1 

。1 =叫[何，瓦 ，�a1r�] ， � • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • .(3.16) 

ここに， 11はMl次単位行列である. また， a Þ (p = "L 2， • • .， M 1 ) は， 式(3.13)から 求め

られる最低次からMI個の実固有値であり，式(3.13)で表される線形化系の固有角振動

数の2乗に相当する.

さて， 元の非線形系においても， その系に特有の共振現象は， 経験的に式(3.13)で

表される線形化系の固有振動数の近傍で発生しがちである. したがって， その際の振

動モードは線形項モードと類似している可能性が高い. そこで， 線形項モードから構

成されるモード行列φIを式(3.11 )の定数行列φとして利用する方法が考えられる.ま

た，1JIとしては， 式(3.16)の関係を利用するために tφIを利用するのが妥当であろう.

このように線形項モードを用いる方法をモードI法と呼び， 関連する物理量には上添

字íIJを付して区別する.

以上の考察に基づいて， モード I 法では， 式(3.12)相当の低次元化方程式が次のよ

うに求められる.

ω2;・1 +ωtφlC・φ1�"I+tφlK"φ1�"1 = 0 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(3.17)

モードI法では， 低次元化行列φIを非線形系の周期解とは独立に求めることができ

るので，計算能率的には有利である. その反面， 周期解の振動形態によらず常に同一

の部分空間上に近似してその安定性を議論するわけであるから， 安定判別に利用する

線形項モードの個数MIが小さいときには， 振動形態によっては解析の精度が悪化す

る可能性があることに注意を要する.

なお， 後述する周期解の安定性に対する影響度の大きいモードを合理的に抽出する

方法を定式化するための準備として， 次のようなMl次元ベクトル仁Iを導入する.

仁1 = .ol�・1 ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (3 . 18)

さらに， 式(3.17)の両辺に左から.01を乗じた式に式(3.18)を代入し， 式(3.8)をも考慮

して整理すると，

ω2?;"1 + (.f.?I)2[ωC"1仁川K・1?; "1 ] = 0 
・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (3 . 19)
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C.I = CPI + 1:
1
(C�1叫τ+C:I州τ)

を得る.

k.1 = [1 + K21 + �1 (Ktl cos kr + K:I sin kτ) 

-・(3.20)KPI=tφI(KP -Ko)φI 
kt I=tφlK�φI， itt I=tφlK:φ 
cfI=tφIC�φ1， C:l = tφl C:φI 
φ1 =φ1 ({'11)-1 

元の非線形系におけ次に，定数項モードを用いる方法(モード11法)3・3・3

る周期解の影響を低次元化モデルに も考慮する方法として， 式(3.7)において C.=0お

よびω=1と置き， 式(3.8)で定義されるK・の定数項KPのみを残した次式を考える.

-・(3.21) Mij* + KPη*=0 

KPはなぜなら，ここで考慮するK2は， 式(3.13)の剛性行列Ko とは一般に異なる.

K。は解析モデ元の非線形系の周期解yjおよび。;の振動形態に依存する量であるが，

ルの構成要素および基礎支持特性の線形成分のみに よって決定される量で元の非線

形系の周期解には依存し ないから である.

前項の議論と同様に， 式(3.21)に通常のモード解析の手順を適用することによって，

次のような一般的な固有値問題が導出される.
(KP -aIlM)ゆロ=0 1

; ・・・(3.22)
det(KPーがM)=O I 

Mおよび KPは対称行列であるから， 式(3.22)から実固有値と対応する仮定により，

この実固有ベクトルを定数項モードと呼び， 最低次か実固有ベクトルが求められる.

ゆFから構成されまた，らMIl (くく 2M)個の定数項モードをが(p = 1， 2，…， MIl) で表す.

る2MxMIlモード行列を次のように定義する.

-・(3.23) φIl = [ゆP，4Ff・，ゆl}1I ] 

ただし， モード行列 φBは， 次のように質量行列Mを介して正規化されているものと
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aJ} (p = 1， 2， "'， MIl)は， 式(3.21)から求め

られる最低次から MIl個の実固有値であり，式(3.21)で表される系の固有角振動数の 2
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乗に相当する.

ところで， 変分方程式(3.7)の零解の安定性は， 式(3.21)の系の固有振動数と固有モ

ードに強く影響される. そこで， 定数項モードから構成されるモード行列φEを式

(3.11 )の定数行列φとして利用する方法が考えられる. また， Vとしては， 式(3.24 ) 

の関係を利用するためにtφEを利用するのが妥当であろう. このように定数項モード

を用いる方法をモードII法と呼び，この方法に関する物理量には上添字íIIJを付して

区別する.

以上の考察に基づいて， モードII法では， 式(3.12)相当の低次元化方程式が次のよ

うに求められる.

ω2S・I I +ωtφIIC傘φIIS*II+tφIIK*φIIS*II= 0 -・(3.25)

また， 次項で周期解の安定性に対して影響度の大きいモードの合理的な抽出法を定

式化するための準備として， 次のようなMII次元ベクトル仁Eを導入する.

{;*II = ，QIIS*II -・・・(3.26)

さらに，式(3.25)の両辺に左から ，QIIを乗じた式に式(3.26)を代入し，式(3.8)をも考慮

して整理すると，

ω2{; *II + (.QII )2[ωC*II{; *II + K*II{; *II] = 0 

を得る. 、ヲP 、"7' ， ..... 
L L V'- ， 

c-E=CPE +2(CFcoskτ+ C:II sinkτ) 

K氾=1II + .&1 (KþII COS kτ+ K:II sinkτ) 

KP=tφIIKþφE， 
CP=tφII CþφE， 
φロ=φII(，QIIt1

KF=tφIIK:φE 
CF=tφロC:φロ

-・・(3.27)

-・(3.28)

このように， モードII法では式(3.27)のk*IIの定数項は完全に対角化され， 単位行列

1IIとなる.

ところで， モードII法では， 非線形系の周期解が求められるごとに固有値と低次元

化行列φロとを計算する必要があるので， モード I 法と比べると計算能率的には不利

である. その反面，常に周期解の振動形態を反映した部分空間上に近似してその安定

性を議論するわけであるから， 安定判別に利用するモードの個数MIIがMIと等しい



ときには， モードI法よりも高精度であることが期待できる.

3.3・4 実モードの適切な抽出法 低次元化モデル作成の際に用いた1次からMI

およびMU次までの実固有モードの中には， 解の安定性に及ぼす影響が小さいモード

も含まれている可能性がある. そこで， 以下のようにしてこれらを除去し， 影響の大

きなモードのみを抽出することによって， 更なる低次元化を実現する.

まず， 系内に非線形性が存在しない場合には， 剛性に関する行列K*IおよびkoUの

1次以上の成分IむI，kfIおよびk�U，k:U (k �1) は明らかに零行列になるので，その要

素の絶対値が大きなものほど非線形性の影響が大きいとみなすことができる. なかで

も， 各モードに及ぼす非線形性の直接的な影響はK�I，K:IおよびK�II，K:Uの対角要

素に現れ，間接的な影響であるモード聞の相互作用の大きさはこれらの非対角要素に

現れる. そこで， これらの行列の， あるモードに対応する要素の絶対値が基準となる

定数項行列(単位行列)の対角要素である1に比べて十分に小さな値であれば， 安定

性に及ぼす影響は小さいとみなしてそのモードを除去してもよいであろう.

また， 非線形性の影響は， 一般にIトIおよびIとロの高次のフーリエ係数になるほど

小さくなる. そこで， ある次数以上のktI，ktIおよびKP，kpの要素の絶対値がす

べて1に比べて十分に小さな値であれば， 安定性に与える影響は小さいので， それら

も除去することができるであろう.

一方， 減衰に関する行列0・1， coUに関しても， 上記と同様にして影響の大きいモー

ドとフーリエ係数の次数を定めることが可能であるが，通常は非線形系の解の安定性

に対しでもっとも大きい影響を持つと考えられるlと1. k.Uに対して選択されたもの

に一致させればよい.

以上のように， 合理的に抽出された必要最低限のモードおよびフーリエ係数からな

る低次元化モデルを再構成することによって，安定判別の精度を悪化させることなく

計算能率を劇的に向上させることができる可能性が示された. この考え方の妥当性に

ついては， 第5章において， 具体的な数値計算に基づいて検証する.

なお，式(3.13 )または(3.21 )の実固有値と実固有ベクトルは，第4章に述べる伝達剛

性係数法を結合した逆反復法により非常に高速かつ高精度に求められるので，低次元

化行列φIまたはφロを求めるために必要な計算量は， 低次元化モデルに対する安定判

別の計算量よりも通常は少なくて済む. そこで， 式(3.19)または式(3.27)の導出にあ



モード個数MIまたはMIIをなるべく大きくとっておき， 本項の方法で最たっては，

終的な低次元化モデルを導出すればよい.

モードI法またはモードII法にモー低次元化モデルに対する安定判別3・3・5

取終的にM個のモードからなる低次元化方ド抽出法を組み合わせることによって，

添字íIJおよびíIIJは省略) . 程式が次のように得られたとする(

-・(3.29)ω2'宇+.Q2[ωC傘C傘+K傘'*] = 0 

式(3.29)から特性指数または特性乗数を求めるためには， 通常は次のような1階の

き換える必要がある.2M元連立常微分方程式に
". = A.，'傘 -・(3.30)

-・(3.31) 

(
C
 

F1
2

 0
 

、τ， ‘τ.. ， ..... 
l_ l_ V'- ， 

と � [とJ l A = l l O (
じ ω _ .Q2K* 

'i = ' * ， '2 = ω，. 

f=eμ-r，'・(τ)， "下+ 2Jr) =λ". (τ) 

A * = AP + 2 (At cos kτ+ A: sinkτ) 

特性指数μは， 周期関数部ξ・(τ)をフーリエ級数に展開したと川を式(3.30)に代入し，

明な解が存在するための条件から導出され調和バランスの原理および，'(τ)メOの非

る次のような特性方程式から求められる.

-・(3.32)det[ J -μ1] = 0 

Jは一般に2Mよりもかなり大次元の行列になり， 次のように式(3.30)の係、， 、，. I ーヲ
l_ l_ V'- ， 

数行列A.のフーリエ係数Âtおよびλ土から構成される無限次元行列を有限近似した

もので与えられる.

-・(3.33)
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2Ag AJ A} AJ Al 
2A2 02M AJ Al 

2Ag -Al AJ 
2Ag 02M 

2A2 
(ブロック対称)

Af A]' 
Af-l Af-l 

-Af-l Af-l 

Af-2 Af-2 

�Af-2 Af-2 1 
・・・(3.35)
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。 02M N12M 

-NI2M 02M 

ここに， 12Mおよび02Mはそれぞれ2M次の単位行列および零行列を表す.

一方，奇数次解の場合には式(3.34)---(3.36)の次元は次のように約半分に縮小するこ

とができる.

Al Al Ac4 As4 Af+l A]'+l 

-Al Aff -A� Af+1 -Af+l 

Ag M Af+3 Af+3 
1 -Ag Âf+3 -Âf+31 A1 =� -・(3.37)
2 

(ブロック対称) AlN A;N 
-AlN 

2Ag 02M Al Al Af-l Af-l 

2A2 -Al Al -A!'-l Af-l 

2Ag 02M Af-3 Af-3 
1 2A2 ームN-3 AF-31 A2=ー . . . . . . . . . .・・・(3.38)
2 

(ブロック対称) 2Ag 02M 
2Ag 



02M 12M 
-12M 02M 

AI = I 

。

02M 12M 
-312M 02M 

。

02M 12M 
-NI2M 02M 

-・(3.39)

以上により得られる特性方程式(3.32)から， Jの固有値として特性指数μが求めら

れる. ただし，自然対数の多価性に基づく特性指数の虚部の周期性を考慮することに

より， 求められた特性指数の中でも最も高精度である2M個の主特性指数を抽出する

ことにより， 高精度な安定判別を行うことができる(12) . 主特性指数は非奇数次解の

場ムロ，

1 1mμ| → (3州

奇数次解の場合，

1 1mμI Sl ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(3.41) 

の範囲内に入る特性指数と定義される. この主特性指数の実部がすべて負であれば漸

近安定， 零以上のものが1つでもあれば一般に不安定であると判別できる.

一方，単位行列を初期値として求めた式(3.30)の基本解行列H(τ)が推移行列であり，

1周期後(非奇数次解の場合T =2n， 奇数次解の場合T=π)の値H(ηの固有値とし

て2M個の特性乗数λが求められる. 特性乗数の絶対値がすべて1よりも小であれば

漸近安定， 1以上のものが1つでもあれば一般に不安定であると判別できる.

特性指数または特性乗数いずれの方法で安定判別を行うにせよ， 式(3.29)は元の変

分方程式(3.7)に比べて大幅な低次元化が実現されているので， 3・2節で指摘した数値

計算上の問題点はかなり克服されることが期待できる.

3・4 複素モードを利用した次元の縮小法

3・4・1 複素モードを利用した次元の縮小法の基本的な考え方 モードI法およ

びモードII法では無視していた定常周期解に対する系の減衰要素の影響をも低次元

化モデルに考慮する方法として， 複素モード解析を援用した次元の縮小法を考える.



まず， 全系の変分方程式(3.7)を次のような4M元の1階微分方程式に変換する.

「 KP01MJ 1Jo - KP1M l
o M l l ri i I ωI-K* -C' I Iηi I �. . . . . . . . . . . . . . . . . . .・・・・(3.42)

η1 =η，η2 =ωη | 

ここで， 前節と同様の考え方で， 式(3.42)の零解の安定性をよく反映する部分空間

を形成する少数の変数rと式(3.42)のtCηf， tηi) との聞の関係が4MxM'の定数行列

φによって次のように表されるものとする.

[η� ] =φご 山
η2 1 

また， 変分方程式(3.42)を部分空間に射影するM'x4Mの定数行列をVとすれば，

式(3.42)は次のようにM'次の変分方程式に低次元化できる.

Bs. +A・s.= 0 1 
r 0 -Kg 1 _ � ___f -Kg 0 1 ↓ ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(3.44) 

A・=fJ11 - - - � Iφ . B=fJ1 1 _ - __ Iφ | I-K・-C・l ' I 0 MI I 

3・4・2 複素モードを用いる方法(モード111法) 減衰要素による影響を考慮す

るために，式(3.42)においてω =1と置き，式(3.8)で定義されるC.の定数項C2および

K・の定数項K2を残した次式を考える.

「 K301uti-lo-ml
11 ，/ 1 1_1 = _ _ -�. � II" � I=O ・・・・・・・・・・・・・・ ・・・・・・・・(3.45)

o MIが-Kg-Cgllη2 
なお， 式(3.45)のそれぞれの係数行列は， 仮定により対称行列とな る.

式(3.45)に通常のモード解析の手順を適用することによって， 次のような一般的な

固有値問題が導出される.
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-・(3.46)

式(3.46)から複素固有値と対応する複素固有ベクトル(いくつかは実固有値， 実固有

ベクトルとな り得る)が求められる. ここで求められた固有ベクトルを複素モードと

呼び， MR個のすべての実固有ベクトルをゆ昆(p= 1， 2，・..，MR) ， 低次からMc個の複素

固有 ベ ク ト ル を ゆ晃(p= 1， 2，…，Mc) で 表 す . ただし ， 複 素固有 ベ ク ト ル ゆ晃

[= (iφ +ゆ)畏 ] の共役なベクトルもまた固有ベクトルであ り，取 [= ゆ 一市)畏 ] で表す.

本項ではこのように，同一記号で「ー」付きのものは，共役複素数を表すものとする.
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また， (φ)畏および (体)�は複素固有ベクトルゆ晃の実部および虚部を表す4M次元列

ベクトルである. また， 伊良およびゅ;ちから構成される4MxM田モード行列を次のよ

うに定義する. ここに， Mll1 = (MR + 2Mc)くく 4Mである.
MR個 M。組

φ皿=[ (ゆ1， . "，ゆMR)I]l，(札ゆ1， • • .，ゆMo，ゆMo)�] • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •  .(3.47) 

ただし， モード行列φ回は， 式(3.45)の係数行列を介して次のように正規化されてい

るものとする.
r -K9 0 1 _ _ _ _ . _ _ f 0 - K2 1 _ m _ � T  1 φ田1 -- <- - 1φ皿=11l1. tφ田1 �__ _ = 1φ田=D 山|

10 M 1 1 -K2 -C2 1 1 J L
- .... :a. c - ""' c 

J � ・・・・・・・・・・・・(3.48)
MR個 MC組 |--^-一一一ー一一'"' ， 丹 、 l 

Q皿=diag[(01，…，OMR)忠(01，0'1， .・.，0Mo，O'Mo)gr] J 

ここに， 1mはM田次単位行列である. また， 0見は式(3.45)から求められるMR個の

すべての実固有値， 。晃[=(Or+iOi)畏]および5β[=(Or -iOi)�C]は式(3.45)から求めら

れる最低次からMc組の複素固有値である.

前節の場合と同様に， 変分方程式(3.7)の零解の安定性は， 式(3.45)の系の固有振動

数と固有モードに強く影響される.そこで，複素モードから構成されるφ皿を式(3.4 3) 

の定数行列φとして利用する方法が考えられる. また， 式(3.44)のVには式(3.48)の

関係を利用するためにゆ皿を利用するのが妥当であろう. このように複素モードを用

いる方法をモードIII法と呼び， この方法に関する物理量には上添字íIIIJを付して区

別する.

以上の考察により， モードIII法では， 式(3.44)相当の低次元化方程式は以下のよう

に与えられる.

�.皿-_!_ A .1l1�.1l1 = 0 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・0・49)
αJ 

...，.. 、7' I 、，
l_ l_ V I..... ， 

A皿=A2皿古川coskτ+必田副τ)

A2皿=Dll1
r 0 0 1 . . _ . __ _f 0 0 l_m Mll1=tφ皿1 =_. ::... ， 1φ1l1 ， A: ll1=tφ田| ー 1-1φ出
I-K� -C� 1 -

， --u 
I-K: - C: 1 

-・(3.50)

また， 次項で周期解の安定性に対して影響度の大きいモードの合理的な抽出法を定

式化するための準備として， 次のようなM皿次元ベクトルC川田を導入する.
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�，.田 = (.oID)2S・皿 | 

(04=diag[(玩:ι)忠(#t，N;，...，広， -JOMo)伊] I 
- ・ ・ ・ ・ ・ ・( 3 . 5 1) 

さらに，式(3.49)の両辺に左から(.0皿)三を乗じた式に式(3.51)を代入し，式(3.50)をも

考慮して整理すると， 次式 を得る.
�，.田_l_.oIDA'・田�'.m= 0 ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (3 . 52 )

αJ 

を得る. ここに，

A'・皿 =1皿+ 2(A;町川τ+A♂皿sinkτ)

A?皿=tφF皿At吻'm， A�kIlI=tφF田A:mφ'm r . ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (3 . 5 3)

φ'皿=φ皿(.0田)ヲ

3・4・3複素モードの適切な抽出法 低次元化モデル作成の際に用いた1次 からM皿

次までの複素固有モードの中には，解の安定性に及ぼす影響が小さいモードも含まれ

ている可能性がある. そこで， 以下のようにしてこれらを除去し， 影響の大きなモー

ドのみを抽出することによって， 更なる低次元化を実現する.

前節の議論と同様に， 系内に非線形性が存在しない場合には， 式(3.52)の係数行列

A何回の1次 以上の成分A?皿およびA?m (k注1)は明らかに零行列になるので， その要

素の絶対値が大きなものほど非線形性の影響が大きいとみなすことができる. また，

各モードに及ぼす非線形性の直接的な影響はA?皿およびA�kmの対角要素に現れ， 間

接的な影響であるモード間の相互作用の大きさはこれらの非対角要素に現れる. そこ

で，これらの行列の，あるモードに対応する要素の絶対値が基準となる定数項行列(単

位行列)の対角要素である1に比べて十分に小さな値であれば， 安定性に及ぼす影響

は小さいとみなしてそのモードを除去しでもよいであろう.

また，非線形性の影響は，一般にA'咽の高次 のフーリエ係数になるほど小さくなる.

そこで， ある次数以上のA?皿およびA�kmの要素の絶対値がすべて 1に比べて十分に

小さな値であれば， 安定性に与える影響は小さいので， それらも除去することができ

るであろう.

以上のように， 合理的に抽出された必要最低限のモードおよびフーリエ係数からな

る低次元化モデルを再構成することによって， 安定判別の精度を悪化させることなく

計算能率を劇的に向上させることができる可能性が示された.
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なお， 前節と同様に， 式(3.45)の複素固有値と複素固有ベクトルは， 第4章に述べ

る伝達剛性係数法を結合した逆反復法により高速かつ高精度に求められるので，低次

元化行列φ皿を求めるために必要な計算量は， 低次元化モデルに対する安定判別の計

算量よりも通常は少なくて済む. そこで， 式(3.52 )の導出 にあたっては， モード個数

M皿をなるべく大きくとっておき， 本項の方法で採用するモードを決定すればよい.

3・4・4 変分方程式の実数化 前項に示した抽出法によって選択された複素モー

ドのみを用いて， モード行列φ田を再構成することにより， 低次元化モデルの変分方

程式が式(3.49)および式(3.50)の形式で得られているものとする. ところで， 式(3.49)

は複素数の周期係数をもっ微分方程式である. したがって， 式(3.49)は実数表記に変

換した方 が実際の数値計算の面では一般に能率的である. そのため， 次のようなM田

次元ベクトルC咽を導入する.
c*m = T- 1; ・田 ) 

T = [ 1 2M 

i 
IMg 0 1 �斗ー;'， "..， r1 - i l � ・・・・・・・・・(3.54) 

， TMo = Diag[TI ，. ..，TI]， TI = 1 .. . 1 1 o TMo 1 ' 
'-' L - ， ， - J ' 1 1 i 1 1 

ここに， IMRはMR次単位行列である. さらに， 式(3.49)の両辺に左から T-1を乗じた

式に式(3.54)を代入すると式(3.49)は次のように実数化される.
. � 仁田一二A田仁田= 0 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(3.55)

ここに，係数行列A皿は実数化された2M皿次元の周期係数であり，次式で与えられる.

A皿=A2田 宮(A�mωτ+A:msinkr)

Â2皿= Diag[(a1'. ..， aMR )W， (A1，. ..， AMo)gì] 
・ 『田

AE! ー I ar ai I vC 一 I I - ト ai ar J pC 
-・・・・・・・・・(3.56)
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φ皿= φ皿T =[(札…，ゆMR)忠(2Ør1，2Øi1，…，砂Mo，2ØiMo )�] I 
MR 2Mo l ----・・・・・(3.57)

一九一一一一一....， 、 l v皿= T-1tφ田=[t {(ØI， .・，ゆMR)忠(φ1，一俳1，…，φMo，一体Mo)伊}] I 
なお， モード111法では， 周期解が求められるごとに複素固有値解析を行ってφ皿を

計算する必要があるので， 計算能率の面ではモードI法， モード11法よりも不利であ

る. その反面，近似解の振動形態およびモードI法， モード11法では無視していた減



衰の影響をも考慮したモードを用いて低次元化モデルを構成するので，計算精度とし

てはモードI法， モード11法， モード111法の順に向上することが期待される.

3・4・5 低次元化モデルに対する安定判別 モードIII法によって低次元化された

変分方程式(3.55)に対して，前節に示した式(3.33)'"'"'式(3.39)の中の単位行列および零

行列を14M， 04Mに変更した式を用いて， 4M個の主特性指数または特性乗数を求める

ことが可能である. しかも， 前節と同様， 式(3.55)は元の変分方程式(3.7)に比べて大

幅な低次元化が実現されているので， 3・2節で指摘した数値計算上の問題点はかなり

克服されることが期待できる.

3・5 まとめ

( 1 )大規模非線形系の定常周期解に対する安定判別法として， 変分方程式の解析

にモード解析の概念を援用した低次元化モデルによる安定判別法を提案した. これに

より，従来の手法では，種々の数値計算上の問題から不可能であると考えられていた

大規模非線形系に対する安定判別 に対して，計算精度を損なうことなく数値計算上の

問題点を克服できる可能性を示した.

( 2 )低次元化モデルの構成に際しては， 不滅表線形系に対する実固有モードを用

いる方法(モードI法)，定常周期解の影響を考慮した実固有モードを用いる方法(モ

ードII法)，および定常周期解の影響と減衰要素の影響をも考慮したモードを用いる

方法 (モード111法)の計3種類を提案した. 計算能率的には， モードI法， モード

11法，モード111法の順に有利であるが，計算精度の面からは， モード111法， モード

11法， モードI法の順に高精度が期待されることを明らかにした.

( 3 )各モード法に対して， 近似解の安定性に大きな影響を及ぼすモードおよびフ

ーリエ係数のみを合理的に抽出し，必要最小限の次元および次数の低次元化モデルを

構成する方法を提案した.

( 4 )モード 111 法では， 複素数の周期係数を持つ変分方程式に対して， 変数変換

を行うことにより， 方程式の実数化を行った.

なお， 本章で提案した低次元化モデルによる安定判別法の有効性に関しては， 第5

章で具体的な数値計算により検証する.



第4章 逆反復法に対する伝達剛性係数法の適用

前章で定式化した低次元化モデルによる安定判別法では， 大規模系の変分方程式に

対して得られた低次から比較的少数の固有値と固有ベクトルとを用いて，系全体の変

分方程式の次元を低減化する. ところが， 一般に系の次元が増大するにつれて， その

系に対する固有値解析の計算量は急激に増大する. 本論文で取扱う大規模構造物にお

いても，低次元化モデルを構成するためのモード行列の導出に必要な計算量は，膨大

なものになる可能性が高い. したがって，固有値解析の計算法に対して計算能率の向

上を図ることが期待される.

一方， 大規模線形系に対して固有値と固有ベクトルとを高速かつ高精度に求めるこ

とのできる有効な固有値解析法のひとつとして， 逆反復法(67)があげられる. 逆反復

法は，大次元連立1次方程式を反復的に解くことによって，大規模系の固有ベクトル

および固有値が低次のもの(絶対値の小さなもの)から必要な次数まで順番に求める

ことが可能な解法であり， 工学の様々な分野で従来から多用されてきた.

ところで， 第2章で定式化した増分伝達剛性係数法の論理的基盤の一つである伝達

剛性係数法は，振幅ベクトル表示された系全体の運動方程式としての大次元連立1次

方程式に対する非常に高速かつ高精度な解析手法と見なすことができる. そこで本章

では，逆反復法の主要部である大次元連立1次方程式の計算過程に伝達剛性係数法の

概念を導入し， 計算効率を飛躍的に向上させた逆反復法の定式化を行う.

後述のように， 逆反復法の大次元連立1次方程式の計算過程は， 形式的には， 一様

はり要素内部に分布外力が作用する直線状はり構造物の線形強制振動解析問題とみ

なすことができる. そこで， 本章ではまず，伝達剛性係数法の概念を逆反復法に適用

するための第1段階として，分布外力が作用する場合の直線状はり構造物の線形強制

振動解析の計算手続きを定式化する. 次に，逆反復法の計算過程を分布外力が作用す

る系の強制振動解析とみなして， 伝達剛性係数法の計算手続きを適用する.
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4.1 伝達剛性係数法による分布外力が作用する場合の

直線状はり構造物の線形強制振動解析

4・1・1 解析モデルおよび基本要素 本節においては， n本の一様断面真直はり

からなる直線状はり構造物に対して，分布外力が作用する場合の面内曲げ線形強制振

動を解析の対象とする. 図4.1に示すように， 各節点には， 並進と回転に関する線形

ばねと線形ダッシユポットからなる基礎支持要素によって支持された剛体が存在す

るものとする. また， 各節点、には同一周期を有する調和強制外力， 調和強制トルク，

調和強制変位および調和強制角変位が集中的に作用しており，各一様はり要素内部に

は集中外力と同一周期の調和強制分布外力および調和強制分布トルクが作用してい

るものとする. 一様はり要素内部の減衰要素としては分布粘性減衰を考慮する.

解析にあたり， 各一様はり要素を基本要素に等分割し， さらに各基本要素は図 4.1

に示すような集中系としてモデル化する. すなわち， 基本要素の重心に関する慣性特

性値は両端に等分され， 両端聞は質量のない弾性はりで連結されているものとする.

Node j-1 Node j 

~
F
 

八
日r
\1
〆

illlv
 

〈
F

〈
肌川

\
1
〆

!
刈lv

〈
F~

F
 

Uか

m
 

Ft圃
a
圃
e
y田
b

β-
b
 

α-
伽

図4.1分布外力が作用する直線状はり構造物の解析モデル



これにより基本要素は左右対称になる. また， 一様はり要素内部に作用する調和強制

分布外力， および調和強制分布トルクついても，基本要素の両端に力学的に等価な集

中外力FL，PRおよび集中トルクlirL，lifRとして分配する. また， 分布粘性減衰力につ

いては3一様はり要素の並進および回転に関する単位長さあたりの分布粘性減衰係数

を(Cd，Cd)としたとき， 長さ lの一基本要素あたり(CC，CC) = (cdl/2， Cdl/2)の等価な集中

粘性減表係数が基本要素の両端に配置されているものとする.

ここで， 本節で用いる記号の使用法に関しては， 以下に示す通りである.

(1) 右肩号íLJおよびíRJの付された記号は， 基本要素の左端および右端に関

する物理量.

(2) 頭号í"'Jの付された記号は， 基本要素の両端に振り分けた集中質量の弾性は

り側に関する物理量， 頭号í � J の付された記号は， 集中外力， 分布外力および各節

点、の剛体に関する物理量を示す.

(3 )下添字 íCJおよびíSJ は3 それぞれ対応する実状態量ベクトルの余弦成分お

よび正弦成分を表す.

(4)下添字íjJは節点jないしj番め一様はりの物理量を表し，同一記号で頭号「ー」

付きのものは節点jの左側(したがってj番め一様はりの右端)の物理量， 付いてい

ないものは節点jの右側(したがってj+1番め一様はりの左端)の物理量を示す.

4・1・2自己および相互動的剛性係数行列 基本要素の両端における変位(yL， yR)，

角変位(8L，8R)， せん断力(FL，FL，FL，FR ，FR ，FR)および曲げモーメント(NL，ÑL，lやL，

NR，RR，lむR)の正方向は， それぞれ図4.1 に示す通りである. ただし， これらの記号

は， いずれも当該物理量の振幅を表すものとする.

系に作用する強制外力および強制変位の共通の角振動数をωとすれば， 基本要素の

両端質量に関する運動方程式から，定常振動時における基本要素の両端質量に関する

複素状態量(振幅)ベクトルの動的な関係は， 次式のようになる.

一(ω2M' +iωC')d L = f L - f L + f L I 
} ・・・(4.1)

一(ω2M' +iωC') dR = fR - fR + fR I 

また， 弾性はり要素両端聞の複素状態量(振幅)ベクトルの間の関係は， 次式のよう

になる.



dR=t LdL + Pf R I 
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である.式(4.4)のmおよびJは基本要素両端に等分された質量および慣性モーメント，

lは基本要素の長さを示す. また第2章と同様に， (，α，ß，y)は質量のない弾性はり要素

を片持ちはりと見なした場合の静的影響係数， EIは曲げ剛性， K，GおよびAは断面

形状係数， 横弾性係数 および断面積である.

式(4.1)および式(4.2)から頭号r�J付きの物理量を消去することにより，基本要素

両端聞に おける複素状態量ベクトルの関係は， 次のように表すことができる.

fR =8αdR + 8 cdL +qR 1 � .....................................(4.5 ) 
fL=scdR+sadL+qL I 

、， 、� I� L L �'-， 



Sa=一(ω2M+iωC) + F-l 
lい-mω2)一化cω y' 1 

y' (ß'-Jω2) _ iCcω| 
sa = (ω2M +iωC)-LF-ltL 

� [-川川
I � • • . . • . . •  . . . . . •  . • • • .  ..(4.6) 

Y〆F 一(ß'一Jω2ワ )+iCcω|
••• - 11 

Sc =_tsc = -F-ltL=ー1- I 1 
I y' ß'+y' l l 

-1 � [α y j= 1 [ P -y l 
y' ß' αß-y2 1 -y' α， I 

qR=-fR， qL=fL ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (4
.
7 )

である. 第2章と同様に， Sa， sa を自己動的剛性係数行列， sc， SCを相互動的剛性係

数行列と呼ぶ. また， qR， qL を等価集中外力ベクトルと呼ぶ.

4・1・3 直列結合則 第2章で定式化した増分伝達剛性係数法と同様に， 複数の

基本要素から構成される一様はり内部の部分系を分系と呼ぶ. 分系は明らかに左右対

称である.ここで，分系Aの右端に分系Bを直線状にかつ剛に結合して新たな分系C

を構成することを考える. このとき， 分系 A と分系 Bの両端の自己動的剛性係数行

列，相互動的剛性係数行列および等価集中外力ベクトルから，分系Cの自己動的剛性

係数行列，相互動的剛性係数行列および等価集中外力ベクトルを求めるための直列結

合則は，以下のように求められる.ただし，各分系に関する物理量を下添字í A， ß， C J 

によって区別する.

まず，分系Aと分系Bの自己および相互動的剛性係数行列および等価集中外力ベク

トルが既知であり，両分系の両端における状態量ベクトルの関係が次のように表され

ているものとする.

ff=SÅdf+SÅdX+q�， f1=sÅdf+sÄdX+q� 1 
} ・・(4.8)

ff = SËdß + SBd� + q�， fi = ssdß + sBd� + q� I 

両分系の結合は剛であるので， 結合部における複素状態量ベクトル闘の関係は

df =d�およびff =fiで与えられる. また，両分系と結合後の分系Cの複素状態量ベ

クトル閣の関係は， 明らかにdb = d X ， dg = d ßおよびfJ = f1 ， ft = ffである. これら

の関係を用いて式(4.8)から結合部の状態量を消去することにより，自己および相互動

的剛性係数行列と等価集中外力ベクトルの直列結合則としてそれぞれ次式を得る. こ

れは， si，si，S1，S1，qf，qkおよびSB，SB，SB，sB，q�，q�からsg，se，sb，sb，qg，qb



-・・・・・・・・(4.9)

-・(4.10)

を求めるための関係式である.

ff=sgdg+ SbdJ+qg， fJ=sbdg+ sbdG+qG 
Sc = SË + SBTABSB' Sc = -SBTABSÅ 
Sc = SA - SÅ TABSÅ' Sc = SÅ TABSB 
TAB = ( SÄ - SÄt1 

qg = SBTAB(q� -q�) + q� 1 
qb=S1TAB(qb-qf)+qkl 

式(4.9)を再帰的に適用することによって， 一様はり要素両端聞の自己および相互動

この結合計算則は， 2・2・3項に示的剛性係数を効率よく計算することが可能である.

一様はり要素また， 式(4.10)により，した直列結合則の種々の特長を保持している.

内部に作用する分布外力と等価な外力を，一様はり要素両端に作用する集中外力とし

一様分布荷重の場合をのて求めることができる. ただし， 等価集中外力の計算では，

ぞいて再帰的な結合則の適用による計算能率の向上は不可能であり，すべての内部節

点、に対する計算が必要である.

いま， 各一様はり要素に一様はり要素両端の状態量ベクトル聞の関係4・1・4

j番め一様はり要素両端対して前項で導出した直列結合則を適用することによって，

聞における自己および相互動的剛性係数行列， および等価集中外力ベクトルが， 次の

ように求められているものとする.

fj = Sjdj + Sjdj_1 +奇j I 
あー1= sjdj + sjdj_1 + qj-l 

ト ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(4.11) 

sj=ts;，s;=ts;，Sj=-ts;l 

次に， 節点jに複素振幅ベクトルふの強制外力が， 節点jの基礎に複素振幅ベクト

ルÛjの強制変位がそれぞれ作用しているものとすれば， 節点jにおける複素状態量べ

クトル閣の動的な関係は，節点、jの剛体に関する運動方程式から，次式のようになる.

-・(4.12) Pjdj = fj -fj +手j

-・・・(4.13)O
《

K

《
-κ

nu

《
K

r ê 01 
C :， = I ^ I 

J 10 C I 

tιj = 'lιcj + 'l'lι5J 

....". -". )_，. 
L.. L.. �'- ， 

ち=qj +(Kj-iωCj)Ûj 

Pj = (Kjーω2Mj)-iωCj

Mj = [� �L o J 

qj = qcj + 'lq5j ， 
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であり， 仇j， Jjは節点、jに取り付けられている剛体の質量および慣性モーメントであ

る.また， êj， êjは節点jにおける基礎支持要素の並進と回転に関する粘性減衰係数，

ん ，IZjは節点jにおける基礎支持要素の並進と回転に関するばね定数を表す.

4・1・5 動的剛性係数行列および力補正ベクトルの導入 伝達剛性係数法で強制

振動を解析する場合には， 第2章と同様に， まず節点jにおける複素変位振幅ベクト

ルと 複素力振幅ベクトルの関係を次のように表す.

fj = Sjdj + 号 |� ....................................・・・・・・・・(4.14)
fj = SjdjキSj I 

ここに， SjおよびSjは2x2次元の動的剛性係数行列(複素対称)であり，あおよびSj

は 2 次元の力補正ベクトルを示す.

節点、j -1 の右側における動的剛性係数行列島-1および力補正ベクトル Sj-lから， 節点

jの左側 の動的剛性係数行列Sjおよび力補正ベクトルーを求めるための格間伝達則

は，式(4.14)の第2 式の下添字jをj -1に変更した式と式(4.11)と から， 次のように求

められる.

Sj = Sj +SjVj 
Sj =吾j+tVj(Sj_1 -qj-l) 
Gj=tGj =Sj-1-Sj 

vj=GJIS; 

-・(4.15)

ただし， j =1，2，...，nであり， j =1に 対して必要な伝達計算の初期値は， 系の左端 の

境界条件から次のようになる.

So = Po I � .................................................(4.16) 
So = -11> I 

また， 節点j両端における動的剛性係数行列間および力補正ベクトル闘の格点伝達

則は， 式(4.12)と式(4.14)から次式のようになる.

Sj = Sj + Pj I � . . . . . . ... . . . . . .. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(4.17) 
Sj = Sj -Tj I 

さらに， 式(4.15)および式(4.17)から「ー」付きの物理量を消去することにより，

Sj-1，Sj-lからSj，Sjを直接求めるための格間格点伝達則が， 次のように求められる.

Sj = Pj + Sα+SiVj I � . . . . . ..... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  .(4.18) 
S j =tvj (s j-1 -qj-l) + 奇j 一 角 |

以上のように，式(4.16)を初期値として式(4.18)の伝達計算を行う ことにより，動的
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剛性係数行列と力補正ベクトルが系の左端から右端にかけて漸化的に求められる.

4 ・ 1 ・ 6 変位振幅ベクトルの伝達計算 前項に示した方法で， 各節点の動的剛性

係数行列島と増分力補正ベクトル Sjがすべて計算されているものとする. 系の右端

の右側では常にふ=0であるので， 式(4.14)の第 2式でJ=ηとおいた式から， 系の右

端の複素変位ベクトルムが次式のように求められる.

dn =-S石lSπ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (4.19) 

次に， dj-1とめとの間の関係式が， 式(4.14)の第2式の下添字jをj-1に変更した式

と式(4.11)とから求められ， 次のようになる.

dj-1 = Vjdj - G;1(Sj_1 - qj-1) ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (4
.

2 0)

よって， 各節点の複素変位振幅ベクトルdjは， 式(4.19)で求められるdnを初期値と

して， 式(4.20)により系の右端から左端にかけて漸化的に求められる.

一方， 一様はり要素の計算過程で消去した内部節点の複素変位振幅ベクトルは， 式

(4.8)から次の手順で求められる. すなわち， 分系Aの左端および分系Bの右端の複

素変位振幅ベクトル引およびdgが既知であれば， 両分系の結合点の複素変位振幅ベ

クトルは，

d;f = d� = TAB(Sßdß - SAd!4 + q� - qi) ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (4
.

21) 

となる. よって， 式(4.21)を再帰的に適用することにより， 一様はり要素内部の計算

過程で内部節点の自由度を消去したときとは逆の順序で，内部節点、の複素変位振幅ベ

クトルが求められる.

以上の手順で， 一様はり要素の内部節点をも含むすべての節点の複素変位振幅ベク

トルが次元の小さな行列を用いた漸化計算により求められる.

4・2 逆反復法の基本原理と計算手順

逆反復法(67)は，計算機が発達する以前から工学の諸分野で固有値問題の実用解法と

して広く利用されてきた累乗法の改良版で，反復計算により固有ベクトルを高速かっ

高精度に計算し得る手法である. また， 得られた固有ベクトルから固有値も求められ

る. この手法の特徴としては， (i) 累乗法に比べて反復計算 1回ごとに連立1 次方程

式を解かなければならないため， 計算量は増大するが収束は断然早いこと(ただし，
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必要な範囲の固有値のみを求めることが可能なので，全体的な計算量としては他の手

法よりも少なくなることが多い) ， (ii)通常は固有値の絶対値の小さいものに対応す

る固有ベクトルから順に求められるので，振動解析や構造解析などに適していること，

などが挙げられる. 以下に， 逆反復法の基本原理の概要を説明する.

4・2・1 計算手続き いま， 次のような標準固有値問題を考える.

Ax=λz ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (4
.

22)

こ こに，Aは非対称行列であっても複素行列であってもよい.いま， Aの次 元をMと

する. 逆反復法とは， 適当な初期ベクトル x(O)から次のような連立方程式:

AX(k) = X(k-l) ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (4
.

23)

を反復計算すると， 後述のように， k→∞にともなってX(k)が絶対値の最も小さな固

有値に対応する固有ベクトルに収束するという性質に基づく解法である. ここに， 本

節では上添字í (k) Jは反復計算の回数を示す. また，X(k)がある程度固有ベクトルに

収束すれば，この反復段階における固有値の近似値λ(k)とX(k)およびX(k-l)との聞には，

近似的に次の関係が成立する.

λ(k)♂(k) = X(k-l) ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (4
.

24) 

したがって，式(4.24)に最小二乗法を適用することにより，λ(k)は次のように求められ

る.

λ (・ι tX(k) ・X(k-l)λ) = 
t z(k)・X(k)

• • • ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (4
.

25)

4.2・2 収束のメカニズム いま， 式(4.22)のAの固有値が， 絶対値の小さなもの

からんくん〈・ーくλM， および対応する固有ベクトルがXl，X2・"，XMのように表される

ものとする. また， 逆反復法においてp次の固有ペアλp，叫を求めるためのk固めの

反復計算ベクトルを xþk)と表すものとする.

さて，無作為に選んだ 1 次の固有ペアを求めるための反復計算の初期ベクトル zjO)は，

特別な場合を除いてM個の独立な固有ベクトルXl，X2，…，XMの線形結合によって次

のように表される.

XiO) = h1Xl + h2X2 +…+hMXM ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (4
.

26)

ここに， h1"_ hMは定数を表す.

式(4.22)の関係を考慮すれば， 式(4.26)のような初期ベクトルから式(4.23)の反復計



算は以下のように行われる.
Xfl) = A -lxfO) 

= h1A -lX1 + h2A -lX2 + ・ ・ ・+ hMA -lXM 
=h1 1 21 +biZ2+ ・ ・ +hMiZM . λ1 λ2 λM 

[ λ1λ1 1 = - Jhm+h2 - 22+ ・ ・ +hM �XM ↓ ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(4.27)1 1 λ2 λM - - ， 
zj2)=Atp 

= l_JhlA -1X1 + h2 �1 A句2+ ... + hM 企!___A-1XM 1 
λ1 1 � λ2 λM - - ， 

zi jh1 1 21 +hA 27+ ・ ・ +hM �♂M l λ1 1 � λI A M λ2- 一 λb - |

1 1\2 r， ，(À ゾ/λ1 \ 2 1 
= ( � ) �h1X1+h2( �1) X2+…+hM( :1 ) XM ト ・・・・・・・・・・・・・・・・・(4.2 8)lλ1) 1 � � -\λ2) - ... \λM) - - I 

xt) = A -1xf同

=( 土f{h1A-いz ( ガ-
I M + 十州巾h川M仕r

ιM
〉
-41

れM 

/ 1 \ k一 →1 r. 1 . 1 I Ål \ゾk-→1 . 1 I λ1\M 1 = (山土判r-< Jμ九1iz町1 +仇 hん2 土-!-(主判斗 z2 + +hM - (-} 2M l l λ1) 1λ1 λ2 \λ2 ) λM \λM) -
- I 

= ( � ì k I h1x1 + h2 ( �1 ì k X2 + ... + 川五!___ ì k XM 1 .・・・・・・・・・・・・・・・・・(4.29)lλ1) 1 . � - -\λ2 ) - - -
\ λM) - I 

よって，んくんく…〈λM (1λ1/λplく1，p=2，-vM)であるので，式(4.29)によればk→∞

となるにともなって高次の固有ベクトルの係数から順にhp(λ1/ん)k→0 となり，反復

ベクトルzjk)はん(1/λ1)kXl に収束する. このときの収束率cは，次式となる.
|λ11 ...... . ・・(4.30)-1λ21 

また，式(4.29)から，近似的に式(4.24)が成立することがわかる.

4・2・3 原点移動による収束率の向上 逆反復法では，λ(k-l)がある程度収束した

時点で，このλ(k-1)を新たな原点とする原点移動を 行い，式(4.23)の代わりに次式を反

復計算することにより， X(k)の収束を大幅に加速することができる.

(A-λ(k-1) 1) X(k) =♂(k-1) ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(4.31) 

このとき，求めるべき固有値は，式(4.31)から計算される固有値の修正量λ(k)にλ(k-1)を
加えたもので与えられる. なお，原点移動によって固有ベクトルは変化しない.参考
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のために， 以下に収束率向上の根拠を示す.

原点移動量としてλ(k-1)を設定した場合， 式(4.31 )の係数行列(A-λ(k-l)1)の固有値は，

低次から順に(λ1ーλ，(k-1) )く(λ2ーλ(k-りく・ーく(λM-λ(k-1) )となる. このことを踏まえれば，

式(4.31)のk凪めの反復計算におけるzf)は次のように表される.
xt) = A -lxik-1) 

� (Âl _\.k川甘い2(;;:zy --2++hM(411 4A-12M i
�(ム川んλ1ふ-121+h2(ふっ(口:)-

1
22+

+hMぶÂk-l) (ぷ111
�(λ1i川 h1xlべ:11

K
22+ 叶41h

、‘.，，ヴ釘司、dA坤・〆，.‘‘、
•

 
•

 
•

 
•

 
•

 
•

 
•

 
•

 
•

 
•

 
•

 
•

 
•

 

このときの収束率c'は， 次式となる.

FZ|λ1ー必吋 . . . . . ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (4 . 3 3 )
一|λ2ーλ川|

このとき， んに対する必がk川の近似の精度がよければ， 式(4.3幻3)の分子 |川λ1一必以kι叫 ­

な値となるので， I c Iくく Ic'lとなり， 収束率は大幅に向上する.

4・2・4 初期ベクトルのー設定法 逆反復法で絶対値の大きさが2番め以降の固有

値を求めるには，原点移動量と初期ベクトルを適切に設定する必要がある. 本項では

初期ベクトルの一設定法について述べる.

いま， ziO)を初期ベクトルとしてんとXlが求められたとすれば， 2 番めのんを求め

るための初期ベクトルzf)は， 助成分は含むがXl成分を含まないことが条件である.

したがって， zjO)からXl成分を抜き取ったものをziO)とおけばよい.同様にzpを初期

ベクトルとしてんとめが求められたとすれば，3番めのんを求めるための初期ベクト

ルzjO)は，助成分は含むがX1，助成分を含まないことが条件である.ここで，すでにzp

がXl成分を含んでいないので， zjO)はzf)からぬ成分のみを抜き取ればよい. このよ

うな方法で初期ベクトルを設定すれば， 一般にp次の固有値を求めるための初期ベク

トルxþO)は， p-1次の固有値の計算に用いた初期ベクトル291がXl........ Xp-2の成分を含

んで、いないので，zP1からXp-lの成分のみを抜き取ればよく，次のように設定される.
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tzp -1 2
21 

27) =22

1
一

f
_ _ Xp-l ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (4 . 34)

・ ι Xp-l ・ Xp- l

4・3 不滅表系の実固有値解析と伝達剛性係数法の適用

4.3・1 不減衰系の実固有値解析 本項では3 前章で定式イじしたモード I法およ

びモードII法への応用を念頭において，逆反復法の概念を，直線状はり構造物の不滅

哀自由振動解析へ適用する.直線状はり構造物は，図4.1に示す解析モデルと同様に，

n本の線形な一様はり要素を直線状に結合することにより構成されているものとす

る. また， 各一伎はり要素は， いくつかの基本要素に等分割され， 基本要素は線形の

集中系としてモデル化する. ただし， 本節では図 4.1 で考慮したすべての強制外力，

強制変位および粘性減衰は考慮しない. このようにモデル化された系(総節点数を M

とする)の特性方程式は， MおよびKをそれぞれ2M次元の質量行列および剛性行

列， dを系内の全節点、の変位および角変位を表す2M次元の変位振幅実ベクトル， 1，λ 

を固有振動数とすると， 次のように表される.
(K -aM) d =0 1 

� . ...... . ............ ............. .......... (4.35) a =- λ2 I 

ここに， M ，Kともに実対称行列となるが， それらの構造は省略する.

式(4.35)のように表される特性方程式に 対して， 逆反復法により実 固 有値解析を行

う場合のk回目の反復計算式は， 式(4.23)を考慮すれば， 次のようになる.

Kd(k) = Md(k-l) (k = 1， 2，…) ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (4 . 36)

ここで， 式(4.35)の実固有値の近似値a(k) は， 式(4.25)および固有ベクトルのMを介

した直交性を考慮すれば， Mを重みとする最小二乗法により， 次のように求められ

る.
t X(k) Mx(k-l) 

。(k) = ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (4 . 37)

tx(k)Mx(k) 

方，原点移動を考慮したk固めの反復計算式は， 式(4.31)を考慮すれば，次のよう

に表される.

(K -a(k-l) M) d(k) = Md(k-l) ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (4 . 38)

上式を反復計算することにより， 不滅表系の実固有値σと実固有ベクトルdが高速



かつ高精度に求められる.そこでいま， p-1次の実固有値ap-lと実固有ベクトルdp-1が

求められているとすれば， p次の固有値を求めるための初期ベクトルdþO)は，式(4.34)

を考慮することにより， 次のように計算される.
m f m tdp-1Md(2 

dyj = dUJ - y dp-1 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(4.39)p - '""'p-1 tdp_1Mdp_1 

不減衰系では固有値apは正の実数となるので，ap-1を求めた後にのを求める場合に

は，ap-1を少し正方向に移動させたσþO)を初期原点とし， 式(4.39)により求めたdþO)か

ら反復計算を行うことが合理的である.ただし，このaþO)からのの近傍まで新たに原

点移動するまでの聞は， 誤差の蓄積によりdþk)がすでに求めた固有ベクトルヘ再び収

束する恐れがあるため，反復計算過程でこれらの成分を抜き取る必要がある.その際，

逆反復法の基本原理を考慮すれば， 初期原点。þO)に最も近い固有値ap-1に対応する固

有ベクトルdp-1の影響が最も大きいため， 誤差についてもその成分が最も拡大されや

すいと考えられる. したがって， 反復計算過程では， 通常は次式によりdp-1成分のみ

をdbk)から抜き取ったものを新たなdbk)とすれば十分である.
治 相 tdp- I Md�ヨdr) � dr) - • ，r - 1'1 K ，P-l dp-1 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(4.40) tdp_1Mdp_1 

また，aþk)がapにある程度収束すれば， dpの影響が支配的になるため， 上式の抜き

取り操作は行わなくてよい.

4・3・2伝達剛性係数法の適用 原点移動を考慮したk固めの 反復計算式(4.38)は，

形式的には， 振幅が Md<ト1)で振動数が �口了 の分布外力が作用しているような強制

振動解析の問題であると見なすことができる. よって， 式(4.38)の連立1 次方程式を

解く問題は，前節で定式化した伝達剛性係数法の分布外力が作用する場合の強制振動

解析を行う問題と同値であり，その計算手続きを適用することにより， 非常に高速に

解を得ることができる.

ここで， 式(4.38)の連立方程式の解法として伝達剛性係数法を適用する場合， 前節

で基本要素に対して定式化した式(4.6)および式(4.7)を， 次のように変更すればよい.



S = id-mok-1 Y' 1 
a � I I 

I y' ß -J Ok-l I 
sa = 卜 (α'-mσkつ y'

T 1_ " 1 � ・・・・・・・・・・・・・・ ・・ ・・ ・・・・・・・・(4.41)
I y' -(ß-Jσk-l ) I I 

Sc =ー| α � y ._ 1 c � I I 
Iy' ß'+y'l l 

q
R 

= _Md(k-l) 1 � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.42) 
q

L 
= Md(k-l) I 

基本要素に対するこれらの行列とベクトルとを基にして， 4.1 節に示した計算手続

きを適用することにより， 式(4.38)の連立 1 次方程式の解d(k)は高速・ 高精度に計算

される. なお，この場合 4・1節に示した計算手続きは，すべて実数のみの計算に置き

換えられる. そのことを考慮すれば，計算はさらに高速化される. このように， 逆反

復法の計算過程の中で，最も主要な部分である連立1次方程式の計算に伝達剛性係数

法を適用することにより，不減衰系の固有値と固有ベクトルが逆反復法により非常に

高速かつ高精度に求められる.

4・3・3 計算手順のまとめ 以上を整理すると， 伝達剛性係数法を適用した逆反

復法による直線状はり構造物の実固有値解析の計算手順は，次のようになる.

(1) oiO)およびdjO)の初期値を設定する.

(2) oþk-l)およびdþk-l)より得られる基本要素に対する式(4.41)および式(4.42)を基に

4・1節に示した計算手続きを適用することにより， 内部節点、も含むすべての節点に対

してdþk)を計算する.

(3) 式(4.37)より固有値の修正値oþk)を計算し，oþk)が十分収束していれば手順(6)ヘ.

そうでなければ， 手順(4)ヘ進む.

(4) p注2の場合で， 必要であれば式(4.40)によって新たにdbk)を計算する.

(5) dþk-l) <i=dþk) ， σþk-l) <i=0þ"-1) + O}>k)として手順(2)ヘ戻る.

(6)次の固有値および固有ベクトルを求めるための初期値uS1およびdmを設定し

て手順(2)ヘ戻る. このとき， dmの設定は式(4.39)による.

こ の計算手続きは， 前章で提案した実モードを 利 用した低次元化法であるモード I

法およびモードII 法のための低次元化モード行列の導出に適用することができる.
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4・4 減衰系の複素固有値解析と伝達剛性係数法の適用

4・4・1 減衰系の復素固有値解析 本節では， 前章で定式化したモードIII法への

適用を念頭において，前節で用いた解析モデルにおいて，基礎支持部に作用する粘性

減衰および一様はり要素に作用する分布粘性減衰を考慮したモデルに対する 複素固

有値問題を解析の対象とする. こ のモデル(総節点数をMとする ) の特性方程式は

M.CおよびK をそれぞれ2M次元の質量行列3減衰行列および剛性行列，d を2M次

元の変位振幅複素ベクトル， λ を複素固有値とすると， 次のように表される.
(A-λ B)z=O 

1， B= I ^ llKI ， z= l � 1 � ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (4.43) A= l O 羽 B= r - K 0 1 . z= rd 
-K - c l ' I 0 MI ' Iω 

ω=λd 

ここに， M，C，Kともに実対称行列となるが， それらの構造は省略する.

式(4.43)のように表される 特性方程式に対して，原点移動を考慮した k回目の反復計

算式は式(4.31)を考慮すれば， 次のようになる.

(A-λ(k-l) B)Z(k) = B Z(k-l) (k = 1， 2， . 一) ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (4
.
44)

ここで， 複素固有値の修正値λ(k) は， 固有ベクトルの B を介した直交性を利用して，

次のように求められる.

λ(k)= tz(k)Bz(k-l) 
・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (4 .

45)
t z(k)Bz(k) 

式(4.44)および式(4.45)を反復計算することにより，複素固有値λと複素固有ベクト

ルdおよびωが高速かつ高精度に求められる.そこ でいま，p-1次の複素固有値λp-lと

複素固有ベクトルdp-1 およびωp-lが求められているとすれば， p 次の固有値を求める

ための初期ベクトルdþO) およびω炉は式(4.34)を考慮すれば次のように計算される.
dbO) = d��1 -Sp-ldp-1 
叫?)=ω91-Sト1λp-1dp-1

t urd(包+tdp_1Mω P11 r. . . . ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (4
.
46)

8 ""，_1 = --------=-
t' 4 tVp_ldp_l +λp-1 tdp_1Mdp_1 

Vp-l = (C +λp-1M )dp-1 

また， 式(4.40)に対応する 反復計算過程での抜き取り操作は次式により行われる.



dþk) � dþk) -sp一ldp-1
ωþk) �ωPI-SP一1λp-1dp-1

tup-1dp1+tdp-1Mω丸
Sp-l = tVp_ldp_l +λp-l tdp_1Mdp_1 
Vp-l = (C +λp-IM)dp-1 

-・・・・・(4.47)

また， 複素固有値問題では求められた固有値 λpおよび固有ベクトル dpに対応して，

これらの複素共役であるんおよびるもまた固有値および固有ベクトルであるので，

これらの成分も抜き取った方がよい. これらの成分の抜き取りは式(4.46)および式

(4.4 7)のんをんに， dpをみに置き換えて実行できる.

4・4・2伝達剛性係数法の適用 原点移動を考慮したk固めの反復計算式(4.44)は，

A.Bおよびzの構造を考慮すれば次の2式に分離される.
{M(必k-l))2+ Cが-1) + K}d(k) =一(M，λ(k-1) + C)d(k-1) - Mω(ι1) 1 

↓ ・・(4.48)ω(k) =λ(k-l)d(k) + d(k一月 | 
したがって， 解くべき連立1次方程式は式(4.48)の第一式のみとなり， その次元は半

減される. さらに， 式(4.48)の第一式は， 形式的には， 振幅が一(九fλ(k-1) + C)d(k-1) 

-Mω(k-1) で振動数が λ(k-1)の複素外力が作用しているような強制振動解析の問題であ

ると見なすことができる. よって， 式(4.48)の第一式の連立方程式を解く問題は， 4・

1節で定式化した伝達剛性係数法の分布外力が作用する場合の強制振動解析を行う問

題と同値であり，前節と同様にその計算 手 続きを適用することにより，非常に 高 速に

解を得ることができる.

ここで， 式(4.48)の第1式の連立1次方程式の解法として伝達剛性係数法を適用す

る場合，4・1節で基本要素に対して定式化した式(4.6)および式(4.7)に，次のような変

更を施せばよい.

a = lA F y l ぺ-A r y l 
y' B' l ' - I y' -B' 

SC =ー|α， -yl 1 � ....・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(4.49) 
Iy' ß'+y'l l 

A'=α'+m(λ，k-l)2 + CC Âk-1 
B' = ß +J(λk-1)2+CCλk-1 
qR = (が-1)M +C)(d(同)R +M(g(同)R
qL =一(λ(トリð + C)(d(k-1))L _ M(g(k-1))L 
(g(k))R =λ，(k-l) (d(k))R + (d(k-l))R 
(g(k))L =λ(k-川d(k))L +(d(同)L

-・・・・・(4.50)
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基本要素に対するこれらの行列とベクトルとを基にして， 4.1節に表した計算手続き

を適用することにより， 式(4.48)の第 1 式の連立 1次方程式の解d(k)は高速・高精度

に計算される.さらに，式(4.48)の第2 式よりω(k)が求められ，式(4.44)の方程式の解

Z(k)が高速かつ高精度に求められる. このように， 逆反復法の計算過程の中で， 最も

主要な部分である連立1次方程式の計算に伝達剛性係数法を適用することにより，不

減衰系の固有値と固有ベクトルが逆反復法により非常に高速かつ高精度に求められ

る.

4・4・3 計算手順のまとめ 以上を整理すると， 伝達剛性係数法を適用した逆反

復法による直線状はり構造物の複素固有値解析の計算手順は，次のようになる.

(1)科0)およびdjO)の初期値を設定する.

(2)λ.�-1)およびdþk-l)より得られる基本要素に対する式(4.49)および式(4.50)を基に

4・1項に示した計算手続きを適用することにより， 内部節点、も含むすべての節点、に対

してdþk)を計算する.

(3) 式(4.45)より固有値の修正値柑)を計算し，λす)が十分収束していれば手順(6)ヘ.

そうでなければ， 手順(4)ヘ進む.

(4) p注2の場合で， 必要であれば式(4.47)によって新たにdþk)，ωþk)を計算する.

(5) dþk-l) �dþk) ， λ.þk-l) �λ少一月+λ�)として手順(2)ヘ戻る.

(6) 次の固有値および固有ベクトルを求めるための初期値λ弘およびdm，ω九 を設

定して手順(2)ヘ戻る. このとき， dnl，ω九の設定は式(4.46)による.

この計算手続きは， 前章で提案した複素モードを利用した低次元化法であるモード

III法のための低次元化モード行列の導出に利用することができる.

4・5 まとめ

( 1 )分布外力が作用する直線状はり構造物の線形強制振動解析に対して伝達剛性

係数法の定式化を行うことにより，系の変位振幅を高速かつ高精度に計算可能である

ことを示した.

( 2 )逆反復法により構造物の実固有値解析または複素固有値解析を行う場合， そ

の計算過程の主要部である大次元連立1次方程式が，形式的には分布外力が作用する
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場合の線形強制振動解析問題とみなすことができる. そこで，方程式の解法に伝達剛

性係数法を適用することによ り ，大次元連立 1 次方程式の計算 量 を大幅に低減化し，

逆反復法の計算能率をさらに向上さ せ た .

( 3 )本章で提案した伝達剛性係数法を適用した逆反復法を用いて， 前章で提案し

た3種類の低次元化法のためのモード行列を高速かつ高精度に導出することが可能と

なった. これによって，低次元化モデルによる安定判別法の全体的な計算能率が，さ

らに向上することが期待される.


