
九州大学学術情報リポジトリ
Kyushu University Institutional Repository

分布するだ円孔群,介在物群,き裂群をもつ弾性体の
応力と変形

井川, 秀信

https://doi.org/10.11501/3106971

出版情報：九州大学, 1995, 博士（工学）, 論文博士
バージョン：
権利関係：



第4章 長方形配置及び千鳥配置のき裂群をもっ無限休の引張り

4.1 緒 言

材料や構造物の破壊にさいして， これらの中に先在する複数個の欠陥からき裂が

発生し， これらが互いに干渉しつつ最終破壊に至る場合が多い. 従って各方向に分

布するき裂の応力拡大係数を知ることは材料強度上きわめて重要である. このよう

な場合の典型的な二つのモデルとして長方形配置や千鳥配置のき裂群をもっ無限体

の引張りを取扱った. 解析は複素応力関数の固有関数展開から出発し， 境界条件を

前章と同様に合力と変位で表わして， これから展開の未知係数を定める. き裂の長

さとそれらの配列の種々の場合について数値計算を行ない， 応力拡大係数およびき

裂群の存在による引張剛性の低下を調べる. また， これらの数値結果に精度良く当

てはまる計算式を与えた.
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4.2 解析方法

次の二つの問題を統一的に解析する.

(a)長方形配置のき裂群をもっ無限体の引張り(図4.1(a))

(b)千鳥配置のき裂群をもっ無限体の引張り〈図4.1(b))

両問題を通じてき裂長さを2aとし， き裂の一つの中心に原点をとった座標系

Oxyを図のように定める. それぞれの場合 について， x方向およびy方向の き裂間

隔を与えるパラメータb，cを図4.1(a)， 図4.1(b)のように定め，y方向に作用する

平均応力をσとする.

解析には前章と同様に適当な単位領域を考え， x， y両軸に関する応力状態の対称

条件および き裂縁の境界条件を完全に満たす複素応力関数を導き， その巾の未知係

数を単位領域外周の境界条件から定める方法をとった この単位領域としては前章

の諸問題と同様に問題(a)では長方形領域ODHKOを用い， 問題(b)では三角形領

域ODFOを用いた .

まずこれらの 解析領域に適合する複素応力関数として次の固有関数展開を仮定す

る.

。(Z)= 21 (GFz f\ +Hf -2)
'V z--a-

2n-1 

Q(z) = 主(G" λ 
今

一H，，z2n -2) 
'V z- -a-

ここに展開係数Gn，Hn は実数である.

(4.1) 

(4.1)は， 応力状態がx 軸とy軸に関して対称となるべき条件およびき裂Oの縁

が自由縁となるべき条件を満たしている. 従って未知係数 G"，H" は単位領域のあ

y両軸以外の辺の境界条件だけから定めればよい. しかし 境界条件を辺上のすべ

ての点で完全に満たすこと は不可能なの で， 前章と同様に合力と変位に基づく境界

分割法を適用した.
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図4.1(a)長方形配置き裂群をもっ無限休の引張り
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図4.1(b)千鳥配置き裂群をもっ無限休の引張り
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数値計算結果と検討4.3 

と結果の精度計算した物理4.3.1 

計算結果には a， b， cの比だけが関係するので， 無次元パラメータとして次のγ，

G一
b

一一4A
 

λを用いた.

c 
y = b' 

(4.2) 

どおよび， 後7の代わりに次式で定義される亘μ，また結果の整理にさいして，

で述べる理由で各き裂を直径とする仮想、の円〈図4.1(a)， (b)の破線〉が全領域に占

める割合(面積率)を示すノミラメータfを用いた.

b _ 1 μ=で= y ... 

(4.3) 

ç= μ b  一一
1+μ b+c 

f=き裂包絡円の面積率

ー・rca2 _ lC ，2 
2bc 2

'" r 

き裂中央の無次元開口変位計算した物理量はき裂先端の無次元応力拡大係数FI'

Dおよび引張剛性係数Cで， これらは次式(4.4)--(4.6)で定義される.

FT= 
σdπα 

無次元応力拡大係数 (4.4) 

(4.5) 

D= 主
�o 

φ=き裂中央の関口変位

φ。=単一き裂の場合のき裂中央の開口変位

一σ(1(+ l)a 
2G 

無次元関口変位

f一
ん

C
 

引張剛性係数

E =き裂群がある場合の平均の縦弾性係数

(4.6) 

Eo=き裂群がない場合の縦弾性係数

{! 何力)
E / (1 - v2) (平面ひずみ)
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表4.1 精度の検討例(問題(a) ; c / b = 2， a / b = 0.8 ) 

N F1 φ/争。 E*/E。
8 1.5525 1.4191 0.4081 

16 1.5577 1.4297 0.40.54 

24 1.5577 1.4298 0.40.54 

32 1.5577 1.4300 0.4052 

ここにEは母材の薄板試験片で測定 した縦弾性係数， νはそのポアソン比である.

本解析による数値結果の精度は， 領域外周の 分割数を増す ときの値 の 変 動を調 べ

ることによって推定することがで きる. 表4.1は， 問題(a)でc/ b = 2， a / b = 0.8 

の場合について， 正方形単位領域を用い分割j数Nを8，16，24，32 として得た解析

値である• Fl， φ/φoとE./Eoの値はNの増加とともに極めて良い収束を示し

ている. 以下に述べるすべての結果はN与20，30，40 として行なって得た値を比較

して正確さを確かめてある.

4.3.2 数値計算結果

(a)， (b) の両問題についてパラメータγ， えの種々の組合せについて計算を行な

い， 結果を横軸にえ=a/b あるいは面積率fをとり， r =c / bをノミラメータとし

て 図4.2.(a) �図4.5(b)にそれぞれ実線で 示した. 図4.2はFr， 図4.3はφ/φ0，

図4.4 と図4.5は E'/Eoの結果で， 図番に付した (a) ，(b) はそれぞれ長方形配置

き裂群， 千鳥配置き裂群を示す. なおFl の値を表4.2(a)， (b)に， E*/Eoの値を

表4.3(a)， (b)に与えてある.

まず最も重要な無次元応力拡大係数 Flに対する 図4.2(a)， (b)について述べる.

特にc/b→∞の極限で， 両問題の Fr はし、ずれも一列周期き裂群に対する次の結果

に収束する(2， 1) 

(FI)cい (4.7) 

しか しc/b の変動によるFl の変動 は両問題でかな り異なる. すなわち問題(a)で

はc/bの減少とともに曲線群は下降するのに対 して， 問題(b)ではc/bの減少と
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ともに斜め方向の き裂同士の干渉によって曲線群は急激に上昇する.またc/bが

小さくなければえの増大とともにFrも単調に増大するが，c / bが小さい場合は え=

0.65 の付近でF1は極大値をとり，それより大きいえではかえって減少する.そし

て，さらにえが増すとF1は再び増大してえ→1のとき無限大に発散することになる.

このことは次のように説明される.すなわちえがある値以下では， えの増大ととも

に斜め方向に位置する き裂同士の干渉によってF[が増大するが，c / bが小さくて

えがある程度大きくなると，き裂先端がその上下にある き裂の陰に入るためFIが

逆に減少する.そして，さらにえが増すと，横方向に並ぶき裂聞の断面の減少によ

り再びF[が増大すると考えられる.

次に無次元関口変位φ/φoの曲線群〈図4.3(a)，(b))は，F1の図4.2(a)，(b) 

と似た傾向を示す.但し図4.3(b) の曲線群は図4.2(b) のそれらのように極大値をも

たず，φ/φoはえが増すとともに単調に増大する.これは関口変位として き裂の

先端付近ではなくその中央における値を考えており，この中央点はえが大きくても

上下の き裂に妨げられ ることなく引張応力にさらされるためと考えられる.なおc

/b→∞の極限で両問題のφ/φoはー列周期き裂群の結果に収束する.これはそ

の場合の複素応力関数から次のように求められる(2. 1) 

、1l111111j
A

2一
紘一

2

村一
明fIIIlBItt\

 

σb

 

0

 

2一
品

φ一
向 (4.8) 

最後に き裂群の存在による縦弾性係数の低下を表わす無次元値C=E‘/Eoにつ

いて述べる.図4.4(a)，(b) からわかるように，いずれの問題でもc/b→∞〈ー列

周期き裂群〉のときはえに関係なく1であり， c / b の減少とともに曲線は低下する.

その低下の程度はc/bが大きいときは両場合であまり異ならないが，c / bが小さ

くなるに従って，千鳥配置の場合の低下が著しくなる.そしてc/b→Oの極限では

両図に示す直線となり，次式で与えられる.

1-λ (長方形配置き裂群)

(長t /b→o
=

1-2λ(λ:s 0.5)， 0 (λ� 0.5) 
(千鳥配置き裂群)

(4.9) 
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さて ， この縦弾性係数の低下は， 力の流れがき裂によって妨げられる程度に密接

に関係する筈である. すなわちき裂があると ， その上下の ある範囲では力が流れ難

いの で ， 最も簡単に各き裂を直径とする円(図4.1(a)， (b)の破線〉の内部が近似的

に死領域になると仮定すれば ， E./Eo は第4章の円孔群をもっ無限体の引張りと似

た挙動を示すことが予想される. ところで前章の千鳥配置円孔群の場合のE*/ Eo 

は， 円孔の面積率fをノミラメータにとるとよくまとまることがわかった. そこで今

のき裂群の場合についても， 各き裂を直径とする円(包絡円)を仮定してそれらの

円が全領域に占める割合をfとし ， 図4.4(a)， (b)の横座標a/bの代わりに fをとっ

てE* / Eoを示せば図4.5(a)， (b)を得る. 千鳥配置き裂群の場合の図4.5(b)を図4.

4(b)と比較すれば明らかなように ， 曲線群はc/bにあまり関係なく狭い範囲にま

とまっており ， E./Eoとfの聞の3郎、相関が認められ ， その程度は前章の千鳥配置

円孔群の場合(図3.14(b) )より著しい. 千鳥配置き裂群を実際にランダムに分布

するき裂群のモデルと考えることがしばしば行なわれている(3， 4) 従って上の事実

は実際のき裂群の場合も ， E./Eo が統計的な意味で近似的に包絡円面積率fだけ

の関数と考えてよいことを示唆するように思われる.

106 



2.0 

F1 

1.5 

1.0 

。も

工宣f
サ出

0.2 0.4 

Analysis 

一一一一 Eqn .(4 . 1 0)

0.6 、 a 0.8 
・ ーバ b

図4.2(a) FIとc/b， a/bの関係(長方形配置き裂群)

3.0 

モ宇3ーートードヨ.1

2.5トキ庁| Ic I 

2.0 ト

1.5 

1.0 
0 

Analysis 

一一一一 Eqn . (4 . 1 4)

0.2 0.4 

1 

タ�I 、

0.6 '\ _ a 0.8 
" b 

図4.2(b) F[とc/b， a/bの関係(千鳥配置き裂群)

107 



1.5 

nυ
 

広wz一

-Awa

c Ib'"∞ 
2.0 

c/b=1.6 

1.0 

Analysis 

0.5 
0 

、‘，，，
-

4Ei
­

噌EA
-
•

 
A『
一

〆，'、、
­
•

 
n
一

h向 且
」

ω

一

一

一

一

一

一

一

一

0.4 0.6 '\ _ a 0.8 . _ b 

図4.3(a) φ/φ。とc/b， a/bの関係(長方形配置き裂群)

3.0 

金
φ。

Analysis 

2.0ト 一一一一 Eqn .(4 . 1 5)

1.5 

0.2 0.4 0.6 '\ _ a 0.8 一 一一 b

図4.3(b) φ/φ。とc/b， a/bの関係(千鳥配置き裂群)

108 



1.0 

E掌
E。

0.8 

0.6 

0.4ト 工E
1_ �b .1 

tσ 

Analysis 

一一一一 Eqn . (4 . 12)

。
。 0.2 

c/b+∞ 

0.4 0.6 "\一-一o 0.8 
b 

図4.4(a)E
e

/Eoとc/b， a/bの関係(長方形配置き裂群)

1.0 

E本

E O 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

。
。

一一一一 Analysis

一一一一 Eqn .(4 . 16)

0.2 0.4 

c/b+∞ 

司2一一 「中仁

寸官「十-t
勺司τi十岸上

ヌ

0.6 "\ _ 0 0.8 .. b 

図4.4(b)E
.

/Eoとc/b， a/bの関係(千鳥配置き裂群)

109 



1.0 
+ 0 

本

O

E一
E

to 

0.5 

Analysis 

一一一一Eqn.(4.13)

。
。 0.2 0.4 0.6 0.8 f 1.0 

図4.5(a)E.
/Eoとc/b， fの関係(長方形配置き裂群)

1.0 

* E 

t 0 

E。

Analysis 

一一一一Eqn.(4.17)

。
o 0.2 0.4 0.6 0.8 f 1.0 

図4.5(b)E
.

/Eoとc/b， fの関係(千鳥配置き裂群)

110 



表4.2(a) 無次元応力拡大係数Fl (長方形配置き裂若手， 図4.2(a))

α/b 
0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 。。

0.0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 

0.1 0.966 0.984 0.993 0.997 1.000 1.002 1.003 1.004 

0.2 0.900 0.948 0.977 0.993 1.003 1.009 1.012 1.017 

0.3 0.853 0.922 0.967 0.995 1.013 1.024 1.031 1.040 

0.4 0.847 0.923 0.977 1.014 1.038 1.058 1.062 1.075 

0.5 0.886 0.962 1.019 1.059 1.086 1.103 1.113 1.128 

0.6 0.977 1.0.50 1.104 1.142 1.168 1.184 1.194 1.208 

0.7 1.140 1.206 1.252 1.283 1.303 1.316 1.324 1.336 

0.8 1.430 1.480 1.511 1.532 1..54.5 1.553 1.558 1.565 

表4.2(b) 1m次元応力拡大係数Fl (千鳥配置き裂群， 図4.2(b))

c/b 
α/b 

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.2 1.4 1.6 2.0 。。

0.0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 

0.1 1.017 1.022 1.023 1.022 1.020 1.018 1.014 1.010 1.008 1.005 1.005 

0.2 1.089 1.101 1.101 1.094 1.084 1.073 1.053 1.040 1.031 1.022 1.017 

0.3 1.272 1.274 1.254 1.223 1.191 1.162 1.116 1.086 1.067 1.049 1.040 

0.4 1.666 1..585 1.492 1.405 1.332 1.273 1.192 1.144 1.115 1.089 1.075 

0.5 2.273 1.981 1.757 1.591 1.470 1.383 1.271 1.210 1.175 1.144 1.128 

0.6 2.727 2.234 1.914 1.705 1.564 1.468 1.3.5 1 1.289 1.254 1.224 1.208 

0.7 2.744 2.223 1.923 1.740 1.623 1.544 1.450 1.400 1.373 1.348 1.336 

0.8 2.49 2.12 1.92 1.809 1.738 1.691 1.634 1.604 1.588 1.572 1.56.5 
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表4.3(a) 引5長剛性係数E
*

/Eo (-.長方形配置き裂ltr.， 図4.4(a))

α/b 
。 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 2.0 3.0 4.0 C幻

。 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 

0.1 0.900 0.963 0.970 0.975 0.978 0.981 0.984 0.990 0.992 1.000 

0.2 0.800 0.877 0.894 0.907 0.918 0.927 0.940 0.956 0.969 1.000 

0.3 0.700 0.776 0.797 0.816 0.834 0.849 0.873 0.911 0.932 1.000 

0.4 0.600 0.673 0.694 0.716 0.736 0.756 0.790 0.848 0.881 1.000 

0.5 0.500 0.572 0..592 0.613 0.635 0.657 0.698 0.773 0.819 1.000 

0.6 0.400 0.471 0.491 0.512 0..534 0.557 0.602 0.689 0.7，17 1.000 

0.7 0.300 0.372 0.392 0.413 0.435 0.458 0.504 0.599 0.665 1.000 

0.8 0.200 0.274 0.29.5 0.316 0.338 0.361 0.405 0.501 1.000 

表4.3(b) 引張剛性係数E
*

/Eo (千鳥配置き裂群， 図4.4(b)) 

α/b 
。 0.5 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 2.0 3.0 4.0 00 

。 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 

0.1 0.800 0.940 0.961 0.969 0.974 0.978 0.981 0.984 0.990 0.992 1.000 

0.2 0.600 0.786 0.853 0.881 0.901 0.91.5 0.925 0.9.10 0.959 0.969 1.000 

0.3 0.400 0.586 0.697 0.751 0.791 0.820 0.841 0.871 0.911 0.932 1.000 

0.4 0.200 0.378 0.523 0.603 0.663 0.706 0.739 0.785 0.847 0.881 1.000 

0.5 。 0.206 0.369 0.463 0.535 0.590 0.631 0.690 0.772 0.819 1.000 

0.6 。 0.107 0.256 0.349 0.423 0.481 0.525 0..591 0.689 0.747 1.000 

0.7 。 0.064 0.184 0-.264 0.330 0.384 0.427 0.493 0.598 0.665 1.000 

0.8 。 0.04.5 0.138 0.200 0.253 0.298 0.336 0.396 0.501 1.000 



4.3.3 FI' φ/φo， E
.
/Eoの計算式

以上の数値計算結果に良く適合する計算式を求めることを考えた. そのさいFIと

φ/φo は， c / b→∞に対応するー列周期き裂群の結果(4.7)， (4.8) に補正項を加

えた形で表わすこととし， 補正項をべき級数として求める. そのためパラメータ7

=c/bの代わりにその逆数μ=b/cを用いることとし， 解析値に最小二乗法を適

用してこれらの量をμ， えのべき級数として表わした• E /Eoについても上と同

様にμ， えのべき級数で表わしてみたが， 特に c/bが小さい場合の精度が十分で

なかった. そこで， 試行錯誤によりμの代わりにど=μ/( 1 +μ)を用いるとよい

ことがわかったので， E
'
/Eoだけはどとえのべき級数として与えた. また千鳥配

置き裂群については， E
.
/Eoとfの聞の3郎、相関(図4.5(b) )を考えて， これを

μ， fによる級数でも表わし， 代表的なc/ b =1 の場合の特別な表示も与えた.

得られた計算式は次のようになる. なおこれらの諸式の末尾括弧内に示した「平

均誤差」は， 解析値と式による値の相対誤差(%)の平均値であり， 式の正確さの

目安となる.

( a ) 長方形配置き裂群

( 2 ��_ TC.λ を 2 __ r = (-tan- i +λ μ0.217 + 0.167μ-2.755μ2 
\πλ 2 J 

. - .- l 

+λ(1.254-7.020μ+ 10.300μ2 ) 

+λ2(-1.957 + 8.760μ-8.935μ2 ) ] 
(平均誤差0.4%)

r 1 +sin nÅ "\ 
φ 2 . … l - 21 

φ。 π入 (;;1 \ rvV'主主 ! 
\ --- 2 J 

+ λ2μ [-0.697 + 4.893μ-9.662μ2+ 3.0勾3

+λ(0.949 -4.169μ+ 3.377μ2+ 2.802μ3) 

+λ2( -0.332- 0.388μ+ 5.816μ2_ 5.947μ3) ] 
(平均誤差0.2%)
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( 4.10) 

( 4.11) 



ま=1 +刈-4.477 + 6.136 ç -20凶ç2

+ λ(13.494 -85.014 ç + 127.33 ç2 )  

+λ2(-29.629 + 144.97 ç -81.274 ç2) 

+λ3(16.433 -0.723 ç -232.07 ç2) 

+λ4(-0.128 -62.149 ç + 213.20め]

(平均誤差0.2%)

ま=1+f( -1.980 -0町+ 0.395ど)

+ f2 (0.650 + 6.323 ç + 5.131 ç2 ) 
+ f3(-7.019 + 18.480 ç -50.903 ç2) 
+ [4(26.079 - 95.029 (; + 129.76 (;2) 
+ f5(-23.134 + 87.591 ç -99.941 [;;2) 

(平均誤差0.3%)

(b) 千鳥配置き裂群

( 2 '"�_ Jr.λlt 2 r FI=( ztanτ) � +λ μL -1.080 + 3.761μ-1.354μ2 

+λ(0.224 + 1.428μ-3.411μ2) 

+λ2い.923 + 1.521μ+ 17.642μ2) 

+λ3 (23.351 -45.083μ-9.849μ2) 

+λ4 (-17.959 + 42.526μ-5.103μ2) ] 
(平均誤差0.8%)

(4.12) 

( 4.13) 

(4.14) 



f 1 ・�!_ Jは\一一…ー・

乏= 之 IOl! ' - • ----
2 

\ 

φo :rcÀ � \ … πλ l - 一一 ・

\ 2 J 

+ λ2μ[ -1.234 + 4.301μ一1.735μ2

+λ(3.558 -10.460μ+ 5.190μ2) 

+λ2 ( _ 24.865 + 73.096μ-36.571μ2) 

+λ3 (52.175ー163.22μ+92.372μ2) 

+λ4 (
_ 31.087 + 101.26μ-62.386μ2) ] 

(平均誤差1.1%)

長=1+六[ -2.328 -12.932 t; + 31開ご-43.282 t;3 

+ λ(-1.773 + 39.006 t; - 164.46 t;2 + 181.25 t;3) 

+λ2(-60.515 + 451.66 C - 979.39 ，2 + 718.99 C3) 

+λ3(153.51-1234.4 t; + 3045.4 t;2 - 2374.4 ，3) 

+λ4(-100.76 + 824.04 ，-2087.9 t;2 + 1632.1 t;3) ] 

(平均誤差0.1%)

ま=1 + [( -2.092 + 0市t;-1.707 t;2 + 1.283ど)

+ [2←4.623 + 59.460 t; -156.24 t;2 + 125.72 t;3) 

+ [3(-0.893 - 44.552 t; + 191.21 t;2 -198.59 t;3) 

+ [4(3.279 + 4.174 t; -85.586 t;2 + 122.97 t;3) 

+ [5(-0.101 + 0.483 t; + 15.421 t;2 -29.647 t;3) 

(平均誤差0.1%)

( 忠 / 
b = 1 = 1 一 1 州+ 1.59別州95町5ηfμ 附

+ 2.395[5一0.699[6 (平均誤差0.0ω2%)

( 4.15) 

( 4.16) 

( 4.17) 

( 4.18) 

(4.10) �(4.17)による結果を図4.2(a) �図4.5(b)に破線で示してあり， 解析値

と極めて近い値を与えることがわかる. また千鳥分布き裂群の場合はc/bに関係

なくc/ b = 1の場合の式(4.18)を用いても実用上十分正確である.



4.4 結 論

長方形配置(a)及び千鳥分布配置(b) のき裂群をもっ無限休の引張りについて，

適当な単位領域を考え， 合力と変位による境界条件を用いて精度良く 解析した. き

裂の大きさおよび横方向と縦方向の間隔の種々の組合せについて数値計算を行ない

無次元応力拡大係数F1， き裂中央の無次元開口変位φ/φo及びき裂群をもっ弾性

体の剛性係数 E
.
/Eoを求めた. き裂が引張方向に密になるに従って， 長方形配置

き裂群の場合の応力拡大係数と開口変位はいずれも単調に減少するが， 千鳥配置き

裂群の場合は斜め 方向のき裂同士の干渉によってこれらの値が噌大する. 引張剛性

係数 E
.
/Eoは， き裂密度が同じ場合， 長方形配置き裂群より千鳥配置き裂群の方

が低くなる. また千鳥配置き裂群の場合のE
.
/Eoは， パラメータの広い範囲で近

似的にき裂包絡円の面積率fだけの関数と考えてよい. これは実際のランダムな

き裂群の場合もE
'
/Eoが統計的な意味で近似的にf だけに依存することを示唆す

るように思われる さらに F1， φ/φo及び E
.
/Eoの解析値に良く適合する計算

式をべき級数の形で与えて， パラメータの任意の組合せに対する 結果が精度良く求

められるようにした. 以上の結果は平面応力と平面ひずみに関係なく， E， νなどの

弾性定数にも無関係で、ある.
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第5章 長方形配置及び千鳥配置のだ円孔群やだ円形介在物群をもっ

無限休の引張り

5.1 緒 言

本章では， 長方形配置及び千鳥配置のだ円孔群やだ円形介在物群をもっ無限休の

引張りを解析する.

だ円孔群の解析には， だ円孔縁自由条件を満たすLaurent展開法と第3章で用い

たと同じ合力と変位に基づく境界分割法を組合せて行なった だ円形介在物群の解

析には体積力法を用いた. だ円孔やだ円形介在物の形状・大きさおよび介在物と母

材の剛性比の種々の組合せについて計算し， だ円孔縁応力および弾性体の引張剛性

に及ぼすだ円孔やだ円形介在物の影響について検討した. さらにそれらの結果に精

度良く適合する計算式を与える.



5.2 だ円孔群の場合

5.2.1 解析方法

本節では次の二つの問題を解析する.

(a)長方形配置のだ円孔群をもっ無限体の引張り(図5.1(a))

(b)千鳥配置のだ円孔群をもっ無限体の引張り(図5.1(b))

両問題を通じてだ円孔の主軸長を2a，2b，主軸(長さ2a)の端の曲率半径をp

とし だ円孔の一つの中心に原点、をとった座標系Oxyを図のように定める. それぞ

れの場合について，x方向およびy方向のだ円孔の間隔を与えるパラメータc，dを

図5.1(a)， (b)のように定め， y方向に作用する平均応力をσとする.

解析には第3章と同様に適当な単位領域を考え， x ，  y岡市111に関する応力状態の対

称条件およびだ円孔縁の境界条件を完全に満たす複素応力関数を導き， その中の未

知係数を単位領域外周の境界条件から定める方法をとった. この単位領域としては

第3章の諸問題と同様に問題(a)では長方形領域ODHKOを用い， 問題(b)では三

角形領域ODFOを用いた.

まずこれらの解析領域に適合する複素応力関数として次のLaurent展開を仮定す

る(1. 2) 

q;(z) =互 い2n Z-21
，-l + M 21， z21t+l 

ψ(z) = - DO log z +ζ(DDH2z
-2n-2+KDIZM 

(5.1) 

式中の展開係数はすべて実数であり， またこれらはx，y両軸に関する対称条件を満

たしている.

複素応力関数のLaurent展開がだ円孔を自由縁とする場合に， 係数聞に成立つ関

係が石田によって求められており〈1.2〉， この条件を書くと次のようになる.

D211 =主a21'+勾+2(pf;;<2P + Rr� 2p) 

Gμ=-ゑa211ゆ+2(QZK2p+SZM 2p) (5.2) 

ここに， 右辺の係数PZ 等はだ円孔の形b/a (= JP!玄) の関数である



K IH 

図5.1(a)問題(a) :長方形配置のだ円孔群

」

図5.1(b)問題(b) :千鳥配置のだ円孔群
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以上の関係により， 未知係数はM 2Jp K2JJだけとなる. そしてこれらの未知係数

を単位領域外周の境界条件から定める. しかし 境界条件を辺上のすべての点で・完

全に満たすことは不可能なので， 第3 章と同様に合力と変位に基づく境界分割法 (3，
4， 5)を適用した.
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5.2.2 計算結果

5.2.2.1 精度の検討

計算結果にはa， b， c， dの比だけが関係するので， 無次元ノミラメータとして次の

μ，んεを用いた.

E= 2 = JZ (5.3) 

μ，人εの種々の組合せについて計算を行ない， 各場合について， だ円孔縁に沿

う接線応力σtの分布とその最大値及び次式で定義される引取剛性係数Cを求めた.

c=ま=引張剛帥数

E8=だ円孔群がある場合の見かけの縦弾性係数

Eo=穴のない弾性体の見かけの縦弾性係数

={� 叩力)

E / (1 - V2) (平面ひずみ)

ここにEは母材の薄板試験片で測定した縦弾性係数， V はポアソン比である.

(5.4) 

本解析による数値結果の精度は， 領域外周の分割数を増すときの値の変動を調べ

ることによって推定することができる. 表5.1は， 問題(a)でc / d =0.5， a / c =0. 

8， P / a =0.25の場合について長方形単位領域を用い， 分割数Nを8，16，24，32

として得た解析値である. なおOAは図5.1(a)に示す引援方向に直角な孔刺!端Aの

表5.1 正方形配置だ円孔群の精度検討伊IJ (c / d = 0.5， 

a / c = 0.8， P / a =0.25， 長方形単位領域使用 )

N σA/σ E*/E1。

8 7.9465 0.3533 

16 7.9251 0.3535 

24 7.9251 0.3536 

32 7.9251 0.3536 



接線応力である. σA/σとE
.

/Eoの値はNの増加とともに極めて良い収束を不

している.

本法によれば， 図5.1(a)， (b) に示す穴の横方向および縦方向間隔c， dを自由に

とることができるが， 以下で、は問題(a)についてμ(= c / d ) = 0.5の正方形配置お

よび問題(b)についてμ(=c/d)=lの千鳥正方形配置を解析する. なお計算結

果は， 先に述べた理由によりN与20，30，40として行なって得た値を比較して正確

さを確かめた.

5.2.2.2 だ円孔無次元応力とその計算式

問題(a)では最大応力amaxは引張方向に直角な主軸端A (図5.1(a))に生ずる.

方， 問題(b)では最大応力σmaxは計算した多くの場合， 点A(Ð = 00 )に生ずるが，

ある範囲のp / a，λでは斜め方向の穴同士の干渉によって点Aから離れた位置B(Ð

*00 )に生ずることもある. その場合の例を図5.2に示す.

c/d = 1 

P/a = 0.5 

λ= 01 c 

図5.2問題(b) :μ=1のOt/Oの分布



これらの応力σA' σB の無次元表 示としては， 第2章の場合と同様に， 円孔か

らき裂を含む穴の形の全範囲で有限値を与える次の無次元応力SA， SBを用いた.

S 
UA Sn σB 

一 、 一Aー っ:;:-， L.J ß 
Uo ' � σ。

σ。= 無限板にだ円孔が一個 の場合の最大応力

=σ (1+2[f) =a (1+2� )  (5.5) 

SA， SBは応力σA， σB が他の穴の存在によって1個の場合の何倍となるかを表

わす干渉効果係数に相当する.

穴が細長くなった極限にあたるき裂の場合， aA， σB とσoは同位の無限大と

なるので ， SA' Sßは有限確定値となる. そして， これらは き裂先端Aにおける

次の無次元応力拡大係数に一致する.

(川九叫叫)ルレp戸J→
， σþ( ;rca 

(5.6) 

そしてSA， SBの大きい方を取って得る無次元応力をSmaxとした. すなわち次

式を得る.

Smax = max( SA ， Sn) (5.7) 

数値計算は， 問題(a)の正方形配置μ( = c / d ) = 0.5ではp/α=0 (き裂)， 0.2， 

0.4， 0.5， 0.6， 0.8， 1.0 (円孔)， 1.5， 2.0， 4.0と0.1間隔のλのちの組合せについ

て， 問題(b)の千鳥正方形配置μ( =c/d)=1ではp/α=0 (き裂)， 0.2， 1/3， O. 

4， 0.5， 0.6， 0.8， 1.0 (円孔)，1.5， 2.0， 3.0， 4.0と0.1間隔のλの67 の組合せにつ

いて計算を行なった.

(5.5)， (5.6)， (5.7)から求めた問題(a)， 問題(b)の無次元最大応力Smaxを表5.2(a)，

(b)に示す. なお表5.2(b)は右下の破線内がSBであり， 他はSAである. そして

表中の( )は最大応力を生ずる位置Bの角度。が示しである.

図5.3(a)， (b)はこうして得た問題(a)， 問題(b)のSmaxについてλ を杭軸にとり

p/αをノミラメータとして太い実線で描いたものである. 図5.3(b)の細い央線は SB

> SAとなる範囲におけるSAを示している.



表5.2(a) Smaxの値(正方形配置だ円孔群;μ=0.5 ) 

α/c 
。 0.2 0.4 0.5 0.6 0.8 1.0 1.5 2.0 4.0 

0.0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 

0.1 1.003 1.001 1.001 1.001 1.000 1.000 1.000 0.999 0.999 0.997 

0.2 1.012 1.007 1.005 1.004 1.003 1.002 1.001 0.999 0.998 0.99/1 

0.3 1.031 1.019 1.016 1.014 1.013 1.011 1.010 1.008 1.006 1.008 

0.4 1.062 1.045 1.040 1.039 1.038 1.037 1.036 1.037 1.041 1.06.5 

0.5 1.113 1.090 1.087 1.086 1.087 1.089 1.093 1.106 1.121 

0.6 1.194 1.166 1.168 1.172 1.177 1.189 1.203 1.239 1.276 

0.7 1.324 1.296 1.319 1.335 1.351 1.386 1.421 1.502 1.574 

0.8 1.558 1.563 1.657 1.706 1.753 1.843 1.924 2.097 

表5.2(b) Smax の値(千鳥正方形配置だ円孔群;μ=1)

。 0.2 0.4 0.5 0.6 0.8 1.0 1.5 2.0 3.0 4.0 

0.0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 

0.1 1.018 1.024 1.026 1.027 1.028 1.029 1.031 1.033 1.037 1.041 1.047 1.0.52 

0.2 1.073 1.097 1.106 1.110 1.115 1.120 1.130 1.139 1.160 1.179 1.217 1.253 

0.3 1.162 1.218 1.240 1.250 1.265 1.280 1.309 1.339 1.413 1.489 1.640 1.772 

0.4 1.273 1.365 1.411 1.434 1.470 1.508 1.588 1.677 1.921 2.177 2.641 3.007 

0.5 1.383 1.491 1.572 1.619 1.699 1.789 i 2.019 2.335 3.285 4.383 

I (110 ) ( 170 ) (230 ) (260) 

0.6 1.468 1.546 1 669 ( 1 789 2 111 2m 3側 5.238 14.98 

I ( 90 ) ( 150) ( 180 ) (240) (270) (330)  

( ):最大応力を生ずる位置。の値.
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2.0 

1.5 

Smax = SA -一一一- Analysis 
-ー一一Eqn.(5.8)Smax 

rL円L

1.0 
0 0.2 0.4 0.6 ^-=旦0.8

C 

図5.3(a)問題(a) (正方形配置だ円孔群〉

Smaxとp / a， λの関係

3.0 

一一一一- SA 

Smax = max(SA， SB) 

Smαx I 一一 Smax

2.5ト一一Eqn.(5.9.1)

一ー- Eqn.(5.9.2) 

2.0 1 1 I I1 1 上 + 0 

1.5 

1.0 
0 0 .2 0.4 0.6 ^-=立0.8

C 

図5.3(b)問題(b) (千鳥正方形配置だ円孔群)

Smaxとp / a， λの関係



さて問題(a)の無次元最大応力SmaxはSAで与えられる. そして各曲線はλの増

大でほぼ単調に増大し， λ→1の極限で発散する.

問題(b)ではSmaxはλの広い範囲でSAで与えられ， 各山線はλの増大で単調に

増大する. しかし， λの大きいところではある範囲のp/aに対して 斜め方向の穴

同士の干渉が大きくなり， Smaxはp/α で異った発散傾向を示す. すなわち， 0 

壬p/ a < 1/3では図5.4(i)に示すようにλ→1で横方向の穴と接触する. この場

合のSmaxはSAで与えられ， λ→1の極限で発散する. 1/3くp/ a <3では図5.

4( ii)に示すようにλ→ JE2 
+ 1 / (2E)で斜め方向の穴と接触する. λが0.4，_ O. 

5付近から斜め方向の穴との干渉が大きくなり， SmaxはSßで与えられる(図5.2) . 

この場合のSmaxは λ→ JE2 + 1 / (2E) の極限で発散する

さらに ，p / a >3では図5.4(泌)に示すようにλ→l/Eで上下方向の火と接触す

る. しかし計算したp/ a，λの範囲ではSmaxはSAである.

さて問題(a)， 問題(b)の解析結果から最小二乗法を用いて， E，λのベキ級数表

示によるSmaxの計算式を求めた. その際， 問題(b)では図5.3(b)の結果を考慮、して，

p / a s 1/3とp/a 注1/3で異なる式で表わした. なお各式の末尾括弧内に解析

値と式による値の差の平均値を付記しである. 結果は次の通りである.

く 〉

く 〉

(i) 0孟p/a < 1/3 (ii) 1/3くp/a < 3 (iii) p/a > 3 

図5.4問題(b) :だ円孔が接触する極限



問題(a) :正方形配置(μ= 0.5) 

Smax=1+」乙I 0.2757 -0.4126E+ 0.1302E2 -O.0376E3 
1 - λt 

+λ(-0.2764 + 1.1465 E-1.4701山0.5137E3) 

+λい7736-2.5802 E + 6.9170 E2 -2.2693 E3 ) 

+λ3(-1.0006 + 3.7412 Eー11.9176E2 +4.4548什

+λて0.3349- 2.2530E + 7.6266E2 -3.2603ε3) ] 

(平均誤差0.05%)

問題(b) :千鳥正方形配置(μ= 1) 

p / a � 1/3について

Sm:lx= 1 + -4 ÂこI 1.8169 + 1.0436E + 0.5876 E2 
川“ 1- λt

+λ(-2.1638 + 1.1838 E -6.2676什

+λ2( 3.8925 - 9.3537 E + 35.7642 E2) 

+λ3(-12.7934 + 3.9338ε- 56.6534 E2 ) 

+λ4( 10.5138 + 1.9845 E + 31.5175 E2)] 

(平均誤差0.04%)

p/a 注1/3について

Smax= 1 +
λ2

1 1.7170+1.3916E+0.2840E2 

1----.1E λ t 

J E2 + 1 

+ λ(-1.6954 - 0∞39 E- 6.7001 E2) 

+λ2( 36.2512 -83.2978 E + 80.8250 E2 ) 

+λ3(-138.479 + 306.085 E- 254.227 E2) 

+λ4( 129.517 - 298.641 E + 246.157 E2)] 

(5.8) 

(5.9.1) 

(平均誤差0.6%) (5.9.2) 

(5.8)による結果を図5.3(a)に破線で， (5.9.1)， (5.9.2)による結果を図5.3(b)

に点線と破線で示しており， 解析値と良く一致している.
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5.2.2.3 引張剛性係数とその計算式

表5.3(a)， (b)は， 前節と同じp/ a， λ の組合せについて求めた引張剛性係数C

=E./Eoを示したものである.

図5.5(a)， (b)はこうして得たE./Eo をλを横軸に取りp/a をノミラメータとし

て描いたものである. 両問題ともp/a が大きくなると曲線群は低下し， その低下

の程度は千鳥配置の場合の低下が著しい.

さて， この縦弾性係数の低下は， 力の流れがだ円孔によって妨げられる程度に密

接に関係する筈である. すなわち領域内に穴が存在する場合の力の流れは， だ円孔

面積とその周辺のデッドゾーンの面積に依存すると考えられる. そこで， だ円孔群

が領域全体に占める面積率をf， デッドゾーンの而積率をqとし， 両方の和で表わ

されるパラメータを有効面積率んとする. だ円孔面積率fは一般に閉じた形で表わ

すことができる. しかしデッドゾーンの面積率qを閉じた形で表わすことが困難で

あるため， 表5.3(a)， (b)の解ヰ斤値をもとにE とえのべき級数で表わした. その際，

第4章で述べたように p/a→o (き裂 ) ではqとしてき裂包絡円面積率を川いる

ことが最も有効で・あったので， これを満足する形で与えた. そして曲線群が き裂群

の結果に最もまとまるようにべき級数の係数を試行錯誤によって定めた. 結果は問

題(a)， (b)で以下の通りである.

問題(a) :正方形配置(c / d =0.5) 

兵=f+q

f=?λ2ε 

2 ( 1 1，. 1 '1 2，.2、q= 互λ ( 1 - � E 一一 ) 4'.'- 2 � 4 ノ

問題(b):千鳥正方形配置(c / d =1 ) 

ん=f+q

f=?λ2E 

q= 主λ2( 1 _!E + 5λ3 E2) 2 ，. ， - 2 ノ

(5.10) 

(5.11) 



表5.3(a)
調除

種々のp / a， a / c に対するC=E ' /Eoの値

(正方形配置だ円孔群;μ=0.5 ) 

ρ/α 
。 0.2 0.4 0.5 0.6 0.8 1.0 1.5 2.0 4.0 

0.0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 

0.1 0.984 0.981 0.980 0.979 0.979 0.978 0.977 0.975 0.974 0.970 

0.2 0.940 0.928 0.923 0.921 0.920 0.917 0.914 0.908 0.903 0.889 

0.3 0.873 0.850 0.842 0.838 0.835 0.829 0.821 0.814 0.806 0.782 

0.4 0.790 0.758 0.746 0.741 0.737 0.729 0.722 0.709 0.698 0.670 

0.5 0.698 0.660 0.645 0.639 0.634 0.625 0.617 0.601 0.589 

0.6 0.602 0.560 0.543 0.537 0.531 0.520 0.512 0.19.5 0.483 

0.7 0.504 0.461 0.442 0.434 0.428 0.416 0.407 0.389 0.376 

0.8 0.405 0.360 0.338 0.330 0.322 0.310 0.300 0.282 

表5.3(b)
* 

種々のp / a， a / c に対するC=E / E。の値

(千鳥正方形配置だ円孔群;μ=1)

p/α 
。 0.2 0.4 0.5 0.6 0.8 1.0 1.5 2.0 3.0 4.0 

0.0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 

0.1 0.969 0.962 0.960 0.959 0.958 0.957 0.955 0.954 0.950 0.947 0.942 0.938 

0.2 0.881 0.855 0.848 0.844 0.840 0.836 0.829 0.822 0.809 0.797 0.778 0.762 

0.3 0.751 0.699 0.684 0.677 0.668 0.659 0.644 0.631 0.602 0.578 0.542 0.517 

0.4 0.603 0.526 0.501 0.490 0.475 0.461 0.436 0.414 0.370 0.337 0.298 0.278 

0.5 0.463 0.368 0.335 0.320 0.299 0.279 0.245 0.216 0.164 0.132 

0.6 0.349 0.245 0.204 0.185 0.160 0.137 0.100 0.072 0.028 
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図5.6(a)， (b)はE / Eo を問題(a)，問題(b)についてそれぞれ(5.10)， (5.11)で

与えられる ん を横軸に取って示した ものである. 両問題ともρ/a に関係なく非常

に狭い範囲に まとまって お り， (5.10)， (5.11)で与えられるパラメータfeがだ円

孔群の引張剛性係数について有効であることがわかる. なおp/a = 1 (円孔〉の場

合には最も簡単に面積率fだけ をノミラメータとす ることも有効である〈図3.14(a)，

(b) ) . 

以上の引張剛性係数E./Eoについてe，λのべき級数で表わした. またE'/Eo

とんの 間の関係(図5.6(a)，(b) ) を考えて， これをんだけによる級数でも表わし

fこ.

得られた計算式 を以下に 示す. なおこれらの諸式の末尾括弧内に示した「平均誤

差Jは， 解析値と式による値の相対誤差(%)の平均値であり， 式の正確さの目安

となる.

問題(a) :正方形配置(c / d =0.5 ) 

長十=斗1+吋dλρ2[一-1.5676--0引訓9引山1

+ λ (一0.0873+2.2217e一3.9416 e2+ 1.4311ερの3ワ) 

+λ2(2.7891-7.0999 e+ 20.0590 e2-6.9753 e3) 

+λ3←2.7733+ 14.4914 e- 36.5721 e2+ 12.5757 e3) 

+À4(0.8377-9.5030叫1.3973ε勺3065e3)] 

(平均誤差0.1%)

長 = 1 - 1.9931ん + 3.3372 fe2 - 4.6333 fe3 + 2.6823 fe4 

(平均誤差0.5%)

(5.12) 

(5.13) 
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問題(b) :千鳥正方形配置(c / d =1 ) 

t =1 + 斗 3 叫1附

+ λ (0.1489一2.2622e+6. 6989 e2，一5.6249ε3+ 1.3413e4内4つ) 

+λ2(2.8106+8.6220e-16.4720e2+ 12. 7023ε3-2.8505 e4) 

+λ3(5.1229+ 3.7628 e- 0.6958 e2-5.1790ε3+3.1437 e4) 

+λ4(-6.7096-10.4973e+ 8.9222出4.1250ε3-4.2437e4) ] 

(平均誤差0.7%)

ま =1 - 2.0111ん+ 1. 9583 Je2 - 0.7786が

(平均誤差0.9%)

(5.14) 

(5.15) 

(5.12)， (5.14)による結果を図5.5(a)， (b)に破線で， (5.13)， (5.15)による結果

を図5.6(a)， (b)に×印付き破線で示しであり， いずれの計算式も解析値と極めて近

い値を与えることがわかる.
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5.3 だ円形介在物群の場合

5.3.1 解析方法

本節で、は次の二つの問題を解析する.

(a)長方形配置のだ円形介在物群をもっ無限体の引張り(図5.7(a))

(b)千鳥配置のだ円形介在物群をもっ無限体の引張り(図5.7(b))

両問題を通じてだ円形介在物の主軸長を2a，2b，主軸(長さ2a) の端の曲率半径

をpとし， 介在物の一つの中心に原点をと った座標系Oxy を図のように定める.

それぞれの場合について， X方向およびy方向のだ円形介在物の間隔を与えるパラ

メータc，dを図5.7(a)， (b)のように定め， X方向に作用する速方応力をσx∞，y

方向に作用する遠方応力をσy∞とする. 母材の部分を( 1 )， 介在物の部分を( n) 

とし， これらに対する弾性定数をEI' VIおよひ・Eu， Vuとする.

本節の問題の解析には体積力法を用い， 村上らによる周期的に配列された介在物

問題の解法に基づいて解析した(6. 7) 詳しい説明は省略するが， 基本解となる集

中力による応力場と変位場(Green関数〉としては母材に関するGreen関数と介

在物に関するGreen関数を用いることによって境界条件を満たす方法をとったく6)

これによって介在物が有限佃配列した場合の解析が可能となる. そして， 以下の手

順に従って介在物が周期的に配列した場合を解析した(7) 

(1)図5.8に示すように介在物を有限個配列した場合を解き， 配列する介在物の行方

向と列方向の数を変えて得られた値を外挿することにより無限佃の場合の解とする.

(2)介在物はx方向，y方向に配列し， 対称性を考慮して中央の介在物の境界のみ

に注目する. 仮想、境界に分布させる体積力の密度は， 全ての介在物について分布が

等しいとする. そして， その境界の境界条件を満たすように体積力の密度を決める

(図5.9) . 

(3)数値積分は(2)で説明した注目する境界のみ行ない， 他の境界では境界の分割

区間の中点に集中力が作用するものとして計算する(図5.9) . つまり注目境界以外

の境界では， 分布させる体積力を区間の中点に働く集中力で置きかえる. その大き

さ(F;， Fη〉は， 次のようになる.



d 

一一ーーー

G 
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d 

∞
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図5.7(a)問題(a) :長方形配置のだ円形介在物群
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q∞ 

d 

図5.7(b)問題(b) :千鳥配置のだ円形介在物群
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図5.9分布体積力の集中力近似
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F; = Pxr (sin βE-sin βs) 

Fη =-pyr(∞sβE一∞sβs) (5.16) 

ここにPx， Pyは仮想、境界に分布させたx方向，Y方向の体積力密度， rはだ円

を円に写像したときの写像面上の円の半径， βs， βEはそれぞれ区間の始点と終点

を示す角度である(図5.9(b)) . 
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5.3.2 だ円形介在物群の結果と引張剛性の計算式

5.3.2.1 精度の検討と引張剛性

数値計算は平面ひずみ問題として行ない， VI， Vnが結果にあまり関係しないこと

を考慮、して， 便宜上， VI = Vn =0.3とした

数値結果には次の4つのパラメータが関係する.

E一生- �I p 一三 司 G一 一一一 一 一 .. - 11 a - 'V a ' μ d ' ハーc

r=号い1= vn) (5.17) 

これらのパラメータの種々の組合せについて計算を行ない， 各場合について介在

物の存在による板の弾性係数を求めた. 実際の計算では， 遠方応力σx∞= 0， σy∞ 

=1としているが， 中央の介在物が置かれている応力場σxoo ， σy∞はσx∞F σy∞

と異なる応力状態にある. すなわちσx∞=1= axoo， σy∞#σy∞の二軸応力状態に

ある. また介在物形状の非対称性によりx方向，y方向で弾性係数が異なる. そこ

で， 以下の方法により弾性係数を求めた( 7) 

平面ひずみ状態におけるあy軸に関するヤング率(E;， E; 〉， ポアソン比

( V.�， Vy)とすると応力・ひずみ関係は一般に次のようになる.

Ex =σム/E; ー の ∞v; /E;

今=σ戸 /E; ーの∞v;/E; (5.18) 

実際の計算において遠方応力が(σx∞= 1， σy∞= 0)， (σx∞= 0， σy∞= 1) 

の二つの場合を計算し， それぞれ， (Ux∞， ay∞〉 を求めれば， 2組の(σx∞F
σシ ∞， Ex， り)が得られるのでELE; F v;p v;が求まる. ただしσん

σy∞は， 問題(a)では図5.7(a)に示した辺OD， OK について， 問題(b)では図5.7

(b)に示した辺OD， OFについて各辺の応力を積分した合力から求めた. またらp

Eyは問題(a)では点D， K， 問題(b)では点D， Fの変位から決定した. 以下に述

べる結果はすべてy方向引張りと考えたときの値を示す.
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こうして求めた弾性係数を次の無次元表示で与えた.

c= ま =引張剛性係数

E'= 介在物群がある場合の見かけの縦弾性係数

Eo=母材の見かけの縦弾性係数

= E 1 / (1 - V t) (平面ひずみ) (5.19) 

このCは介在物が全領域に占める割合(面積率) f に強く依存すると忠われるの

で， 結果の整理にはこのことを考慮、した. ここでfは次のように与えられる.

f=だ円形介在物而積率
一 ・T( ab _ j(司2.. � 

2 cd 2
'" r '-' 

(5.20) 

また， 実用に便利のため， 数値計算結果によくあてはまるべき級数表示を与えた

が， 第3章3.4節の円形介在物群の場合と同様に次で定義されるβを用いた.

r-1 En -E1 
β = 一一一 = � 

11 

--;/ (VI= Vnの場合)
r + 1 Err + E1 

(5.21) 

次に本法による結果の精度について検討する. 表5.4は， 問題(a)の正方形配置円

形介在物群(c / d = 0.5)と問題(b)の千鳥正方形配置円形介在物群(c / d = 1)の

E./Eoについて本法による結果と第3章3 .4.2節のLaurent展開法による結果を

示したものである. 表注釈のnは中央介在物境界のβ=00 --90。 の区間をn等分

する分割数であり， NX，NYは図5 .8に示すように中央列からいちばん端の列まで

のx方向， y方向に並ぶ列数である. そして表5.4に示した解析値は， 問題(a)で

はn =5， NX = NY =5， 問題(b)ではn=5， NX = NY =7として得たものである.

本法による結果はfの全範囲でLaurent展開法による結果と有効数字3桁までほ

ぼ一致しており， 外挿なしにこれらの分割数， 列数による結果をそのまま採用しで

も実用上十分な精度を有していることがわかる.

5.3.2.2 引張剛性係数とその計算式

本法によれば， 図5.7{ a)， (b)に示す穴の横方向および縦方向間隔c， dを自由に

140 



表5.4計算精度の検討例(正方形配置円形介在物群(μ=0.5 ) 

と千鳥正方形配置円形介在物群(μ=1)のE. / Eoの値〉

En/ E1 
正方形配置(問題(a)) 千鳥正方形配置(問題(b)) 
本法・1 Laurent展開法d 本法・3

0.2 0.9143 0.9139 0.8224 
10-5 0.4 0.7230 0.7224 0.4142 
�O 0.6 0.5125 0.5117 0.0756 

(hole) 0.8 0.3010 0.3000 

0.2 0.9771 0.9770 0.9535 
0.5 0.4 0.9141 0.9140 0.8240 

0.6 0.8230 0.8228 0.6526 

0.8 0.7119 0.7119 

0.2 1.0191 1.0193 1.0381 

2.0 0.4 1.0813 1.0819 1.1602 
0.6 1.2022 1.2025 1.4169 
0.8 1.4049 1.4045 

0.2 1.0496 1.0500 1.0973 

105 0.4 1.2351 1.2362 1.4417 
士三C幻 0.6 1.7226 1.7220 2.6417 

(rigid inc.) 0.8 3.1935 3.1890 

*1 : n=5， NX=NY=5， VI =νII = 0.3， 平面ひずみ.

勺:第3章3.4.2節?図3.20(a)の解析値( VI =νII = 0.3う 平面ひずみ)• 

*3 : n=5， NX=NY=7，ν1 = Vn = 0.3， 平面ひずみ.

*4 :第3章3.4.2節ヲ図3.20(b)の解析値( VI =レII = 0.3， 平面ひずみ)• 
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Laurent展開法叫
0.8225 
0.4143 
0.0724 

0.9536 
0.8244 
0.6535 

1.0382 
1.1603 
1.4169 

1.0974 
1.4434 
2.6532 



とることがで きるが ， 以下では問題(a)についてμ( = c / d ) = 0.5の正方形配置お

そして前述よび問題(b)についてμ( =c/d) = 1の千鳥正方形配置を解析する.

問題(a)ではn=5，NX= NY=5， 問題(b)ではnの理由により以下の数値結果は，

数値計算は， 問題(a)ではr=10-5，0.05， 0.1，0.5，0.75，1.5，2，5， 20， 10\ 105 ; 

ε (= � )=0.25，0.5， 1/12 ， 1，12， 2と0.1間隔のλ の 504の組合せにつ

問題(b)ではr=10・5，0.05， 0.1， 0.5， 0.75， 1.5， 2， 5， 20， 10\ 105 ; E =0.25， 

0.5， 1/12 ， 1， 12， 2 と0.1間隔のλの 456の組合せについて行なった.

=5， NX = NY =7として得た値をその まま用いた.

いて，

図5.10(a)，(b) は， 種々の FについてEをノミラメータとしJを横軸に取って引張

剛性係数 C(=E'/Eo)を示 したものである. 各図番に付したい) ， (b)はそれぞれ

正方形配置だ円形介在物群， 千鳥正方形配置だ円形介在物群を示す.

問題(a)， 問題(b)ともにC-À曲線はεによってかなり変動する.

代わりに (5.19)で定義される介在物面積率fを横軸に取ってCを示せば図5.11(a)，

λのしか し，

F の増加とと(b) を得る. 明ら かにr=lのときξfに関係なくC= 1であり ，

Cは単調に増大する. またF がOに近い場合を除いてc-f曲線の εによるもに，

そしてr孟0.2ではだ円変動は小さく， 0.5s:r孟2の範囲では特にそうである.

形介在物群の 引張剛性係数と面積率f は比較的良い相関が認め ら れた.

だた次にこれらの引張剛性係数に良く適合するべき級数を最小二乗法で・求めた.

F→∞に対する値を考慮、し易いように， 剛性 比fの代りに (5.21)でf→0， し，

定義されるパラメータβを用いた. なお計算式をÀ，E，ßの べき級数とした場合

にはF豆1とF注1の二つに分けて異なる式で表わした.

上の方針に基づいて問題(a)， (b)について共通の型の計算式 (5.22)， (5.23)を得

(5.22) 
+
 Ry
 
cb
 

ウu+
 λ 

A
 

2
2M
 

2
すβ
3
エ同+

 
唱EAf一

h
c
 

た.

(5.23) c= ι = 1+ 主主主Bhm fl+1mF1 
Fて I "， Om "，0"..0 L.l o '=v 

問題(a)，(b)に おけ る(5.22)， (5.23)の係数値を表5.5に示す.
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図5.10(a)種々のr， ê に対するE.
/ Eoとλの関係

(正方形配置だ円形介在物群;μ=0.5 ) 
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図5.10(b)種々のr，Eに対するE.
/ Eoと入の関係

(千鳥正方形配置だ円形介在物群;μ=1 ) 
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図5.11(a)種々のr，Eに対するE* / Eoとfの関係

(正方形配置だ円形介在物群;μ=0.5 ) 
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図5.11(b)種々のr，E に対するE.
/ Eoとfの関係

(千鳥正方形配置だ円形介在物群;μ=1 ) 
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表5.5 (5.22)と(5.23)の係数値

正方形配置(問題(a)) 千鳥正方形配置(問題(b)) 

1 m n 

A1mn A1mn 

rく1 f> 1 
B1mn rく1 f>l B1mn 

0 0 0  0.0164 -0.1507 1.9860 0.6279 0.3470 2.0293 

0 0 1 2.2524 ー0.2875 -2.6105 5.4399 -1.0820 -2.8080 

0 0 2 3.6225 0.4806 2.1961 7.8658 0.8762 2.3689 

0 1 0 1.6573 1.8130 0.0062 2.0512 2.4844 ー0.0555

o 1 1 -4.6449 ー0.0135 2.5815 -11.643 ー0.1520 2.9047 

0 1 2  -5.2583 ー1.1164 -3.0492 -12.251 -1.5689 ー3.3335

0 2 0  ー0.0796 ー0.0525 ー0.0036 0.3560 0.2626 0.0210 

0 2 1 1.8166 ー0.2235 ー0.6495 4.5665 ー0.0798 -0.7640 

0 2 2 1.8337 0.9322 0.9940 4.2047 1.8232 1.1047 

1 0 0  2.4536 1.5597 0.9504 0.8279 -2.8828 ー0.1521

1 0 1  ー0.5901 3.4005 9.6099 -4.2925 8.4944 8.7343 

1 0 2  -2.6890 -4.7291 -7.5766 -5.2209 ー6.8993 -9.4459 

110 -4.2009 -3.3044 -1.3937 0.7268 4.1498 0.5723 

1 1 1  5.9345 -8.4834 ー7.3107 23.961 -9.1809 ー11.838

1 1 2  9.4862 12.787 7.1137 25.872 19.238 14.273 

1 2 0  1.7414 0.7393 0.4505 ー0.1547 ー2.0562 -0.2636 

1 2 1  ー3.4112 7.4919 2.3991 ー11.760 10.949 4.0005 

1 2 2 -5.3100 -12.166 ー1.2862 -11.369 -28.711 -4.8756 

2 0 0  ー6.7199 -4.9073 -6.2049 -5.4278 3.4889 0.8916 

2 0 1  -5.6598 -4.3483 -5.1207 ー10.908 -1.4522 -2.7239 

2 0 2  ー1.2297 11.427 -5.9823 -12.783 11.624 7.5679 

2 1 0  11.095 11.875 9.3627 3.1319 ー0.2172 -2.7987 

2 1 1  -6.5946 5.9217 ー1.0281 ー36.121 ー28.590 6.5369 

2 1 2  -19.749 -32.373 26.577 -43.520 -56.467 -17.948 

2 2 0  -4.5491 -2.6865 -2.6510 -2.0372 3.6321 1.3145 

2 2 1  9.0278 -13.528 0.9379 22.686 ー25.908 ー1.8299

2 2 2  13.815 38.185 ー15.502 19.705 115.68 6.9631 

3 0 0  4.8338 3.7093 8.1227 4.8039 ー0.8562 ー1.5613

3 0 1 5.4040 2.5375 ー9.2675 12.518 -6.2983 -2.1168 

3 0 2  1.8930 ー8.1570 54.483 13.520 ー9.8144 9.1163 

3 1 0  -8.1384 ー9.2848 -10.100 -4.9723 -2.9551 4.1296 

3 1 1  1.8675 -1.4943 14.411 15.646 28.210 4.6330 

3 1 2  12.101 21.410 -120.65 19.282 67.891 -4.2770 

3 2 0  3.4801 1.8912 0.5025 4.1493 -4.6537 ー1.9947

3 2 1  -3.6054 11.490 2.3557 2.4018 50.103 -1. 7025 

3 2 2 -7.1214 -25.986 69.851 4.8350 -131.47 2.1044 

平均誤差[%] 0.3 0.8 0.3 0.6 0.9 0.4 
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(5.22)はrの全範囲で十分正確な値を与える. (5.23)はf注0.1 (1注β注- O. 

82)の範囲でf �0.5について十分正確な値を与える. なおこれらの式による値と

解析値の差の平均値を表5.5の最下行に与えておいた.

図5.10(a) '""5.11(b)に(5.22)， (5.23)による値を破線および点線(図5.10(a)，

(b)のみ)で示し， 解析値と比較しである. いずれの式も解析値と極めて近い値を与

えている.
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『咽町

5.4 結 論

本章では長方形配置(問題(a) )および千鳥配置(問題(b) )のだ円孔群やだ円

形介在物群をもっ無限体の引張 り を 解析した.

(1)だ円孔群の場合には， だ円孔縁自由条件を満たすLaurent展開法と合力と変位

に基づく境界分割法を組合せて精度良く解析した. 問題(a)のσmax'ま引張方向に直

角な主軸端A (θ= 00 ) に生ずる. 問題(b)のamax は引暖方向に直角な主車111端A

(8=00 )に生ず ことが多いが， 斜め方向の穴との干渉が大きい場合にはσmaxはそ

の穴に近い点B(8*00)に移動する. そして問題(a)，問題(b)について無次元最

大応力 Smax (き裂の場合は無次元応力拡大係数〉を求めた. 穴の存在は弾性体の引

張剛性を低下させる. 引張剛性係数Cを一義的に定めるパラメータとしてだ円孔面

積率とその周辺のデッドゾーン面積率の和で与えられる有効面積率んを提案し， そ

の有効性を確かめた. さらに， Smax とCの解析値に良く適合する計算式をべき級数

の形で与えた. これらによってパラメータの任意の組合せに対する結果が精度良く

求められる. 以上のだ円孔群の場合の結果は平而応力と平而ひずみに関係なく， E，

vなどの神性定数にも無関係である.

(2)だ円形介在物群の場合には， 体積力法を用いて精度良く解析した. 種々の形状を

もつだ円形介在物の存在が弾性休の引張剛性に及ぼす影響を検討し 引 張剛性係数

Cが介在物の剛性と介在物の面積率によってほぼ定まることを示した. さらに， 引

張剛性係数Cの解析値に良く適合する計算式を べき級数表示の形で与えた. これら

によってパラメータの任意の組合せに対する結果が精度良く求められる.

(3) 本章の解析は円孔群， 円形介在物群， き裂群についても有効で， それらの結果は

第3， 4章の結果に一致する.
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第6章 結 言

本研究では複数個のだ円孔， 介在物あるいは き裂が典型的な分布をする場合と

して， 一列に分布する だ円孔群， き裂群をもっ無限休の引張りと長方形配置および

千鳥配置の穴群・き裂群， 介在物群をもっ無限体の引張りを考えた. そしてこれら

の問題を高精度に解析し 穴や介在物の形状・大きさ， 母材と介在物の岡山生比およ

びそれらの配列が材料強度・ 剛性に与える 影響について検討した.

得られた主な結論はすでに各章の終わりに示したが， それらを要約すると以下の

通りである.

第2章では， 一列等間隔に分布する等しい だ円孔群をもっ無限体が孔列方向ある

いは孔列に直角方向の引張り受ける場合をLaurent展開法と摂動法を組合せて精度

良く解析した. き裂から円孔までを含むだ円孔の種々の形状・大きさと種々の個数

に対する解を示し， 孔の形状， 寸法， 配置のパラメータが各孔縁の応力に及ぼす 影

響を調べた. 孔列に直角方向の引張りでは， 各穴の最大応力は孔列中央で 最大とな

り， この場合の無次元最大応力は孔数Nの逆数l/N とほぼ直線関係にある. 孔列

方向の引張りでは， 各穴の厳大応力は孔列最外側で最大となり， この場合の無次元

最大応力は1/(N -0.5) とほぼ直線関係にある. そしてこれらの関係を理論的に証

明した. またこの特性は だ円孔だけでなく， 無限体内にー列等間隔に分布する等し

い任意形の穴や介在物の周縁応力にも成立つ一般的関係である. さらに本章の だ円

孔群の結果や従来のき裂群の多くの場合の結果をもとに孔数が2個から 無限個まで

の場合の最大応力・ 最大応力拡大係数を精度良く求めることができる計算式を与え

た.

第3章では長方形配置及び千鳥配置の円孔群や円 形介在物群の引張りについて適

当な単位領域を考え， Laurent展開法と合力と変位に基づく境界分割法を組合せて

精度良く解析した. 幾何的および力学的パラメータが 円孔や介在物の周縁の各応力

成分の最大値とそれらの位置に及ぼす影響や弾性体の引張剛性に及ぼす介在物の影

響を検討し 引張剛性係数が介在物の剛性と介在物の面積率によってほぼ定まるこ

とを示した さらに円孔の応力集中係数， 介在物境界の各応力成分の最大値， 引張
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剛性係数の解析値に良く適合する計算式を与え， これらによってパラメータの任意

の組合せに対する結果が精度良く求められるようにした.

第4章では長方形配置及び千鳥配置のき裂群をもっ無限体の引張りについて適当

な単位領域を考え， 固有関数展開法と合力と変位に基づく境界分割法を組合せて精

度良く解析した. そして応力拡大係数， き裂開口変位， き裂の存在による引張剛性

の低下を詳細に調べ， 千鳥配置の場合， 引張剛性係数がき裂包絡円の面積率によっ

てほぼ定まることを示した. さらに応力拡大係数， き裂関口変位， 引張剛性係数の

解析値に精度良く当てはまる計算式を与えた.

第5章では， 長方形配置及び千鳥配置のだ円孔群， だ円形介在物群をもっ無限体

の引張りについて解析した. だ円孔群の場合にはLaurent展開法と合力と変位に基

づく境界分割法を組合せて行なった. だ円形介在物群の場合には体積力法を用いた.

だ円孔縁応力および， 弾性体の引張剛性に及ぼすだ円孔やだ円形介在物の影響につ

いて調べ， だ円孔群の場合， 引張剛性係数がだ円孔面積率とその周辺のデッドゾ

ーン面積率の和で与えられる有効面積率によってほぼ定まることを示した. また，

だ円形介在物群の場合， 引張剛性係数は介在物の剛性と介在物の面積率によってほ

ぼ定まる. さらに最大応力(だ円孔群のみ) ， 引張剛性係数の解析値に精度良く当

てはまる計算式を与えた. 本章の解析は円孔群， 円形介在物群， き裂群についても

有効で， それらの結果は第3， 4章の結果に一致する.
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