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第3章 長方形配置及び千鳥配置の円孔群や円形介在物群をもっ

無限体の引張り

3.1 緒 言

本章では， 穴や介在物が各方向に分布する場合の典型的なモデルとして， 長方形

配置及び千鳥配置の円孔群や円形介在物群をもっ無限休の引張りを統一的に解析す

る. これらの結果は， 円孔群や円形介在物群による応力集中の解析結果を与えるほ

か， 実用的には材料内の介在物や繊維強化複合材料の強度・剛性評価の基礎を与え

る意味で重要と考えられる.

解析には， まず円形介在物をもっ適当な単位領域を考え， その領域に適当で円孔

や円形介在物周縁の境界条件を厳密に満たす複素応力関数のLaurent展開表示を導

く. そして， この単位領域外周の境界条件を合力と変位で表わし， これらによって

展開の未知係数を定めた. 円孔や介在物の相対位置および介在物と母材の剛性比の

種々の組合せについて数値計算を行なって， 円孔や円形介在物周縁の応力およびこ

れらの存在による弾性体の引張剛性の変化を調べた. また， それらの結果に精度良

く適合する計算式を与える.
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3.2 解析方法

3.2.1 複素応力関数

本章では次の二つの問題を統一的に解析する.

(a)長方形配置の円孔群や円形介在物群をもっ無限休の引張り(図3.1 )

(b)千鳥配置の円孔群や円形介在物群をもっ無限休の引張り(閃3.2)

両問題を通じて円孔や円形介在物の半径をaとし，介作物の一一つの小心に原点を

とった座標系Oxyを図のように定める . それぞれの場合について，x方向およびy

方向の円孔や介在物の間隔を与えるパラメータムcを図3.1， 図3.2のように定め，

y方向に作用する平均応力をσとする. 以下では介在物として解析するが， 円孔は

その特別な場合として解析に含まれる.

解析には問題の対称性を考慮、した適当な単位領域を考え， X， Y同InlHに関する対称

条件と介在物境界の条件を完全に満たす応力関数を導き，その中の未知係数を単位

領域外周の境界条件から定める方法をとった. この単位領域としては問題(a)では図

3.3の長方形領域ODHKOを用いた. また， 問題(b)では主として図3.4の三角形

領域ODFOを用い， c>>bの場合に限り図3.3の長方形領域ODHKOを用いた.

上の解析領域に おける母材の部分を( 1 )， 介在物の部分を( II )とし， これらに対

する弾性定数をEI I G1， VI1 1(1およひ(En I GU1 Vu I 1(11とする.

さて母材( 1 )および介在物( II )に対する複素応力関数はそれぞれ次の展開形で-表

わすことができる.

判(z)=ζ(K2Jl Z
21l + 1 +ん1

fhl-1)

ψi(z) =ζ仇1Z
21+1+HDtf21-1)

引I(z)=EK21Z
21+1

ψ�I(Z) =ζ1211 Z2J1 + 1 

(3.1) 

(3.2) 

式中の展開係数はすべて実数であり， また，Zの奇数次項のみを含むことによって，

これらはx，y両軸に関する対称条件を満たしている.

複素応力関数(3.1)， (3.2)による領域(1)， (1I)に対する変位と合力は， これら
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図3.1問題(a) :長方形配置の円孔群や円形介在物群

C 

b b 

↓σ 

図3.2問題(b) :千鳥配置の円孔群や円形介在物群
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図3.3長方形単位領域
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図3.4三角形単位領域(問題(b))
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を(2.5)， (2.6)に用いることによって， 次の諸式で与えられる.

2Gr(UI - iq) = 1(1忍(K2戸川+F2J
Jftー1)

-z ，?;o (初+ l)(K〆リ2戸川)一主(L〆川+H2戸1l-1) (3.3.1) 

お市I一川=K4oM2Ft+lJZ。(初+机.;z21l _主121li2" + 1 (3.3.2) 

fう1+ ilミ1 = [式(3.3.1)で1(1 = -1とした表示lJ (3.3.3) 

PyII + iえn= [ 式(3.3.2)で1(1[ =-1とした表示lJ (3.3.4) 

3.2.2 介在物周縁の境界条件

まず介在物境界における変位と応力の連続条件は変位と合力によって次のように

表わすことができる.

z = a elO (()は任意)において

u1-zq = un -lVn 

fう1+ iえ1= 1うII+ i九n (3.4) 

これらに(3.3.1)�(3.3.4)を用いれば複素応力関数(3.1)， (3.2)の係数間に成立つ

次の諸関係が得られる.

r r(1(I + 1) -11 Hn=20 2 I -1i kn 
v - L2r+ 1(n-1 - J - -V 

H211 = !"'-1(2n-1)G4t2yt-2+I r-�(4n2-1) r 1( 1 + 1 ' - - / � - ，ul - L. . L r 1( 1 + 1 

+f 1(1 - 1(11 1 �仰+2 v
r + 1(n J u .l�21l 

F211-2 = !"'-1 I dn-2 L 2 yt2+(2n+1)G4官2111r 1(1 + 1 L 一 』
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ko=
f(1(1 + 1)

Ko k -F(1(1 + 1) 
2f + KII - l '

2
1 - r+KII 

K 

[，.， .. 今 r(1(1+ 1) ι 内u・ - L F
KI+

1-ua-L

+ r(川 (3.5.2) 

ここに1(1' 1(11はVI，Vnと(2.7)の関 係をもっ弾性定数であり， rは介在物と母材

の横弾性係数の比によって次式で与えられる.

G" 

r= 万: (3.6) 

(3.5.1 )は領域( 1 )に対する(3.1)の負べき項の係数F211 ， H211を11ミべき項の係数

K2n， L2nで表わし， (3.5.2)は領域( II ) に対する(3.2)の係数k21l， l21lをK2n， L211 

で表わしている• (3.5.1)， (3.5.2)を(3.1)， (3.2)に代入すれば介在物周縁の境界

条件を厳密に満たす複素応力関数が得られ ， 含まれる未知係数はK21l' L21lだけと な

る.

3.2.3 解析領域外周の境界条件と未知係数の決定

3.2.1節で述べた ように， (3.1)は x，y両軸に関する 対称条件を完全に満たしてい

る. 従って独立な未知係数 K211' L211 は単位領域のx，y雨前11以外の境界条件から定

めればよいが， これを辺上の全ての点で満たすことは不可能である. そこで， この

よう な場合に高精度の解を得る方法として合力と変位に基づく境界分割法(2-4)を適用

した 両問題に対する境界条件の表示は次のようになる.

3.2.3.1 長方形配置の円形介在物群(問題( a) ) 

図3.3のように辺DHをN1個の等区間に辺HKをN21聞の等区間に分害Ijし， 分点を

Q j( j = 1， 2，…，N + 1  ; N =N1+N2)とすれば， 辺DH ， HKの境界条件は次のよ

つになる.

辺DHの条件:

応力状態の対称性から 辺DHに沿ってせん断応力は零で法線変位uは一定である.
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これらは各区間の合力と変位によって次式で置きかえられる.

[町]j = 0 (j = 1， 2，…， N1) 

[UI]j+l一[UI]j = 0 (j = 1，乙…，N1-1) (3.7) 

ここにjは区間番号である• [PyI] jとしては(3.3.3)の実数部分について，点Qjけと

めにおける値の差をとればよく，[Ui]jとしては(3.3.1)の実数部分について点

Qj + 1とQjにおける値の平均値を用いた. すなわち

[PYI]j = 1うωj+ 1 -Pyωj 

[ U 1] j = (U 1， Q j + 1 + Uωj)/2 (j=L2，…， N1) 

辺HKの条件:

辺HKに関しでも応力状態は対称なので，(3.7)と類似の次の関係が成立つ.

[PxI]j=O (j=N1+1，N1+2，…，N) 

[V.]j+l-[V.]j=O (j=N1+1，Nけ2，…，N-1)

ここに[fd]j，[v.]jは(3.8)と同様に

[ん]j= fd， Qj +1一九Qj

[v.]j= (V.，Qj+1 +v.，Qj)/2 (j= N1+1， N1+2，…，N) 

さらにこの長方形領域に対する外荷重の条件は次式で‘与えられる.

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

[ftl]� = 0， [1ぅぷ= ab (3.11) 

以上により境界条件の数は(3.7)， (3.9)， (3.11)の2N個となる. これに対応して

(3.1)の未知係数としてはK2n(n s:.N -1)， L2n (n豆N-1)を残し，これらより

高次の項を零と置く. そして ，境界条件式を解いてK21l' L21lを定めた.
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3.2.3.2 千鳥配置の円形介在物群(問題(b) ) 

主として用いた三角形単位領域の場合(図3.4)についてのみ述べる. 斜辺DFの

中点をMとすると， 応力状態のx方向およびy方向の周期性から， 点Mの両 側でM

から等距離sにある二点は同じ応力状態、であり， また， これらの点Mに対する相対

変位も同じである. そこで， 使宜上， 斜辺DFを偶数Nイ悶の等しい区間に分割し，

分点をQt (t = 1， 2，…， N + 1 ; N =2nt ) とする.

まず， 点Mから等距離にある分点QtとQ2m+ 2-t (t = 1， 2，…， nl ) における等応

力の条件は， これらの点と点M (すなわち点Qm+l)における合力の差によって次式

で与えられる.

ヴ白+1 
t
+ 

b
m
 

nuL
Ou­-EEEJ
 
x
 

p
 
r・-L
一一噌EA+ n 

ov-
οv~
 
1EEEJ
 
x
 

p
 
r・-EL

I4113n+1=ihI]忽:2-t
(t = 1， 2，…，m;nt=N/ 2 )  (3.12) 

また， 点Mと点Qt の相対変位が点Q2m+ 2-t と点Mの相対変位に等しい条件は次

のようになる.

ウ』+1 + 
n 
b
m
 

ouL
OX
 
--J
 

---A
 
u
 
r--EL
 

一一唱EA+ n 
G
α
 
1EEEJ
 

u
 
r---t
 

iq121+1=Iq12r-t 
(t=1，2，…，m;m=N/2) (3.13) 

さらに， この三角形領域に対する外荷重の条件は次式で与えられる.

[fd]� = 0， [乃花=σb (3問

(3.12)---(3.14)により， K211' L211を定めるための境界条件は( 2N+2)個となる.

そこで(3.1)の未知係数として K21l(n �N) とL2n (n �N) の(2N+2)個を残し

て， これらより高次の項を零と置き， 境界条件式を解いてK21l' L21lを定めた.
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3.2.4 介在物が非常に小さい場合

特に介在物が非常に小さい場合は， 一個の円形介在物をもっ無限休として厳密に

解析することができる. そして最も重要な介在物境界における領域(1)， (II)のj心

力成分はz= a e'Oとおくことにより次の諸式で与えられる.
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ou

 

ヴノ臼∞
 1f
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rJEL
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噌EA
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σ() II =与r(KI+ 1) (ぺ 1 _ +_1 ∞s2(j、ム \.2r+ Kn -1 . r KI + 1 ���- v J 

σr 1 =σr II =与r(KI+ 1)(ぺ 1 - 1 ∞s2 8 ) L 
， & / \. 2 r + J(TJー1 r KI + 1 ���-v J 
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f
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Tげ
(3.15) 

また介在物境界における各応力成分の最大値とそれらの位置は次式で与えられる.

立 {'l.__I_(KI+1) 3(r-1) 、I". � íl _ A :.c T"'I _ 4 、1 3 - 11 atθ = 0 if r <ーコ-\2 \ - 2r + Kn -1 r KI + 1 ノミ t 3 - KI Y 

σ01， max = (at anyθif r =法)

ラ(1-277口1+文13)(at 。 =? if F〉ZL)KI 

σ(} II， max =ヂ(KI+刈2r+LJ+FKJ+1)(atO=0)

σr 1， max = ar山=ヂ(KI+刈2r+L-1+fKJ+1)(ato=?)

σf(KI + 1) ーτr () 1， max =τo n . max = 一 (at (j = J; ) r (} n， max -"2 r Kr + 1 (3.16) 
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3.3 円孔群の場合cr=o)の応力， 引張剛性とそれらの計算式

3.3.1 計算した物理量と結果の精度

計算結果には図3.1，3.2におけるa， b， cの比だけが関係するので， 本質的な2個

のパラメータとして使宜上次のμ，λを用いた.

μ= 39 λ= 5 (3.17) 

また結果の整理に際して， 必要に応じて次の量を用いた.

f = 担2 = 句、
2bc 2 μ (3.18) 

ここにfは円孔が全領域に占める割合(面積率〉で， 次に述べるE*
/ Eoと重要な関

係がある.

μ，λの種々の組合せについて計算を行ない， 各場合について， 円孔縁に沿う接線

応力aoの分布とその最大値及び次式で定義される引張剛性係数Cを求めた.

c= ま =引張剛性係数

E =円孔群がある場合の見かけの縦弾性係数

Eo=穴のない弾性体の見かけの縦弾性係数

(EI 向力)

E1/ (1-V?) (平面ひずみ)
(3.19) 

ここにE1は母材の薄板試験片で測定した縦弾性係数， VI はポアソン比である• E
* 

とEoは平面応力と平面ひずみで異なり， またVIの値によって異なる値をとる. し

かし 本節の円孔群の問題に関する限り， 両者の比で定義される引援剛性係数Cは

応力分布と同様に， 平面応力と平面ひずみに関係なく， またVIの値にも関係しない.

μ= b / cを固定してλを地大すると， ある値λoで-隣接する穴が接触するにいた

る(図3.5， 3.6) . ここでは計算コストをも考慮して， λ豆0.8λoの範囲で解析を

行なった.

さて本解析による結果の精度は， 単位解析領域外周の分割l数を増すと きの値の変

動を調べることによって推定することができる. 表3.1(a) ， (b) は両問題の典型的な

場合を例として， それぞれ長方形領域， 三角形領域によって解析した結果を示す.
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小σ 小σ

中σ 中σ

( i )μ<0.5 (i i)μ> 0.5 

図3.5問題(a) :円孔が接触する極限

小σ

小σ

小σ

ψσ 
ψσ +σ 

( ; )μ<1/ IJ (i i) 1 /σ〈μ<11 (iii)μ>/3 

図3.6問題(b) : 円孔が接触する極限
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表3.1(a) 長方形配置円孔群の精度検討例

(μ= 0.5， λ= 0.5，長方形単位領域使用)

N σmαx/ σ 。(deg) E*/E，。
4 3.2269 00 0.6306 

8 3.2779 。。 0.6168 

12 3.2779 。。 0.6168 

16 3.2779 。。 0.6168 

24 3.2779 。。 0.6168 

表3.1(b) 千鳥配置円孔群の精度検討例

(μ= 1， λ= 0.5， 一角形単位領域使用)

N σmαx /σ 。(deg) E*/E，。
4 7.1485 160 0.2133 

8 7.00.53 160 0.2164 

12 7.0047 170 0.2164 

16 7.0046 170 0.2164 

24 7.0046 170 0.2164 

ここにNは前者では辺DH， HKの分割数， 後者では斜辺DFの分割数である.

σmax /σ， それを生ずる位置。およびE /EOはし、ずれもN=8で有効数字4桁ま

で安定している. 以下に述べる数値結果は， すべて表3.1(a)， (b) のような検討によっ

て十分正しいことを確かめてある.

3.3.2 円孔縁応力， 応力集中係数とその計算式

3.3.2.1 円孔縁応力

数値計算は， 問題(a)ではμ=0.25，0.33，0.5，0.56，0.63，0.71，0.83， 1.0と0.05

間隔のλの107の組合せについて， 問題(b)ではμ=0.25，0.33， 0.4， 0.5， 1/ 行 ，O. 

67，0.8， 1.0， 1.33，2.0と0.05間隔のλの138の組合せについて計算を行なった.

問題(a)では最大応力σmaxは引張方向に直角な直径の端A(図3.1)に生ずる. 種々

のμ， λについて 得た点Aの応力σA/σの値を表3.2に示す. 表rrのμ=0に対する

値はー列円孔群の特別な解析による結果である.
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方， 問題(b)では最大応力σmaxは計算した多くの場合点Aに生ずるが， ある範

囲の μ，λでは斜め方向の穴同士の干渉によって点Aから離れた位置Bに生ずること

もある. その場合の例を図3.7に示す.

表3.3は穏々のμ，λについて得た点Aの応力σA/σを示す. これらはパラメータ

の組合せの大部分に対してσmax/σを与えるが， 右下の破線内の範囲では， σmax

は点Aでなく点B (8*00)に生ずる. 表3.4はこの範囲におけるσß/σすなわち

σmax/ aとそれを生ずる位置。を示しである. なおこれらの最大値は， 10 間隔で

σ。/σを計算し それらの最大値をとって定めた.

ヌ13.8はこうして求めたσmax/ aを， μを横軸にとりλをノミラメータとして描い

た λあるいはμが大きいほど， 円孔間の干渉が大きくなるためσmax/σが著しく

増大している. なお図中の破線は， 円孔縁の応力分布で点、A (θ= 0 0 )と点B (8 

学00)の二つの位置に応力ピークが現われたものについて， 最大応力につぐ応力ピー

クを示す. λ =0.8についてμ=0.53付近で曲線上に折れ曲がり点がみられが， 図中

の破線からもわかるように， この付近では円孔縁周辺の応力分布に二つの応力ピー

クが現われ， この折れ曲がり点を境いとして最大応力の生じる位置が移動する.

t=1O，入=号 入= 0 

5 

0'9 

10 
内一
σ

。

σ 

図3.7問題(b) :μ=1のOe1oの分布
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表3.2 σA/σの値(長方形配置円孔群〉

入
μ 

。 0.25 0.33 0.5 0.56 0.63 0.71 0.83 1.0 

0.0 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 

0.05 3.000 3.001 3.001 3.000 2.998 2.996 2.992 2.984 2.971 

0.10 3.000 3.004 3.005 2.999 2.994 2.984 2.968 2.941 2.893 

0.15 3.002 3.010 3.011 3.000 2.988 2.969 2.937 2.883 2.795 

0.20 3.006 3.019 3.022 3.003 2.985 2.956 2.907 2.828 2.708 

0.25 3.015 3.033 3.036 3.012 2.989 2.950 2.887 2.792 2.658 

0.30 3.031 3.052 3.058 3.030 3.003 2.958 2.889 2.788 2.656 

0.35 3.056 3.081 3.088 3.061 3.033 2.987 2.918 2.822 2.701 

0.40 3.096 3.122 3.130 3.108 3.084 3.043 2.981 2.897 2.786 

0.45 3.155 3.181 3.190 3.178 3.160 3.129 3.080 3.010 

0.50 3.241 3.265 3.275 3.278 3.269 3.2.50 3.217 3.162 

0.55 3.366 3.386 3.396 3.416 3.417 3.412 3.395 

0.60 3.546 3.562 3.572 3.608 3.618 3.625 3.623 

0.6.5 3.811 3.822 3.831 3.876 3.892 3.908 

0.70 4.204 4.210 4.218 4.262 4.280 4.300 

0.75 4.803 4.805 4.810 4.844 4.858 

0.80 5.7.56 5.756 5.758 5.774 

μ= 0.5:正方形配置(図3.10).

μ=0 :一列円孔群の特別な解析による値.
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表3.3 OA / 0の値(千鳥配置円孔群〉
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表3.4 OB/Oとその位置。(deg) (表3.3の破線内)

入
μ 

1/J3 0.67 0.8 1.0 1.33 
0.50 3.645 4.571 7.005 11.60 

(30 ) (190 ) (170 ) (130 ) 
0.55 3.902 5.552 9.628 

(220 ) (260 ) (230 ) 
0.60 3.6.50 4.539 7.413 15.71 

(170 ) (290 ) (290 ) (270 ) 
0.65 4.011 5.703 11.00 

(270 ) (330 ) (320 ) 
0.70 4.698 7.764 19.09 

(340 ) (360 ) (350 ) 
0.75 5.924 

(380 ) 
0.80 8.138 

(410 ) 
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3.3.2.2 応力集中係数とその計算式

前項で述べたように ， σAは問題(a) ， 問題(b)ともにパラメータμ， λの広い範囲

でσmaxを与える.従ってσAをx方向の隣接2円孔聞の断面の平均応力で除して得

る応力集中係数αAを求めることは意義がある. 一方， 問題(b)の場合のσBについ

ては， αAと同じ定義によるαBは物理的意味をもたないが， 後の議論での必要上，

形式的にαAと同じ定義で'anも定めた. そしてαAとαBの大きい方を取って得る

応力集中係数をαとした.すなわち次式を得る.

αA = (1一λ)与 αn= (1ーの 手

α= max (αA，αß) (3.20) 

表3.2� 3.4 と (3.20)から得られる問題(a)， 問題(b)に対するαを表3.5(a)ベb)

に示す.なお表3.5(b)では， 右下の点線内の数値がαBであり， 他はαAである.

図3.9(a) ， (b)はこうして得た問題(a)， 問題(b)の応力集中係数αを ， λを横車Ißに

とりμをノミラメータとして太い実線で描いたものである.図3.9(b)の細い実線は

αB >αA となる範囲におけるαAを示している. そしてαB>αAとなるλの下限

は図に示した4つのμに関する限り， 0.45�0.5付近であった.

さて問題(a)の場合では， αはμのいずれの場合も λの榊大とともに単調に減小

し， À→1の極限でα→1になる.図中の三角印はBailey等による正方形配置〈μ

=0.5 )の結果(1)を論文中のグラフから読み取って示したものであり， λ豆0. 8の全

範囲でαAと良く一致している.

問題(b)の場合では， μ豆1/おの場合 ， λを増大すると3.3.1節の 図3.6( i )に示

す極限(À→1 )が存在し ， このときαA→1となる.そして ， この μの範囲で'aA

曲線はあまり変化せず ， μが減小するとともに急速にμ→Oに対する曲線に収束す

る.μ>1/おの場合は， 物理的に可能なλの上限が図3.6( ii)や図3.6(出)で与えら

れるので ， ベ→1における極限は存在しない.また正方形配置(μ=1)に対する

Bailey等の結果(1) (三角印)はJ豆0.6 の範囲で本解析のαAと良く一致している.

さて木解析では， 問題(a)では107佃， 問題(b)では138倒のμ ， λの組合せにつ

いて計算を行なった.しかしそれでも ， 任意のμ ， λに対する値を求めようとする
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表3.5(a) 応力集中係数αの値〈長方形配置円孔群〉

入
μ 

。 0.25 0.33 0.5 0.56 0.63 0.71 0.83 1.0 
0.0 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 
0.0.5 2.850 2.851 2.851 2.850 2.848 2.846 2.842 2.835 2.822 
0.10 2.700 2.704 2.704 2.699 2.694 2.686 2.672 2.647 2.604 
0.15 2.552 2.558 2.560 2.550 2.540 2.524 2.496 2.451 2.376 
0.20 2.405 2.415 2.417 2.402 2.388 2.365 2.325 2.263 2.167 
0.25 2.261 2.274 2.277 2.259 2.242 2.212 2.165 2.095 1.994 
0.30 2.122 2.137 2.140 2.121 2.102 2.071 2.022 1.951 1.859 
0.35 1.986 2.003 2.007 1.989 1.971 1.942 1.897 1.834 1.756 
0.40 1.858 1.873 1.878 1.856 1.850 1.826 1.789 1.738 1.672 
0.45 1.735 1.749 1.754 1.748 1.738 1.721 1.694 1.6.5.5 
0.50 1.621 1.632 1.637 1.639 1.634 1.625 1.609 1..581 
0..55 1.515 1.524 1.528 1.537 1.538 1.535 1.528 
0.60 1.418 1.425 1.429 1.443 1.447 1.450 1.449 
0.65 1.334 1.338 1.341 1.357 1.362 1.368 
0.70 1.261 1.263 1.256 1.279 1.284 1.290 
0.75 1.201 1.201 1.203 1.211 1.215 
0.80 1.151 1.151 1.152 1.155 

μ= 0.5:正方形配置(図3.10).
μ=0 :一列円孔群の特別な解析による値.

表3.5(b) 応力集中係数αの値〈千鳥配置円孔群)

入
μ 

。 0.25 0.33 0.4 0.5 1/、13 0.67 0.8 1.0 1.33 2.0 
0.0 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000 
0.05 2.8.50 2.8.51 2.851 2.852 2.8.54 2.857 2.860 2.866 2.873 2.8ï7 2.861 
0.10 2.700 2.704 2.705 2.708 2.715 2.724 2.737 2.760 2.789 2.806 2.752 
0.15 2.552 2.558 2.562 2.567 2.581 2.600 2.627 2.676 2.743 2.791 2.692 
0.20 2.405 2.415 2.420 2.428 2.451 2.480 2.525 2.608 2.733 2.838 2.709 
0.25 2.261 2.275 2.281 2.291 2.321 2.361 2.425 2.550 2.756 2.962 2.838 

0.30 2.122 2.137 2.145 2.157 2.192 2.240 2.322 2.494 2.811 3.181 3.129 

0.35 1.986 2.003 2.011 2.023 2.062 2.116 2.212 2.435 2.898 3.516 3.669 

0.40 1.858 1.874 1.882 1.894 1.931 1.986 2.093 2.367 3.018 3.998 4.6-11 

0.4.5 1.735 1.750 1.757 1.767 1.799 1.851 1.962 2.289 3.177 4.680 

0.50 1.621 1.633 1.638 1.646 1.670 
「ーーーー一一ーーーーーーー一一一ーーー一一一

1.714 I 1.823 2.286 3.502 5.800 

0.55 1.515 1.524 1.528 1.532 1.546 ，_!.578_1 1.756 2.498 4.333 
1.427 1.428 2.965 6.285 0.60 1.419 1.425 �.��� i �.��� �.��� 

0.65 1.334 1.337 1.338 1.336 1.330 i 1.404 1.996 3.851 
0.70 1.261 1.263 1.262 1.259 1.247 

I 
1.409 2.329 5.726 

0.75 1.201 1.201 1.201 1.198 1.185 I 1.481 
0.80 1.151 1.151 1.151 1.149 1.141 I 1.628 

μ= 1.0 :正方形配置(図3.11).

μ= 1/♂:正三角形配置(図3.12).
μ=0 :一列円孔群の特別な解析による値.
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図3.9(b)応力集中係数α (千鳥配置円孔群)
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と， 二変数について内挿をせねばならず， 結果の精度も低下する. そこで最小二乗

法を用いて， α の解析値に良く適合するべき級数表示を求めた. その際， 次のこと

を考慮、した.

( i ) 問題(a) ， 問題(b) ともにαAについて はλ→Oでα→3となること及び， 前述

のようにμ の範囲によってその挙動が異なることを考慮、した. また， 提案する式

がμ→Oの極限で特別に求めたー列円孔群に対する式と一致するようにした.

(ü) 問題(b) で はパラメータの全範囲にわたって， α=max (αA'αß)を一つ の

式で 表 わすことは精度上無理があるので， αA'αBに分けて数式表示を行なった

またαBの式は表3.5(b) の値に適合させるほか， 図3.6( ü) の場合， すなわち

J→J1 + μ2 / (2μ) のときαBが発散する形とした

上の方針に基づいて次の諸式(3.21) �(3.27) を得た. (3.21)�(3.24) は μ， λ

が一般の場合 の式であ り， (3.25) �(3.27) は穴の特別な配置に対する より正確な

式である.

なおこれらの式及び次節に提案する引張剛性の諸式の末尾折弧内には， 解析値と

式による値の相対誤差(%)を平均誤差として示している.

問題(a) : 

αA = 1 + (1-λ)(2-λ-λ2ーλ3 + 2.583λ4-1.193λ5) 

+ (1一λ)λ21l [ 2.214 + 4.142μ-19.880μ2 

+λ( -0.∞7 -24.021μ+ 52.737μ2) ] 

(平均誤差0.6%)

問題(b) : 

μ豆1/おに対して

αA = 1 + (1-λ)(2-λ一λ2ーλ3 + 2.583λ4-1.193λ5) 

+ (1-λ)λ2μ [ -1.503 + 11.352μ+λ(2.308 -16.935μ) ] 

(3.21) 

(平均誤差0.7%) (3.22) 
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μ孟1/13，こ対して

αA = (1一λ)[3 +λ2(-2.874 + 2.996μ +  18.353μ2_ 8.817μ3) 

+λ3(-144.56 + 425.70μ -386.37μ2+101.76μ3) 

+λ4( 463.16 -1469.3μ+ 1395.0μ2_ 362.57μ3) ] 

(平均誤差1.0%)

表3.4のμ，λ の範囲に対して

1 -λ 『
αn =

λμ
l 19・866 -84・068μ +139.51μ2 -67・482μ3)

J1 +μ2 

+λ(-78.877 + 385.05μ -638.91μ2 + 308.61μ3) 

+λ2(104.01 -504.07μ+ 800.52μ2-375おの]

(平均誤差1.3%)

穴の配置が特別な場合

問題(a)の正方形配置(図3.10)

(α)μ
= 0.5 = (1一λ) [ 3 + A (0.019 -0.590λ+ 3.195À2 -2.333λ3 

1 -λ 

(3.23) 

(3.24) 

+ O. 718À 4)] (平均誤差0.05%) (3.25) 

問題(b)について

正方形配置(図3.11)

(α) u = 1 = (1一λ)f3+ ι (0.206+ 3.970λ+ 33.006À2 -125.91λ3 
-

1-�2λ 

+ 122.91 À 4) ] (平均誤差0.3%) (3.26) 

正三角形配置(図3.12) : 

(αい必= (1一λ) [3+市 ( -0.009 + 2.801 山 6げ-10.633À3

+ 14.404À 4)] (平均誤差0.4%) (3.27) 

各式の末尾括弧内に示した平均誤差からわかるようにすべて精度は十分である.
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図3.10問題(a) :円孔の正方

形配置〈μ=0.5) 

図3.11問題(b) :円孔の正方

形配置〈μ=1)

図3.12問題(b) :円孔の正三

角形配置(μ=1/行〉

問題(a) ， 問題(b)に対する図3.9(a)，(b)には(3.21)，(3.23) �(3.27)による結果

を実線の解析値と比較しておいた. 図3.9(a)では， αAの式(3.21)による値を破線

で跡、てし、る. 図3.9(b)では， αBの式(3.24)による値 は破線で， μミ1/行に対

するαAの式(3.23)による結果は点線で描し、てある. なおμ孟1/おに対するαAの

式(3.22) による値は解析曲線と判別し難いので図には現われていない. 問題(a) ， 

問題(b)のいずれの計算式も精度 は十分で， 実用上有用と考えられる. また， 問題

(a) ， 問題(b)の穴の正方形配置， 正三角形配置に対するαの式(3.25)�(3.27)に

よる結果はほとんど解析曲線上にあり， 精度が極めて高いことがわかる.

3.3.3 円孔による引張剛性の低下とその計算式

単位領域として長方形ODHKOを用いる場合は辺HKの中点Mのy方向変位か

ら， 三角形ODFOを用いる場合は点Fのy方向変位から有孔弾性体の見かけの縦

弾性係数E*
が定まり， 引張剛性係数Cが求められる.

問題(a) ， 問題(b)について種々の μとλに対するC の計算結果をそれぞれ表3.6(a)，

(b)お よび図3.13( a)， (b)に示す. 両図中の破線 はBailey等による正方形配置の結

果(1)であり， 本解析値と良い一致が認められる. また問題(a)， 問題(b)と もにμ→

o (一列円孔群〉では;λに関係なくC=lであり， μが増すほど ， またλが大きいほ

どCが著しく低下する.
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表3.6(a) 種々の片 λに対するC=E./Eoの値(長方形配置円孔群〉

入
μ 

0.25 0.33 0.5 0.56 0.63 0.71 0.83 1.0 
0.0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 
0.05 0.997 0.996 0.994 0.994 0.993 0.992 0.990 0.989 
0.10 0.988 0.985 0.977 0.975 0.972 0.968 0.963 0.957 
0.15 0.974 0.966 0.950 0.945 0.939 0.931 0.922 0.911 
0.20 0.9.5.5 0.940 0.914 0.906 0.897 0.886 0.873 0.8.59 
0.25 0.931 0.910 0.872 0.861 0.848 0.835 0.820 0.804 
0.30 0.902 0.874 0.824 0.811 0.796 0.781 0.766 0.751 
0.35 0.870 0.834 0.774 0.759 0.743 0.727 0.712 0.698 
0.40 0.835 0.791 0.722 0.706 0.689 0.673 0.659 0.645 
0.45 0.796 0.746 0.670 0.653 0.636 0.620 0.606 
0.50 0.75.5 0.698 0.617 0.600 0.583 0.568 0.554 
0.55 0.710 0.648 0.564 0.547 0.531 0..516 
0.60 0.663 0.597 0.512 0.495 0.479 0.46.5 

0.6.5 0.613 0.543 0.459 0.443 0.428 
0.70 0.559 0.489 0.407 0.391 0.376 

0.75 0.502 0.432 0.354 0.339 

0.80 0.441 0.373 0.300 

μ= 0.5 :正方形配置(図3.10).

表3.6(b)
4・

種々の μ 入 に対するC=E ' /Eoの値(千鳥配置円孔群〉

μ 
入

0.25 0.33 0.5 1/V3 0.67 0.8 1.0 1.33 2.0 

0.0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 

0.0.5 0.997 0.996 0.994 0.993 0.992 0.991 0.988 0.98，1 0.977 

0.10 0.988 0.98.5 0.977 0.973 0.969 0.963 0.9.54 0.939 0.913 

0.1.5 0.974 0.966 0.949 0.941 0.932 0.918 0.898 0.867 0.820 

0.20 0.9.5.5 0.940 0.912 0.899 0.883 0.8.58 0.823 0.7ï3 0.712 

0.2.5 0.931 0.909 0.867 0.847 0.823 0.ï86 0.732 0.664 0.599 

0.30 0.902 0.873 0.817 0.790 0.756 0.704 0.631 0.548 0.487 

0.3.5 0.870 0.833 0.762 0.727 0.684 0.616 0.523 0.430 0.375 

0.40 0.835 0.790 0.705 0.662 0.609 0..525 0.414 0.317 0.263 

0.45 0.796 0.744 0.646 0.596 0.533 0.434 0.311 0.213 

0.50 0.755 0.696 0.586 0.529 0.457 0.3-1.5 0.216 0.124 

0.55 0.710 0.646 0.526 0.463 0.381 0.260 0.136 

0.60 0.663 0.594 0.466 0.397 0.308 0.182 0.072 

0.65 0.613 0.540 0.406 0.332 0.236 0.114 

0.70 0.5.59 0.48.5 0.347 0.268 0.168 0.0.59 

0.75 0.502 0.427 0.289 0.205 

0.80 0.440 0.368 0.232 0.146 

μ= 1.0 :正方形配置(図3.11).

μ= 1/)3 :正=角形配置(図3.12)・
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一方， C は(3.18)で定義される面積率f に3郎、相関をもっと考えられるので ， μ

とλの代りに μ と fをパラメータとしても計算を行ない表3.7(a)， (b)を得た. こ

れ らの 結果をfを横軌をとって示 せば図3.14(a)， (b)を得る. 午、?に図3.14(b)でC

-[ 曲線はμが0.25 から2.0 まで変化する聞に下降， 上昇 ， 下降を繰返 すため， �

3.13(b)のC-)'の曲線群よりはるかに狭い範囲にま とまっており， C とfとの強し1

相関が認められた.

特に問題(b)の穴の正方形配置(μ=1) は問題(a)の正方形配置(μ=0.5)を450

回転させた場合に当る. そして表3.7(a)， (b)からわかるようにCの低下量は問題(b)

の方が著しい.

上の所見に基づいて， Cの解析値をμ，[ によるべき級数で近似した. その際，[

=0の ときC=lとな ることを考慮、して， 同問題について穴の配置が一般の場合の

式， 及び特別な穴の配置に対するさらに精度の高い式を次のように求めた.

穴の配置が一般の場合

問題(a)について

C = 1 + [ [ - 3.015 + 7.380 [ -44.002 [2 + 79.520 [3 

+ μ( 0.130 -4.792 [ + 114.79 [2 - 245.25 [3) 

+μ2(_ 0.098 + 11.876 [ -120.36 [2 + 230.21 [3)] 

(平均誤差0.4%)

問題(b) について

C = 1 + [ [ -2.518 -1.020 [ + 10.656 [2 

+ μ(-1.082 + 17.983 [ -45.345 [2 ) 

+μ2(0.739 -19.150 [ + 45.710 [2) 

+μ3(_ 0.144 + 5.856 [ -13.455 [2) ] 

(平均誤差2.9%)

73 

(3.28) 

(3.29) 



表3.7(a) 種々のμ，Jに対するC=E
.

/Eoの値(長方形配置円孔群〉

f 0.25 0.33 0.5 0.56 0.63 0.71 0.83 1.0 
0.0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 
0.05 0.866 0.867 0.869 0.871 0.872 0.87.5 0.878 0.882 
0.10 0.751 0.758 0.767 0.771 0.776 0.783 0.791 0.802 
0.15 0.645 0.663 0.683 0.690 0.699 0.710 0.724 0.741 
0.20 0.544 0.578 0.612 0.622 0.635 0.650 0.668 0.691 
0.25 0.443 0.499 0.549 0.563 0.578 0.597 0.620 0.646 
0.30 0.424 0.493 0.509 0.528 0.550 0.576 
0.35 0.441 0.461 0.482 0.507 
0.40 0.393 0.415 0.440 
0.45 0.347 0.372 
0..50 0.302 

μ= 0.5 :正方形配置(図3.10).

表3.7(b) 種々のμ，Jに対するC=E
.

/Eoの値(千鳥配置円孔群〉

f 
μ 

0.25 0.33 0.5 1/、/3 0.67 0.8 1.0 1.33 2.0 
0.0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 
0.05 0.866 0.866 0.865 0.864 0.862 0.859 0.857 0.859 0.867 
0.10 0.751 0.7.56 0.754 0.750 0.744 0.734 0.728 0.734 0.7.59 
0.1.5 0.64.5 0.661 0.661 0.653 0.642 0.624 0.611 0.624 0.670 

0.20 0.544 0..575 0.580 0.570 0.5.53 0..527 0..508 0..527 0..594 

0.25 0.443 0.495 0.509 0.496 0.474 0.441 0.417 0.441 0.527 

0.30 0.419 0.444 0.430 0.404 0.36.5 0.337 0.365 0.467 

0.35 0.385 0.369 0.340 0.297 0.268 0.298 0.411 

0.40 0.331 0.313 0.281 0.237 0.208 0.239 0.360 

0.45 0.281 0.262 0.228 0.185 0.1.58 0.187 0.311 

0.50 0.235 0.214 0.180 0.139 0.116 0.143 0.266 

μ= 1.0 :正方形配置(図3.11).

μ= 1/、/3:正三角形配置(図3.12).
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穴の配置が特別な場合

問題(a)の正方形配置(図3.10)

(C)μ=0.5 = 1-2.935f + 7.204f2-13.009f3 + 9.553f4 

(平均誤差0.3%)

問題(b)について

正方形配置(図3.11)

(C)μ= 1 = 1-2.998f + 2.788f2_0.380f3 -0.546f4 

(平均誤差0.01%) 

正三角形配置(図3.12)

(C)μ=1//3= 1-2.988f + 5.624f2-8.306f3 + 5.455[4 

(平均誤差0.1%)
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3.4 円形介在物群の結果と応力・引張剛性の計算式

3.4.1 解析の概要と結果の精度

数値計算は平面ひずみ問題として行ない， V[， V[[ が結果にあまり関係しないこと

を考慮、して， 便宜上， V[， V[[ =0.3とした(平面応力問題で VI， Vu =0.43にあた

る) . これらは(2.7)によりK[= K[[ = 1.8の場合である.

数値結果には次の三つのパラメータが関係する.

μ=3p λ=2 
G" En r=万;=す (VI= vn ) (3.33) 

これらのパラメータの種々の組合せについて計算を行ない， 各場合について， 介

在物境界における全ての極座標応力成分の最大値及び介在物の存在による引張剛性

の変化を表わす係数Cを求めた. このCは， 円孔の場合の(3.19)と同形の次式で‘定

義される.

c=長=引張剛性係数

E'=介在物群がある場合の見かけの縦弾性係数

Eo=母材の見かけの縦弾性係数

(EI 何力)

E[ / (1- vf) (平面ひずみ)
(3.34) 

このCは介在物が全領域に占める割合(面積率)fに強く依存すると忠われるので，

結果の整理にはこのことを考慮した. ここでf は， 円孔の場合の(3.18)と同形の次

式で与えられる.

f=介在物面積率=担2 _ 1cλ2μ (3.35) 
2bc 2 

また， 実用に使利のため， 数値計算結果によくあてはまるべき級数表示を与えた

が， このさい次節に述べる理由で， 介在物と母材の横弾性係数の比fの代わりに次

で定義されるβを用いた.
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さて本問題における経済性を考えたλの解析範囲は， 円孔群の場合と同織に図3.5，

3.6に示される物理的なλ の上限の8割までとした.

パラメータの組合せについて， 介在物境界における領域(1)， (II)の応力成

分σ0'σr'τrOの最大値を調べ， それらをσ01， max，σon， max， a r， max ( =σrI. max= 

σrII， max )，τ'ro， max (=τrOI， max =τ"011， max)で表わす. これらの辰大値はθ=00 ある

いは900 に生ずることが多いが， そうでない場合， θ=Oo，1o，20・・・と1度間隔で

σ01 ，σ011 ，σr'τrOを計算し， それぞれの最大値をとることによって実用上十分な

精度で求めた. また， À→Oの場合の応力成分は(3.15)に与えてある. それらの最

大値は解析的に求められ， 生ずる位置。とともに(3.16)に与えられている.

本解析による結果の精度は， 分割数を増すときの値の変動を調べることによって

推定できるが， 表3.8(a)， (b)に示すようにNの増大による値の収束性は極めて良い.

以下に述べる数値結果は， すべてこのような検討によって十分正しいことを確かめ

である.

表3.8(a)計算精度の検討例 (長方形配置円形介在物群;

r =0.5，μ= 0.5，入= 0.5，長方形単位領域使用)

N σBI，mαx / σ σBn，mαx /σ σr，mαx / σ ア叫mαx / σ E./E。

4 1.53718 0.77898 0.75822 0.36821 0.87727 

8 1.54228 0.78067 0.76252 0.36945 0.87123 

12 1.54229 0.78068 0.76252 0.36946 0.87122 

16 1.54229 0.78068 0.76252 0.36946 0.87122 

表3.8(b)計算精度の検討例 (千鳥配置円形介在物静;

N 

4 

8 

12 

16 

r =0.5，μ= 1，λ=0ム三角形単位領域使用)

σBI，mαx / σ 内n，max /σ σr，max / σ ア叫mαx / σ E蟻/E。

1.63259 0.81242 0.894.56 0.4.5.560 0.74053 

1.63451 0.81360 0.89328 0.45597 0.74002 

1.634.50 0.81360 0.89323 0.4.5597 0.74001 

1.63450 0.81360 0.89323 0.45.597 0.74001 
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3.4.2 応力と引張剛性に及ぼすノマラメータの影響

数値計算は平面ひずみ問題で� VI = Vn = 0.3 ( KI = KII = 1.8 )として行なった.

まず， λ→Oの場合の各応力成分の最大値とそれらを生ず・る位置について検討す

る. 図3.15は， (3.16)から求めた各応力成分の最大値と r (=Gn / GI )の関係を不

したものである. KI = Kß = 1.8の今の場合はr <3.33のときσ01. maxはθ=00 で

生じ， rの増加とともに減少する. しかしr >3.33では， σ01，maxはθ=900 で生

じ， r の増加とともに増大してF→∞ で図中の一点鎖線で 示した極限値に収束す

るすなわちσeI，max -r曲線はr =3.33で折れ曲がりを示す. 特にr =3.33で

は， σeI，maxは (3.16)に示す ようにOに関係なく介在物境界上で一定になる.

σeI I， maxと σr，max はfに関係なく互いに等しいが， それらを生ずる位置は異なり，

それぞれθ=00 及び()=900 である. τre， maxを生ずる位置はfの全範囲で()=

450 である. σelI，max， ar，max， τre， max はfの増加とともに単調に増大し， r

→∞のとき図中の一点鎖線で 示した極限値に収束する.

介在物境界の各応力成分の最大値の大小関係はfによって異なり， 次式で与えら

れる.

σe 1， max > a 0 n， max =σ人max>τre，max (0 < r < 1) 

σo I I， max =σr， max >σe 1， max >τre， max (1 < r < 1.94) 

σe n， max = a r， max >τ're， max > a e 1， max (1.94 < r) (3.37) 

さて問題(a)ではr=O，0.1， 0.2， 0.3， 0.5， 0.75， 1.5， 2， 3.33， 5， 10，∞;μ=0.5， 

0.71， 1.0と 0.1間隔のλ の 216の組合せについて解析し 問題(b)ではr=O， O. 

1， 0.2， 0.3， 0.5， 0.75， 1.5， 2， 3.33， 5， 10，∞;μ=0.5， 1/{3， 1.0，2.0と 0.1間隔

のλの 312の組合せについて計算を行なった.

図3.16(a) ，._図3.19(b)は， パラメータの典型的な場合に対する介在物境界の各

応力成分の最大値を示し たものである. 各図番に付したい)， (b)はそれぞれ長方形

配置円形介在物群 ， 千鳥配置円形介在物群を示す.

図3.16( a)， (b)，こ示すaeI， max'まし、ずれの場合も介在物の同じ配列(同じμ，λ〉

に対して， その剛性すなわち Fが増すとともに減少するが， r =3.33付近で傾向が

反転して増大し， r→∞の曲線に収束する. 図3.17(a) ，._3.19(b)に示す他の応力成
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分最大値はFが増すとともに増す傾向がある. 一方μの影響は， 各応力成分ともf

の値によって異なり， かなり複雑である. さらにこれらの応力成分最大似を生ず、る

位置。も 介在物の剥離や破壊を考える上で重要である. 問題(a)， (b)のいずれの応

力成分についても0はパラメータの広い範囲でλ→Oの場合の式(3.16)の括弧内に

示した値をとる(ただしKI = Kn = 1.8 ). 

図3.20(a)， (b) は， 種々のfについて μをノミラメータとしλを級車1"に取って引

張剛性係数C(=E
.
/Eo)を示したものである. 問題(a)， 問題(b)ともにC-λ1111

線はμによってかなり変動する. しかし， Àの代わりに(3.35) で定義される 介在物

面積率fを横軸に取ってCを示せば図3.21(a)， (b) を得る. 明らかにr=lのとき

μ，1に関係なくC= 1であり， rの:l:首加とともに ， Cは単調に明大する. またC

-[曲線の μによる変動は小さく， 0.5豆r�2の範囲では特にそうである. 従って

Cはμにあまり関係なく， ほぼfとfだけの関数と考えてよい. これは介在物がラ

ンダムに分布する場合も統計的にそうなる可能性を示唆するように思われる.

81 



2.0 a 

、EY
\ lノ

1i ，

今ム

06

00
 

S

弓3

今J

mM

3

3

 

EVJ
/SE\
，tk

 

d

n

n
 

h

h

h
 

x­G一ma一
σ

.•••..
 

《り-
パu
一

1.5 

ta 

r=0.5 

1 .0 
r=1 

0.5 

r=O.75 

r=1.5 

r�∞ 
ーーーーー一ー 一 一 ー一一ー・・ーーーーーー ----ーーー­一ーーーーーーーーーーーーーー

0.5 

μ=0.5 

。
。 0.2 0.4 0.6 "\ _ a 0.8 . -

b 

図3.16(a)σeI， max / a (長方形配置円形介在物群〉

82 



2.0 

o9I.maX I 

Analysis 
一一- Eqn.(3.38.1) 

Eqn.(3.38.2) 

μ=0.5 

σ I  + 0 

1.5 

1.0 

0.5 

。
。

1=0.5 

1=0.75 

1=1 

1=1.5 

1=3.33 

0.2 

-・・・・・・・・困圃・
・・・・・・・・

0.4 

μ=:0.5 

μ=1 

0.6 1 =♀0.8 一
b

図3.16(b) a eI， max /σ (千鳥配置円形介在物群〉

83 



2.0 
Analysis 

一一一 Eqn . (3 . 39)
VA­G一いい一

σ

no­
σ
一

to 

1.5 

r=1 
1.0 

r=0.5 

r=0.1 

0.5卜r=O.2

。
。2 0.4 no

 
ハuG一

b
『八

po
 

ハU

図3.17(a) OeII.max/O (長方形配置円形介在物群〉

84 



2.0 

Analysis 

Eqn.(3.39) 
VA
­
G
-m一

σ

ハ
O
一

パV
一

t 0 μ=1 グ
ク

1.0 
r= 1 

1.5 

0.5 

μ=1 
0.5 

。
。

52 
0.2 0.4 0.6 

λー旦 0.8 -
b 

図3.17(b) Oen，max/σ (千鳥配置円形介在物群)

85 



2.0 

a 

。 。

Analysis 
Eqn.(3.40) 

/ 

í=2 

μ=0.5 
/タ
ノ

ノ
/ 

/ 
/ 

" 
" 

1.5 

〆0.71

0.5 
一一一一一一一一一一一一一一一ーー

4EE­-­「ー
ハU

-..
 ，
 

í=0.5 
0.5 

0.5r- í=0.2 

í=0.1 
0.5 

0.71 

一一一一一一一一一一一一一

0.71 μ=0.5 

ハU「'

ハu
nu
 0.2 0.4 0.6 、 _ a 0.8 八 ー 官

図3.18(a)σr， max / a (長方形配置円形介在物群)

86 



2.0 

1.5 

1.0 

0.5 

0 
0 

+ 0 

í=1 

0.4 

Analysis 

一一- Eqn.(3.40) 

0.6 、 n 0.8 
且 ー -

b 

図3.18(b)σr， max / a (千鳥配置円形介在物群〉

87 



1.0， 

1:r9，max 

σ 

0.51 

0 
0 

a 

Analysis 

一一- Eqn.(3.41) 
一一一一�

。 。

μ=1 
「→∞ �

ごミ51=2 

1 = 1 

1=0.5 
μ=1 

1=0.2 
1=0.1 

' ←一、J、

0.2 0.4 0.6 

図3.19(a)τr()， max / a (長方形配置円形介在物群〉

88 

入ー立 0.8 
b 



1.0 

h，m以」一一r..∞
σ l ー-==一一ー-

0.5 

。
。

r=2 
・・・・!!:!!!!

r=l 

r=0.5 

「= 0

0.2 

Analysis 
一一一 Eqn . (3 . 4 1 )

0.4 

ーー一一ーーーμ=0.5

0.6 、 a 0.8 ... -
b 

図3.19(b)τ"(J， max / a (千鳥配置円形介在物群〉

89 



2.0 

1.5 

1.0 

0.5 

。
。

Anolysis 

0.2 0.4 

r=1 

0.6 、_0
. ， 

b 

図3.20(a)種々のr，μに対するE.
/ Eoとλの関係

〈長方形配置円形介在物群〉

90 



2.0 

本

O

C」一

C」

+ a 

1.5 

1.0 

1=0 

0.5 

Analysis 

。
。 0.2 0 .4 0.6 1=旦 0.8一

b

図3.20(b)種々のr，μに対するE*
/ Eoとλの関係

(千鳥配置円形介在物群〉

91 



2.0 

1.5 to 

本

O

C」一

C」

1.0 

0.5 

Analysis 

一一一 Eqn . (3 .42)
μ=0.5 

。
。 0.1 0.2 。3 0.4 f 0.5 

図3.21(a)種々のr，μに対するE* / Eoとfの関係
(長方形配置円形介在物群〉

92 



2.0 

1.0 

も晶T

nv

z」一

E」

1.5 
+ 0 

0.5 

Analysis 

一一一 Eqn . (3 .42)

。
。 0.1 0. 2 0.3 0.4 f 0.5 

図3.21(b)種々のr，μに対するE* / Eoとfの関係
(千鳥配置円形介在物群〉

93 



3.4.3 応力と引張剛性の計算式
前節で述べたように問題(a)では216組， 問題(b)では312組のパラメータの組合

せについて解析 し たが， 次にこれらの計算値に良く適合するべき級数を最小二乗法

で求めた. ただ し ， f→0， f→∞に対する値を考慮 し 易いように， 岡山生比fの代

りに(3.35) で定義される新 し いパラメータβを用いた. また応力の計算式は3つ

のノミラメータ À，μ，ßのべき級数と し たが， Cについては図3.20(a)ベb)と 図3.21
(a)， (b)に関する議論を考慮 し て3つのパラメータメμ，β のべき級数と し た.

上の方針に基づいて問題(a)， (b)について共通の型の計算式(3.38) �(3.42)を得
た. なおσeI， max /σだけは図3.16(a)，(b)に示 し た結果を考慮、 し て，

ミ�3.33 の二つに分 け て， 異なる式で表 わ し た.

(σe 1， max) r l g l  = 1-1.353β+ 0.450β2 _ 0.186β3 

+ 主主buhl+2rpn+1

(σ01， max) r詮』と �= 0.784ß -0.177 ß2 + 0.026ß3 

+話会。Ai�nO;..，z+2 Ji" ßn + 1 

UaTT nl!1 uz…� = 1 + 0.632ß - 0.255ß2 + 0.105β3 

+ 話。ゑBjfJI)λ1 + 2 Ji" ßn + 1 

σ7ax=1+0.632P-0.255β2 + 0.105ß3 

+会見広cはλ1 +2 Ji" ßn + 1 

τ，.Ll "，<lI 'VHax=0.5+0.355β-0.110ß2+0.034β3 

+主主λDU)λ1 +2 Ji" ßn + 1 

C=zι一=1μ+之之之釘 E1mn f 
n o 

I"，Om =0" =0 
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問題(a)，(b)における (3.38.1)"-(3.42)の係数値をそれぞれ表3.9(a)，表3.9(b)

に 示す.

問題(a)では(3.38.1)"-(3.41)はF注0.1 ( 1孟P孟-0.82)， 0.5 �μ豆1および

λ豆0.8λo (λoは図3.5の場合のλ)の範囲で ， (3.42)は上と同じ�μの範囲

でf豆0.5について十分正確な値を与える. 問題(b)では(3.38.1)，，-(3.41)はfミ

0.1 (β注0.82)，0.5�μ豆2およびλ孟0.8λo (λoは図3.6 の場合のλ〉の範囲

で， (3.42)は上と同じにμの範囲で f�0.5について十分正確な値を与える. ま

た， これらの式による値と解析値 の差の平均値を表3.9(a)および表3.9(b)の最下行

に与えておいた. すなわち平均誤差は， 応力の式について問題(a)で0.596"-1.6%， 

問題(b)で1.6%，，-4.0%， Cの式について は問題(a)で0.79'6， 問題(b)で0.2 96程度

に過ぎない.

また， 図3.16(a)，，-3.19(b)， 図3.21( a)， (b)に (3.38)，，-(3.42)による値を破線あ

るいは点線( 図3.16 (a)， (b)のみ)で示し， 解析値と比較しである. 問題(a)， (b) 

ともC の (3.42)は特に精度が良く， 実用上の厳密値を与えると考えてよい.
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表3.9(a) (3.38.1) ----(3.42)の係数値(長方形配置円形介在物詳)

1mη 
AjCL 

Bf�I�) cjコτ D!��) E1mn r < 3.33 r > 3.33 lmn Imn 

000 1.2948 ー1.28 54 1.4 546 1.44 50 1.1117 2.0589 

001 -1 .6104 2.0518 1.1.522 0. 5909 0.6242 -0.8024 

002 ー0. 5625 ー0.8790 -1.1405 ー1 .6122 ー0.7172 0.0943 

01 0 -4.7716 3 .6089 -4.8 532 -3.971 5 -4.1178 ー0.2307

011 6.03 59 -7.3948 ー3.13 57 ー0.131 5 ー1.8006 0.3997 

01 2 -12.412 3.6284 1.82.58 3.6060 2.12.57 0.4611 

020 5.9693 -3.0149 8.1232 6 .3844 5 .3214 0.1698 

021 ー12.134 7.79 54 4 .6377 1.6 58 5 2.4801 -0.2563 

022 17 .484 -3.4218 -3. 5688 -4.64 52 -2.6.551 -0.2848 

1 00 -4.8397 2.0349 -5.9.514 -4.0919 -2.7323 -1.2.596 

1 01 4.8402 -1. 5647 -4.1905 0.8.589 ー0.8.574 6 .954 5 

1 02 4.7696 2.6416 4.7999 7 .8027 2.777.5 3 .3.552 

110 12.036 -7.3672 17.71 5 0.2741 10.098 4.3904 

1 1 1  -23 .21 5 1. 5483 10.490 -16.344 1 .06--10 ー12 .319

1 1 2  36.004 -9.8864 -8.7380 ー17.9.52 -8 .9310 ー14.805

1 20 ー10.399 2.6796 -28 .196 -1.4401 -11..570 -2.9091 

1 21 43.370 7.9188 ー14.671 11 .867 -2.6 520 12.054 

1 22 - 53 .111 3.3136 16 .310 17.464 9.5186 5 ..5577 

200 1.2.503 0.6806 4.6826 4 .4106 1.4482 4.008 5 

201 0.4800 -1.0021 1.927 5  2.1925 0.373.5 -17.93 5 

202 -3.1 57 5  ー0.5814 - 5.9325 - 5.7180 -2.1866 -6.2726 

21 0 2.8909 -.5.7271 -16.8.59 -8 .0.530 - 5 .0.538 ー12.784

21 1 8.1863 8 .892 5 ー1 .6926 - 5.4908 0.0261 51 .634 

21 2 -48 . 548 -2.2813 19.112 9.498 5 6 .7061 18 .974 

22 0 ー11 .434 1 5.976 24.825 14.080 2.8519 7 .2670 

22 1 ー17.320 -21.414 1.48.52 19.816 0.2498 -30.743 

222 73.360 13.605 -30.127 - 5.747 5 - 5..5296 18.910 

平均誤差[%] 1 .6 1.1 0.8 1 .0 0.5 0.7 
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表3.9(b) (3.38.1) '"'-'(3.42)の係数値(千鳥配置円形介在物群〉

1 m， n 

AjfJJ 
B(OII) c(r) D!r，B) Elmη r < 3.33 r > 3.33 Imn Imn Imn 

0 0 0  2.7966 0.4610 3.8340 3.4215 2.7997 1.9864 

0 0 1  -6.5293 -2.6378 2.4196 2.2530 1.6458 -0.5765 

0 02 2.8987 3.7098 -1.9422 -2.0473 ー1.2223 0.1901 

0 1 0  -8.3745 -1.4372 ー7.6861 -5.9277 -6.5033 0.0253 

0 1 1  17.043 6.3568 -5.5481 -4.6422 -3.8809 -0.1984 

0 12 -5.3930 ー8.7575 1.9154 2.1717 2.1915 0.1166 

02 0 3.4580 0.7992 3.4727 2.3062 2.5866 -0.0113 

021 -6.9820 ー3.1490 2.2454 1.8060 1.5569 0.0854 

022 1.6925 3.7658 -1.1000 -1.0221 -0.9276 ー0.0392

1 0 0  -4.9090 -28.840 -7.1113 -1.1239 -1.0084 0.2097 

1 0 1  -4.9648 79.324 -8.2287 -5.7733 -2.3346 6.3089 

1 02 24.091 -52.771 1.5921 1.2293 ー0.3467 -3.7038 

1 1 0  17.778 72.011 12.503 -10.019 0.2411 -0.3669 

1 1 1  5.9390 -196.16 19.098 8.2334 4.6514 ー8.5739

1 12 -66.171 127.40 5.5063 7.2224 4.1210 3.8481 

12 0 -11.023 -32.372 -11.6.55 3.3090 -0.61.53 0.1656 

121 3.4860 85.618 -9.09.56 -3.5912 司2.4721 3.4263 

122 30.372 -54.150 2.2548 -0.9319 -0.9292 ー1.7020

2 0 0  -6.1295 21.943 -2.4017 -1.6.509 -5.1140 -0.5777 

2 0 1  32.099 -56.4 74 1.466.5 6.2413 -2.1625 -2.9757 

2 02 -34.277 37.641 2.3009 3.0762 2.8980 11.646 

2 1 0  7.4438 -5.5.636 6.2100 11.008 14.24.5 1.00.53 

2 1 1  ー73.724 139.18 -3.9891 ー11.603 5.7197 7.7313 

2 12 100.39 -90.200 自11.265 -13.027 -9.7360 -16.160 

22 0 2.664.5 29.981 7.1805 -0.5461 -5.8939 -0.4.554 

22 1 30.636 -68.245 3.2633 8.2207 ー0.7596 -2.8784 

222 -64.172 42.509 ー3.0784 1.5834 3.2589 7.0315 

平均誤差[%] 4.0 1.6 1.8 1.7 1.9 0.2 

97 



3.5 結 論

(1)長方形配置(問題(a))および千鳥配置(問題(b))の円孔群や円形介在物群をも

っ無限体の引張りを適当な単位領域を考え， 合力と変位による境界条件を用いて精

度良く解析した. 介在物の剛性と配列をあらわすノミラメータの種々の組合せについ

て計算を行ない， 介在物(穴 )の周縁の各応力成分の最大値とそれらの位置， およ

び介在物をもっこれらの弾性体の引張剛性係数C=E'/Eoを求めた.

(2)円孔群の場合， 問題(a)のσmaxは引張方向に直角な直径の端A (θ= 00 )に生

ずる. 問題(b)のσmaxは引張方向に直角な直径の端A (Ð=Oo )に生ずことが多い

が， 斜め方向の穴との干渉が大きい場合にはamaxはその穴に近い点B (θ-:1= 00) 

に移動する. 穴の存在は弾性休の引張剛性を低下させる. 特に問題(b)の場合の引張

剛性係数Cは穴の面積率fに強く依存し， 荷重方向の穴の間隔にはあまり関係しな

いことを明らかにした. さらに， σmax， 応力集中係数αとCの解析値に良く適合す

る計算式をべき級数の形で与えた. これらによってパラメータの任意の組合せに対

する結果が精度良く求められる. 以上の円孔群の場合の結果は平面応力と平面ひず

みに関係なく， EI， VIなどの弾性定数にも無関係である.

(3)円形介在物群の場合については， 介在物境界における各応力成分の最大値とそれ

らの位置に及ぼす介在物の剛性や配列の影響を詳細に調べた また介在物の存在が

弾性体の引張剛性に及ぼす影響を検討し 引張剛性係数Cが介在物の剛性と介在物

の面積率によってほぼ定まることを示した. さらに， 各応力成分最大値と引張剛性

の解析値に良く適合する計算式をべき級数表示の形で与えた. これらによってパラ

メータの任意の組合せに対する結果が精度良く求められる.
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