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第1章 序 論

1.1 まえがき

近年， 複合材料に代表されるように高比強度， 高比剛性等の優れた機能を有する

材料が各種機械や構造物に多く利用され， 軽量化が進む一方， 設計上の強度評価は

ますます厳しいものが要求されている. 一般に， 構造物中に存在する穴や介在物等

の欠陥， 複合材料の母材中に分散する粒子や強化繊維は材料の強度・剛性に多大な

影響を及ぼす. 設計で特に問題となるのは， 穴や介在物による応力集中とそれらの

存在による材料の弾性係数の評価である.

穴や介在物は応力集rl'の要因であり， 材料の破凱， l:政政はそのiW分から起こるこ

とが多い. このため構造物を安全に使用するためには， それらの応力を求め， 応力

集中の度合を調べる必要がある. また弾性係数は材料の機械的特性を判断する上で，

評価すべき重要な基本特性の一つで‘ある. 複合材料等の材料設計では， 介在物の体

積含有率等をノミラメータとして材料の弾性係数を近似(1なに求める手法が用いられて

いる. しかし複数個の穴や介在物の場合は， 単独の場合に比べ解析困難なものが多

く， いまだ未解決なものが数多く残されている. 従って， これらの問題を解析し

材料の強度・剛性評価を行なうことは設計上の重要課題の一つである.

1.2 これまでの研究

弾性休における穴や介在物に関する解析は， 種々の解析法によって数多くの研究

が行なわれている. その中でも複数個の穴や介在物に関する解析例についてのみ概

観する.

先ず， 二円孔をもっ無限板の引張りについてはJeffery ( 1)， Weinel (2) ， 鵜戸口

(3)， Ling 〈4)らによる解析があり， 一列円孔群あるいは二列円孔群をもっ無限体の

引張りについてはHowland (5〉.〈6〉， Schuiz(7〉らによる解析がある.

石田は， Laurent展開法による だ円孔の一般表示式を与え， これと摂動法を併用

することにより， 一列円孔群や任意個のー列き裂群および平行き裂群をもっ無限体

の引張りを解析した(8)-(11)

1 



西谷は， 1.ご円孔群やだ円形剛体介在物群について応力集中の近似計算法を開発し，

穴や介在物の応力を求めている(12) また後に体積力法を用いて一列だ円孔群の引

張りを解析し だ円孔の種々の形状・大きさに対する応力集中係数の資料を与えて

いる(13)

Saitoは正方形配置の円孔群をもっ無限体の任意方向引張りを解析した(1 4). R. 

Bailey · R. Hicksは正方形配置および千鳥正方形配置円孔群をもっ無限休の引張り

について適当な単位領域から解析し 孔縁の応力や板の剛性について比較的精度の

高い結果を与えている(15). W. R. Delameter・G. Herrmann・D. M. Barnettは

膨子方程式による解法を用いて長方形配置のき裂群を持つ無限体の引張りを解析し，

応力拡大係数と剛性に関する結果を与えている(16)

八回・村上・石田は体積力法を用いて任意に配置する二佃のだ円形介在物をもっ

無限体の引張りを解析し だ円形介在物の形状・大きさ， 母材と介在物の剛性比が

異なる場合の応力干渉を明らかにしている(11)

内山・八回・村上は体積力法を用いて正方形配置および千鳥正方形配置だ円形介

在物群をもっ無限休の引張りを近似的に解析し だ円形介在物の形状・大きさ， 母

材と介在物の剛性比を系統的に変えたときの材料の弾性係数の変化に対する結果と

実用的な近似式を与えている(1 8) 

1.3 本論文の目的と内容

前述のように円孔群や き裂群の場合を除いては だ円孔や介在物の数が小数あるい

は規則的に配列された無限個の場合が解かれているにすぎず， それら以外の場合の

応力や変形はまだ明らかにされていない.

本論文は， 複数個のだ円孔， 介在物あるいは き裂が典型的な分布をする場合を考

え， これらを解析して結果を考察することにより材料の強度・剛性評価のための指

針を与えることを目的とする.

本論文は6章から構成されている.

第2章では， 穴が一方向に分布する簡単なモデルとしてー列等間隔に分布する等

しい だ円引鮮をもっ無限体が孔列方向あるいは孔列に直角方向の引張りを取扱った.
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解析にはだ円孔縁自由条件を満たすLaurent展開法と摂動法を組合せ， 他の解法の

難点を克服し任意の孔数の問題の解析を可能にした. そして き裂から円孔までを含

むだ円孔の種々の形状・大きさと種々の個数に対する解を示し， 孔の形状， 寸法，

配置のパラメータが各孔縁の応力に及ぼす影響を調べる. また， 解析結果の実用化

を考慮、し， 本章の だ円孔群の結果や従来のき裂群の多くの場合の結果をもとに孔数

が2個から無限個までの場合の最大応力・最大応力拡大係数を精度良く求めること

ができる計算式を与える.

第3章から第5章までは， 穴， 介在物やき裂が各方向に分布する典型的なモデル

として長方形配置及び千鳥配置の穴群， 介在物群， き裂群をもっ無限体の引張りを

取扱った これらの問題では応力状態の二方向周期性を厳密に満たす単位領域法を

用いて高精度に解析し 数値結果に精度良く当てはまる計算式を実用に便利な形で

与える.

第3章では， 円孔群や円形介在物群の場合を取扱った. 解析には， 一個の穴ある

いは介在物を含む適当な単位領域を考え， その縁の境界条件を完全に満たす複素応

力関数のLaurent展開を導いた. そして， 単位領域外周の境界条件を合力と変位を

用いて応力状態、の二方向周期性を満足する形で表わし これらによって展開の未知

係数を定める方法をとった. 幾何的および力学的パラメータが穴や介在物の周縁の

各応力成分の最大値とそれらの位置に及ぼす影響や弾性体の引張剛性に及ぼす介在

物の影響を検討する.

第4章では， き裂群の場合を取扱った. 解析には， 適当な単位領域を考え， 前章

のLaurent展開の代わりに き裂縁の境界条件を厳密に満たす固有関数展開を用い，

前章と同様の合力と変位による境界条件から未知係数を定めた. そして応力拡大係

数， き裂開口変位， き裂の存在による引張剛性の低下を詳細に調べる.

第5章では， t.ご円孔群， だ円形介在物群の場合について， だ円孔縁応力および，

弾性休の引張剛性に及ぼすだ円孔やだ円形介在物の影響について検討する. だ円孔

群の解析には， だ円孔縁自由条件を満たすLaurent展開法と第3章で用いたと同じ

合力と変位に基づく境界分割法を組合せて行なった. まただ円形介在物群の解析に

は体積力法を用いた.
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第6章は結言であり， 本研究の成果を総括して述べた.
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第2章一列に分布するだ円孔群・き裂群や介在物群をもっ無限休

2.1 緒 言

本章では一列等間隔に分布する等しいだ円孔をもっ無限体が孔列に直角方向ある

いは孔列方向の引張りを受ける場合を解析した. これらの問題は円孔やき裂の場合

を除いては， 孔数が2個あるいは無限個〈周期だ円孔群〉の場合が解かれているに

すぎない. そして後者の周期だ円孔の解析は孔数が非常に多い場合の中央の穴の応

力だけを与える. 従って最大応力が中央の穴に生ずる抗測に直角方向の引援りでは，

最大応力は孔数が増すとともに増大するので， 周期だ円孔群の結果は穴の形と大き

さを固定した場合の最大応力の上限値を与えることになる. しかし孔列方向の引張

りでは， 最大応力が孔列の両端の穴に生ずるので， 従来の結果は穴が3個以上の場

合の最大応力に対して何等の情報も提供していない.

本章では， まず， き裂から円孔までを含むだ円孔の種々の形状・大きさと種々

の個数に対する結果を与え， これらのパラメータが各孔縁の応力， 特に最大応力，

き裂の場合は最大応力拡大係数に及ぼす影響を調べた. さらに中央の穴の応力が孔

数Nの逆数l/Nとほぼ直線関係にあり， 最外側の穴の応力が1 / (N -0.5)とほ

ぼ直線関係にあることを見出した. そしてこれを理論的に証明し， この性質が一般

に無限体内にー列等間隔に分布する任意形の穴や介在物周縁の応力にも成立つこと

を示した さらにこれらの法則を用いることにより， 本章のだ円孔群の結果や従来

のき裂群の多くの場合の結果に精度よく当てはまる計算式を与えた.
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2.2 孔列に直角方向の引張りの解析と応力の計算式

2.2.1 解析方法

2.2.1.1 応力関数

図2.1に示すように， 広い板の中に主軸長2a， 2bのN佃の等しいだ11J孔が主軸

2aの方向に等間隔に一列に配列しており， 遠方で、主車Ih 2bの方向に一様応力σが作

用する問題を考える. ただし応力集中が大きい場合が特に重要なのでG注わと仮定す

る. また解析はだ円孔だけでなくb→Oの場合に相当するき裂にも有効な形で行なっ

本問題では左から数えて穴に番号1ム...，Nを付し， 基準座標系OXoY。および，

各穴の中心に原点をもっ局所座標系OkXkY k (k = 1，2，…，N )を図のように定める.

基準座標系OXoY。は他の座標系と平行であれば原点をどこにとってもよい.

隣接するだ円孔問の距離を2dとし， 無次元直角座標系(Xk'Yk )と1H�次元複

素座標系Zkを次のように定める.

Xk lk 
Xk=d' Yk=d 

Zk=Xk+1Yk 

(k =1， 2，…，N) (2.1) 

(2) 

Y2 

U

、J

・・EE-
-
-EM，r、 、E，rbA

 
，，E、 (N) 

込 Aj hj X; XN 

�OL 

図2.1だ円孔列に直角方向の引躍り
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穴の形を表わすパラメ ータê， Rと穴の大きさを表すノミラメータλを次式で定義

する.

E=;=JZ ，R=J2 
。
一

d

一一ぺλ (2.2) 

ここにPは穴の長軸端における曲率半径で， p / a =1は円孔， p / a→Oはき裂に

相当する.

解析にはLaurent展開法を用いた(2，3)

一般にAiryの応力関数は2つの複素応力関数q;(z)，ψ(z)によって次の形に書く

ことができる.

F仏y) = Re [2ψ(z) +ψ(z) ] 

WJ
 

X
 

一一
-
z wd

 

+
 
x
 

一一z 
(2.3) 

これによる応力， 変位， 合力の成分は次のように与えられる.

σx+σy = 4 Re [ φ(z)] 

ay-ax+2iτ砂=2 [2 q;"(z) +ψ"(z) ] (2.4) 

2G (u -iv) = Kq; (2)-2φ (z)一ψ(z) (2.5) 

fう+i凡=-q;σ) -z q;'(z)一ψヤ) (2.6) 

ここにGはせ ん 断弾性係数であり， κはポアソン比νによって次式で与えられる弾

性定数である.

K=
[ (3 - v)/(1��) �平面応力)
\ 3 -4v (平面ひずみ)

(2.7) 

まずAiryの応力関数を次の形に書く.

ιA
 

F
 

N

V白
川

+
 
nU
 

F
 

F
 

(2.8) 

F。は遠方の応力状態に対応するもので， 複素関数料(zo)，ψ。(zo)を用いて次の形に
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書かれる.
Fo=σd2Re[お(/)O(ZO)+ψoや0)]

(/)O(勾)=jzo， ψO(ψ が
(2.9) 

またF1c( k注1)はだ円孔 ( k )の内部だけに特異性をもち遠方では応力を与えな
い応力関数で， x1c軸に関する対称性を考えて次の展開で表わす.

Fk=σd2Re [ik (/) k(Z k) +ψk(Zk)] 

似(ZK)=Ei Gムポ+ 1) 

ψk(ZK) =-Ddklogzk+21
1

Dムzin

(k= 1 ， 2，…， N) (2.10) 

2.2.1.2 座標変換とだ円孔縁の境界条件

次に， (2.10)における未知係数を境界条件から定めることになる. まず前述のF。

と九(k注1)の形を仮定した経過によって， 全応力関数Fは遠方の応力条件を自動

的に満たしている. 従って残る境界条件として， すべてのだ円孔の縁が自由縁とな

るための条件だけを考えればよい.

さて全応力関数Fの各要素凡(kミ1)はそれぞれ異なる座標Z1cで表わされてい

る. 従って， 特定の穴(j )の境界条件 を考えるためには， これらのすべてを穴の中

心qに原点をもっ座標 Zjだけで表わす必要がある その手順と結果は次のように

になる.

まず遠方の応力を与える応力関数F。は基準座標系O XoY。に平行な座標系OjXj

Yjについても同じ形をもっ筈であり， Zjによって次の形に書かれる.

九=σd2Re[弓(/)O，j (Zj) +ψO，j(Zj)] 

判 的 = jzj， ψo 州 = jz? (2.11) 

また九(k注1)については局所座標の関係

Zk = Z j - 2 ( k - j ) 
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その結果を(2.11)とともに(2.8)に用いれば全応力関数Fを用いて，Zjで表わす.

はZjによる次のLaurent展開に書き直すことができる.

F=σd2Re [弓φj(Zj)+ 'Pj(Zj)] 

φj(Zj) =三。(Gn.，j巧(n+ 1) +M n.，j弓+1)

(2.12) 
VバZj)=-Dd，j logZj+ 51DLjZ7n+ ZOKJ，j4・+2

それらの係数M ，;，j' K，;，jは 肢初に 仮

D，�.kと次の関係がある.

上式にはZj の正べき項が新たに現わ れるが，

定 した 関数(2.10)の係数 ικ
 

G
 

λf ∞ N '/).k 
M n.，j =午+L_ L e�.'i G �.k ー 斗 p= UIc�j -- • 

(2.13) 
Kn.，j =手 + 202j(GFffDjk+cff Gjk)

N 

ここに記号Lはk=jの場合を除き k=lからNまで総和することを意味する.

そし て月はクロネッカのデルタであり，右辺の係数af'f 等は次式で与えられる

(p注1)

定数である.

an，j =
川(2;- 2r

aff = (-1)P l n+
P ;

1} \ n + 2 ) (2k_2j)n+p+2 

cff =←l)P ( n : � � 2) 
\ n + 2 ) (2k一2j)n+ P + 2 

e〈F:ιf \ n + 1 )川(2汲k一2jが)'1+p+2
(2.14) 

さて応力関数のLaurent展開がだ円孔を自由縁とする場合に，係数聞に成立つ
Zjで表わされた上の表示(2.12)についてべき関係が石田によって求められた(2，3)

この条件を書くと次のようになる.
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Dill， j =系 山+2p + 2(崎町p，j+RZMjp，j)

G41，j=-Zoah+山(Qf;Kふj + Sf;M ip， j) 

Di" + 1， j =車 a2JJ+勾+吋:ik今+1，j+R21Mjp+1，j)

Gふ+1， j =一系 αみ+勾+4(Q21K2+け

ここに右辺の係数PZ 等はだ円の形E の関数である

2.2.1.3 孔縁の応力

前項の議論はすべての穴について成立つ必要があるから， (2.13)と(2.15)でj

=l，2，-vN;n=O，lf-とおいた諸式を連立に解いて， Laurent展開(2.12)の未知

係数を定める. その際摂動法を用いた(4-6) すなわち全ての未知係数を λ=a /dの

ベキ級数 として仮定し これらを上述の条件式に代入して得た関係式を適当な順序

で用いることにより， 仮定したべき級数の展開係数を低次から高次へと逐次求めた.

さて穴(j )の縁の接線応力をq，j' 法線応カペjとすれば
σt，j +σ". i r ，l = x， ] . '""Y，!... = 4 Re [φj(zj)] (2.16) 

とな る. ただし， Zjとしては だ円孔(j )の縁上の値をとるものとする. 本解析では

法線応カペj=O の条件が厳密に満たされているので， 上式はまた孔縁の接線応力

0;， j /σを与えることになる. そして(2.12)で与えられるφj(Zj) における係数に

上で求めたλによる級数表示を代入して整理すれば， o;，j/σもλのべき級数として

表わされ， 各係数は再び無限級数となるが， これらは厳密に総和することができて，

各孔縁上の任意点の接線応力は次のようなλのべき級数として求められる.
t，j(ß) 
σ = Dj，o(ß) +Djぷß)λ2+Dj J(β)λ3+ ・ ・ ・ +D j，m(β)λm 

( j = 1， 2， • • • ，N ) (2.1 7) 

ここにβは孔 縁上の点を表わすパラメータで， 右辺の係数Dj，o(ß)等は閉じた形で

与えられる. また(2.17)の次数mは必要なだけいくらでも大きくできるが， ここ

では最も収束が悪い円孔 の場合でもλ孟0.8の範囲で信頼できる値を得ることを目
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安として， λ43の項まで求めた.

さて木解析では， 自由だ円孔縁の条約二と摂動法の使用によって， 連立方程式を解

くことなく応力の級数表示(2.17)を与えた. しかもそれらの係数Dj，o等は閉じ

た形で厳密に求められる. 従って他の解法よりはるかに多くの穴まで有効で，

ではN =14まで解析した.

2.2.1.4 N→∞の場合

、ー、ー

孔数Nが増すに従って， 孔列の両端付近にないすべての穴の応力状態、は中央の穴

の応力状態に限りなく近づく. 従って孔列の両端付近を問題としない限り， N→∞

の極限の場合は(2.12)の展開係数がjに無関係となり， 周期だ円孔群として容易

に取り扱うことができる. この場合については特別な穴に対する西谷の解析(7)があ

るが， 本解析による同じ場合の応力集中係数αは， 西谷の計算値と有効数字3---4

桁まで一致した.
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2.2.2 解析結果

この問題では，図2.1に示すように引張方向に直交する 孔前h端の点Al'Bl，A2， B2'

…，A N' BNに生ずる応力σAj，σBj(j=1，2，…，N) が重要である.

これらの無次元表示としてはσAj/σ， σBj /σ を用いるの が簡単である が ，
これら は き裂の場合に無限大に発散して不都合である.そこで，き裂までを含む穴
の形の全範囲で有限確定値を 与える 次の SAj'SBjfを用いた.

σA ， σB， 
らj 寸 らj 訂 (j= 1， 2， 刈

σ0=無限板にだ円孔が一個の場合の最大応力

= σ ( 1 + 2{f) =σ ( 1 + 2% )  (2.18) 

物理的に SAj，SBj はσAj，σBj が他の穴の存在によって1個の場合の何倍とな

るかを示す干渉効果係数に相当する.
穴 が細長くなった極限に あたるき裂の場合はσAj，σBjがσoと同位の無限大と

なるのでSAj，SBjは有限確定値となる.そして，これらの無次元応力は次式のよ

うに ，き裂先端Aj' Bjにおける無次元応力拡大係数に一致する(1)

KLA 
(らj)p→0=

σ Jj (らj )p→0=
σ

ぷ ( j = 1， 2， "'， N ) (2.19) 

前項で述べた理論に従って数値計算を行なった孔数N= 2， 3，・"，14とN→∞の
それぞれについてp/a=O(き裂)， 0.2， 0.4， 0.6， 0.8， 1.0 (円孔)として計算し ，

各場合についてSAl-，SBjを( 2.17)の形のべき級数として与え，これらによって
N， p/aのそれぞれの場合についてλ豆0.8の範囲で値を求めた.

まず ，穴の位置と応力の関係を調べるため ，代表的な穴の形としてρ/α=0 (き
裂)， 0.6， 1.0 (円孔)を考え，穴の大きさλ=a/d=0.5として種々のNに対する各

穴の無次元応力SAj，SBj を図2.2に示した.なお，応力状態、は孔列中央について

左右対称なので， 中央から左半分の穴の無次元応力SAI，SBI，SA2，SB2，…，SAM， SBM 

を示しである.ここで，SAM，SBMは，中央の穴の無次元応力であり，Mは次式で与

えられる.
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-EE--
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・
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-EE-
-
A
一

5 6 7 4 2 3 

(i)p/a=O(き裂)，a / d =0.5 

P / 0 = 0.6 

a /d=O.5 

N今∞

11 14 
8 

Äl 

j=l 3 7 4 6 2 5 

(品) p / a = 0.6， a / d = 0.5 

P / 0=1.0 

a /d =0.5 

N�砂∞

11 14 

Äl 

j=l 2 3 4 5 6 7 

(泌) p /α= 1 (円孔)，a / d =0.5 

図2.2 SAj，SBj のN ，jによる変動
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f与 仰が偶数のとき)
M = \ ん1

i ーす一 ( Nが奇数のとき)
(2.20) 

図2.2( i ) のき裂の場合， SAl-，SBj は孔列の 最も外側 から巾央に近づくに従っ

て大きくなり ， 孔列中央で最大になる. しかし穴 が円孔に近くなると最も外側の穴

に限りSA1>SB1となる. 図2.2はλ=0.5の場合であるが， λが0.6より大きくな

ると上の 傾向は消失してρ/a に関係なく常にSAl <SB1くら2 < SB2 <・・・<SAM壬

SBM となる. 但し等号はNが奇数のとき成立つ. そして図の各折れ線はNが増す と

ともに上昇し， 特に中央の穴の無次元応ブj SAM ， SBM (各折れ線の右端〉は， 2.2.1. 

4項で述べた解析で求めたN→∞の場合の値(一点鎖線〉に漸近する. そしてN孟

3ならばSmaxは必ず中央の穴に生ずる. N が偶数のときはSAMくS11M' 17数のとき

かSAM =SBMなのでいずれの場合もSmax = SBM である. しかし N= 2は例外で，

SAI，SB1の大きい方がSmax となる. それらの大小関係はρ/α とa/dに関係し， 詳

細な結果は図2.3のようになる.

表2.1には ， それぞれp/a=O(き裂) ，0.2， 0.4， 0. 6， 0.8， 1.0 (jl-J孔)について種々

のN， a / dに対するSma"の値を結弧なしの値で示した.

N=2 

寸
SA1< SSl 

0.5 
SA1> SSl 

小U

中u

。
。 0.2 0.4 0.6 0.8 P 1.0 

G 

図2.3 N = 2の場合のSA1とら1の大小関係
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Sふn……内…_=1 K民1，川川川max悶臥a凱山x表2.1
H……M…凡 いn川ao (p;é 0)， ao=a(1+2raïP) 

N 0.2 

2 1.006 
[1.006] 

3 1.010 
[1.010] 

4 1.012 
6 1.013 
9 1.015 

13 1.015 
00 1.017 

[1.017] 

N 0.2 
2 1.003 

( 1.003)牢
3 1.005 

(1.005) 
4 1.005 
6 1.006 
9 1.007 

13 1.007 
。。 1.008 

( 1.008) 

N 0.2 

2 1.002 

( 1.002)牢
3 1.002 

(1.002) 
4 1.002 
6 1.003 
9 1.003 

13 1.003 
。。 1.004 

(1.004 ) 

p/α=0 

αjd 
0.4 0.6 

1.027 1.080 
[1.029] [1.076] 
1.045 1.123 
[1.045] [1.120] 
1.052 1.142 
1.060 1.164 
1.065 1.179 
1.068 1.188 
1.075 1.208 
[1.075] [1.208] 

p/α= 0.4 

α/d 
0.4 0.6 

1.013 1.041 

(1.013)本 ( 1.045)本
1.023 1.079 

( 1.022) (1.071) 
1.027 1.096 

1.033 1.116 
1.037 1.130 
1.039 1.139 
1.044 1.158 

(1.044 ) (1.160) 

p/α= 0.8 

α/d 
0.4 0.6 

1.012 1.036 

(1.011)牢 ( 1.044)牢
1.014 1.079 

(1.013) (1.071) 
1.018 1.098 
1.023 1.121 

1.027 1.138 

1.030 1.148 

1.035 1.171 

(1.035 ) (1.173) 

0.8 
1.229 
[1.194] 
1.321 
[1.318] 
1.378 
1.438 
1.479 
1.506 
1.565 
[1.565] 

0.8 
1.228 

(1.224 )牢
1.333 

(1.318) 
1.401 
1.475 
1.529 
1.565 
1.644 

( 1.642) 

0.8 
1.309 

( 1.308)牢
1.435 

( 1.392) 
1.518 
1.612 
1.682 
1.728 
1.834 

( 1.829) 

[ ] : (2.23)による値.

( ) ホ: p/α詳1のときは(2.22.1)による値.

p/α= 1のときは(2.24.1)による値.

( ) : p/α詳1のときは(2.22.2)による値.

p/α= 1のときは(2.24.2)による値.
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0.2 
1.003 

( 1.003)* 
1.007 

( 1.007) 
1.008 
1.009 
1.010 
1.010 
1.011 

(1.011) 

0.2 
1.002 

( 1.002)牢
1.003 

( 1.003) 
1.004 
1.004 
1.005 
1.005 
1.006 

( 1.006) 

0.2 

1.001 

(1.002 )牢
1.001 

(1.000 ) 
1.001 
1.001 
1.002 
1.002 
1.002 

(1.002) 

p/α= 0.2 

α/d 
0.4 0.6 

1.016 1.051 
(1.016)* (1.050)* 

1.030 1.088 
(1.029) ( 1.079) 

1.035 1.104 
1.041 1.124 
1.045 1.137 
1.048 1.145 
1.053 1.163 

(1.052) (1.163) 

p/α= 0.6 
α/d 

0.4 0.6 
1.012 1.037 

(1.011)* (1.043)本
1.018 1.077 

(1.017) ( 1.070) 
1.022 1.095 
1.027 1.117 
1.031 1.132 
1.033 1.141 
1.038 1.162 

(1.039) (1.165) 

p/α= 1.0 
α/d 

0.4 0.6 

1.011 1.039 

( 1.010)牢 (1.046 )牢
1.011 1.084 

(1.010) ( 1.077) 
1.015 1.104 
1.021 1.129 
1.025 1.147 
1.027 1.158 
1.032 1.182 

(1.032) (1.183) 

0.8 
1.194 

(1.195)* 
1.288 

(1.290) 
1.347 
1.410 
1.456 
1.485 
1.551 

(1.561 ) 

0.8 
1.269 

(1.264)牢
1.386 

(1.353) 
1.461 
1.546 
1.608 
1.649 
1.742 

(1.732) 

0.8 
1.345 

( 1.352)牢
1.478 

(1.442) 
1.569 
1.671 
1.749 
1.800 
1.918 

( 1.916) 



次に穴の形と大きさを固定し孔数Nを増すときのSmax(N注3の場合はSBM)の

挙動を調べる. 代表的な穴の形としてp/α=0.6の場合についてλ(=α/ d )=0， 

0.2，0.3，・'.， 0.8に対するSmaxの結果をl/Nを横軸にとって示すと図2.4を得る.

図中の縦軸上の値(白丸)は一列周期だ円孔群(N→∞〉の解析値であり， その値

は表2.1 に示しである.

これによれば， 同じλに対する無次元応ブJ Smaxは， λが大きくないときは全範囲

でほぼ直線上に並ぶ. λが増すに従って直線性は悪くなるがλ=0.8でもN注4の

範囲では実用的な意味で十分直線性が満たされている. さらに， N→∞のSmaxに対

する縦軸上の値もこれらの直線のほぼ延長上にあることは重要である. 従って， 計

算してないN注目に対するSmaxもN =14と∞に対する点を結ぶ直線上の点から

求めることができる.

図2.4はp/α=0.6の特別な場合であるがSmaxとl/Nの直線性は き裂から円孔

までを含む全てのp/aについて成立つ. 図2.5 はp/α=0，0.6， 1.0 の三つについ

てλ=0.5と0.8の場合のS111奴とl/Nの関係を示す. λ=0.8でもN注4の範囲で

は， 実用的な意味で直線性があると考えてよい. このSm飢とl/Nの直線tl:はλが小

さくNが大きい場合について証明することができる(2.4節) • しかし図2.4， 2.5 

のように， λ， Nのさらに広い範囲にまで直線性が良いことは重要である.
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図2.5 3つのp/a に対するSmaxとl/Nの関係、
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2.2.3 最大応力， 最大応力拡大係数の計算式

前節では特定の形の穴に対する無次元応力の挙動を論じた. しかし実際の問題で
は，穴の個数，形，大き さ，すなわち3つのパラメータN，P / a， a / dが任意の場
合の無次元最大応力が必要に応じて直接求められることが望ましい. 求めた計算式
は，前節の知見に基づいて 1/N について腕とし，ë=/P7互については2次
式λ=a/dについては5次式とし， smax の特性を表わすλの関数をも追加した.
また，き裂と円孔の場合の重要性を考え，これらの特別な場合について，精度がさ
らに高いN，λの2つのパラメータ による計算式をも求めた.

これらの式を求めるための資料としては，前節で述べたようにN = 2， 3，・"，14 
と∞(SnMの場合のみ) ;p/a=O (き裂) ， 0.2， 0.4， 0.6， 0.8， 1.0 (円孔) ;λ 

=0，0.1，0.2，・"，0.8 の全ての組合わせ(756 の場合)に対する結果を川い，これ
らに辰小二乗法の意味で良く適合するように，仮定した係数を定めた. なお各式の
末尾括弧内に解析値と式による値の差の平均値を付記してあり，それらは大体0.1%

程度である. 最大誤差は平均誤差の数倍程度と考えてよい.

以下の諸式において， さきに述べたようにSmax は次の意味を持つ.

豆半，σ0=σ( 1 + 2 J 会 ) (だ円孔)On ' - v - \. .Vμj 
Smax = 

(き裂(p→0)) 
(2.21) 」一

掃

2.2.3.1 任意形の だ円孔

N=2のときはεとλによってSAl ，SB1のいずれかがSmax となり，次式が適

用される.

Srn!!v = 1 + �こr 0.125 -0.069λ+ 0.052Â2 -0.062λ3 川品 1- λ t 
+ë (-0.059 -0.390λ+ 0.696λ2-0.290λ3) 

+ε2(_ 0.080 + 0.844λ-1.731λ2 + 1.224λ3)] 
(平均誤差=0.14%) (2.22.1) 
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N 孟 3のと き は常にSmax
= SBMで次のようになる.

Smm =1+」こ� 0.412 -0.410λ+0却3λ2 _ 0.197λ3 1-λ L 
+E (-0.253 + 0.234λ-0.683入2+ 0.797λ3) 
+ E2(-0.169 + 0.363λ+ 0.802λ2 -0.832À?) 

+長 [-0.507+ 0的Oλ-0.31げ+0 問λ3

+ε( 0.068 + 2.546λ-7.141λ2 + 5.074λ3) 

+代0.486-3.995λ+ 8.092λ2-5.511À?)]} 

(平均誤差=0.14%) (2.22.2) 

(2.22.1)， (2.22.2)による結果は表2.1に括弧書きで，また後者は図2.4，図2.5に

鎖線で示しである.

2.2.3.2 特別な場合

( i ) き裂(p /α→0) 

S____ = ( ltan nÀ \ 2 ma;'{ \ Jtλ 一 一 2 J 

+走 λ2 (-0.469 -0.615À + 2.081À2 -2.98的

(平均誤差=0.08%) (2.23) 

この式による結果は表2.1(2.23)の第1項はN→∞の場合の厳密解である(8， 1) 

に大括弧書きしてあり， 解析値と極めて良い一致を示す.

(ü) 円子し(p / a = 1 ) 

N = 2について

Smax = 1 + 1 
À二(-0.012 + 0.370λ-0.944λ2 + 0.840λ3) 

1-λ \ 
(平均誤差=0.2%) 

N注3について

Srn<lV = 1 + �二 r-0.010 + 0.188λ+ 0.435λ2 _ 0.260λ3 川副 1-λ t 
+す (0側-0.815À+0別2+0附À3)]

(平均誤差=0.1%) 

20 

(2.24.1) 

(2.24.2) 



(2.24.1)， (2.24.2)による値は表2.1に括弧書きしてあり， 解析値と良く一致してい

る.

21 



2.3 孔列方向の引張りの解析と応力の計算式

2.3.1 解析方法

2.3.1.1 応力関数とだ円孔縁の境界条件

図2.6に示すように， 広い板の中に主制!長2a， 2bのN佃の等しいだ11J孔が主�ilh

2bの方向に等間隔に一列に配列しており， 遠方で‘主車111 2bの方向に一様応力σが作

用する問題を考える.

本問題では下から数えて穴に番号l，2，-vNを付し， 基泳座標系O XoY。および局

所座標系OkXkYk (k =1，2，…，N)を図のように定める.

(N) 

( k) 

( j ) 

;L 
/二� v Xo 

(2) 

図2.6だ円孔列方向の引振り
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解析には，前節と同様にAiryの応力関数を(2.8)のように仮定し，F:。は(2.9)

を用いた.またFA;( kミ1)はYA;軸に関する対称性を考えて次の展開で表わす.
Fk=σd2Re [.ïk似(Zk) +ψk(Zk) ] 

(/Jk(zk) =五(GinkZJ(2n+1)+iGjn+lkd(2n+2))
ψk(Zk) = -Dりlogzk +主(D;n.)c Zi2n + iD�n -l.)cziμ 

(k = 1， 2，…，N) (2.25) 

以下の手順は2.2.1節とほぼ同様である.

まずらとZjの関係を用いてOjに原点をもっ座標Zjだけで表わすと次のように
なる.

F = ad2Re [弓- φj(Zj)+ 'Jfj(Zj)] 

φj(Zj) =主。{Gin，jZ7(2n+ 1)+Min，jオl+ 1 + i ( G �n + 1 ，jザ

V的= -DÒ，jlogZj +主 [D;n+川(2n+2Min，jr+2

+i(Djn+1，jZ7(2n+川kjn+1，j4nd)] (2.26) 

ここに右辺の正べき項の係数M 211， j等は(2.25)の係数によって次の形で表わされ
る.

公 n ∞N/2p，k . 2p+1，k ， 、
M ;n，j = 乎 + L".! (e;;;，j� G2p，k + f 21:，j 

. 

G�p+ υ ) ‘� p=O k戸j 、 ." .1 ' ， .， 
.6. " " 

λf ∞ !j_ '" 2p，k 2p+ 1，k 
Kin，j = す +五三 (a21人jDiμ+ b21t，j D2川K

2v，k 2p+ 1，k ， 、
+ cふ，'j Gip，k+ d21l，j G2p+1，k) 

， ∞N _. 2p，k _ 2p+l，k ， 、
M勾+l，j - ミ エ (- f2lz+1，j Gip，k + e2l�+1，j G2p+1，k) 

Ulc�j、，

， ∞ N〆 2p，k _ 2p+l，k _ 

K�Z+l，j = L" .L . ( - b2lz+1，j Dip，k + a21z+1，j D2p+1，k . � p =UIc�j 、

2p，k _ 2p+l，k _ ， " 
- d21z+1，j Gip，k+ C2lz+1，j (Ì2p+l，k) 
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右辺の係数ε忽; ? 等は(2.14)と類似の幾何量である

そしてZjで表わされた応力関数(2.26)がだ円孔( j )を自由縁とするための条

件は次のようになる.

D-hl， j =五α21l+山(Pf)J<2p， j + Rr� 2p， j) 

G-hl， j =一五a21l+山(Qf)J(2p， j + S切ら，j)

Dふ+ 1， j-一系abt+2P+4(T214p+l，j+vz:iMjp+l，j)

G�， + 1， j =ゑG21+2P+4(Q214p+l，j+wz:iMjp+1，j) (2.28) 

ここに右辺の係数PZ 等はだ円の形E の関数として与えられている(日)

2.3.1.2 孔縁の応力

(2.27)と(2.28)で j =1， 2，…， N ; n =0， 1，…とおいた諸式を摂動法を用いて

連立に解いて(2.26)の未知係数を定める そして各孔縁の接線応力0;， j/σを次の

形のλのべき級数として求めた.

σt，j(β) 
ら = Dj，o(ß) + Djぷß)λ2+Dj，3(β)λ3+・・・+Dj川(β)λm

( j = 1， 2， .・・，N) (2.29) 

Nが非常に大きい場合の孔列中央付近の応力は周期だ円孔群として容易に解析で

きる. この場合には， 西谷の結果(7)があるので， 本解析による他と比較したところ

有効数字3'""4桁まで一致した. しかしこれらの結果は両端の穴に生ずる最大応力

については何の情報も提供していない.
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2.3.2 解析結果

この問題では各孔縁応力の最大値σj，maxは荷重に直交する長期h端Cj (図2.6)

から僅か孔列外側方向にそれ た位置に生ず、る. このσj，maxと点q の応力σCjの差

は長軸に関する応力状態の非対称性によって 生ずるもので ある.

これらの応力σCj， σj，maxの無次元表示としては， 前節の問題と同様に， 円孔

からき裂を含む穴の形の全範囲で有限確定値を与え る次のSCj， Sj，maxを用いた.

σC i a ; n.，�v 

SCj = τt ， S丸ム川川ma附na附川la削a加7
σ0=無限板にfただニご、円孔が一個の場合 の最大応力

=σ(1+2 ff) =a (1+2 � )  (2.30) 

SCjやSj，maxは 応力σCjやσj，maxが (j)以外の穴の存在によって1個の場合の何

倍となるかを表わす干渉効果係数に相当する.

穴が細長くなった極限にあたるき裂の場合σCj， σj，maxとσoは同位の無限大

となるので， ‘S長S先Cj' S叫j，max

おける次の無次元応力拡大係数に一致する〈ωlυ)

K1. C i 

(ん j )p J (Sj，m)p → 0 = ふ (j= 1， 2， ... ， N) 
σÞI nQ 

(2.31) 

数値計算は孔数N =2，3，…， 14 とN→∞のそれぞれについて， p/α=O(き裂) ， 

0.2， 0.4， 0.6， 0.8， 1.0 (円孔)として行なった. その結果， 各場合について各孔縁

上の任意点の応力が(2.29)のようにλ=a/dのべき級数として与えられ る. これ

によって， N， p/aのそれぞれ の場合について λ�0.8の範囲で任意のλに対する

各孔縁のSCjお よびSj，maxの値が 求められる. なお， S釣j，パ，ma

ß = tan-1 (aη/bç) (ç，ηは孔縁上の点の座標〉について10間隔で鰍元応力

を計算 し， その最大値として近似的に求めた.

SCjとSj，maxの差は 最外側の穴(j=1，N )について僅かにあるだけで， 内側の穴

については無視できる その相対誤差el = ( Sl，max -SC1 ) / Sl，maxはp/ αや N

が大きいほど大きいが， それ が 最大 となるρ/a = 1， N→∞の場合， λ =0.5，0.7， O. 
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8についてそれぞれ0.691)， 1.491)， 1.8%である.

さて この問題ではp/aに関係なくSl.max > S2.max > ・・・ >S M.maxの関係があ

り， Sj，maxは最外側の穴で最大， 中央の穴で、最小となる. 例としてρ/α=0.2， a / 

d=0.5の場合の結果を図2.7に示す. 各折線はNが増すとともに下降し， 中央の穴

の無次元応力SM，max(各折線の右端)はN→∞として一点鎖線で示したー列周期

だ円孔群の解析値に漸近する.

次に穴の形と大きさを固定して孔数Nを増すときのSmax(= Sl，max )の挙動を調

べる• p / a =0.2の場合を例にとり， λ=0，0.1，・"，0.8に対するSmaxの結果を1/

Nを横軸にとって示すと図2.8が得られ， smaxはN孟4の範囲で1/Nと良い直

線関係 を示す. しかし， この場合Smaxは最外側の穴に生じ， この穴の応力は中央の

穴と異なり， 1/ N より1/ (N -0.5 )との聞により良い直線関係があることが証明

される(2.4節). そこで同じp/α=0.2の場合の結果を1/ (N -0.5 ) に対して描

くと図2.9となり， 図2.8より広いNの全範囲で直線性が得られた. また， この問

題ではN→∞のSmaxを解析で求めることはできないが， N �14に対する結果を破

線のように延長推定してN注目に対するSmaxおよびN→∞ における極限値を精

度良く求めることができる. 図2.9 はp/α=0.2の特別な場合であるが， Smaxと

1/ (N -0.5 )の聞の直線性は き裂から円孔を含む全てのp/αについて成立つ.

表2.2は， それぞれp/ a =0 ( き裂) ， 0.2， 0.4， 0.6， 0.8 ， 1.0 (円孔)の場合に

ついて種々のN， a / dに対するSmaxを括弧なしの値で示している. 表仁1IのN→∞

1.0 

Sj，max 

0.9 

0.8 

0.7 

\: 
8 

j=1 2 3 4 

p/o=0.2 

a/d=0.5 

10 12 14 

N�∞ 

5 6 7 

図2.7 Sj，maxのN ，jによる変動(p / a = 0.2， a / d = 0.5) 
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に対する値C*を付す〉は， 1/ (N -0.5 )との直線性を用いてN=llと13に対す

る値から外挿推定したものである.

1.0 
入�O 0.1 

0.9 

• • 
ーー・

Smax ー_.

• 

一一一ー

ー一-嗣匝・一

。

ニ

ハU
-

トQu
 

nu
 

0.7 
0 

1 1 
15 10 

ーl一
fh『

1一
5

11一
つJ

司1一
一川門

ー
ス/ム

図2.8 p/a =0.2に対するSma.'tと1/Nの関係

1.0 
λ"'0 0.1 

Smax 

0.7 
0 1 1 

4.5 3.5 Fhd
 

1一
2 N-0.5 1.5 

図2.9 P / a =0.2に対するSm3Jtと1/ (N - 0.5)の関係
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表2.2 川= < K 1， max / a /耳石(p = 0，矧)
i σmax / ao (p戸0)， ao=a(1+2J;ip) 

N 0.2 
2 0.986 

[0.986] 
3 0.982 

[0.982] 
4 0.981 
6 0.979 
9 0.979 

13 0.978 
C幻 0.977牢

[0.977] 

N 0.2 
2 0.979 

(0.979) 
3 0.974 

(0.974) 
4 0.972 
6 0.970 
9 0.969 

13 0.968 
。。 0.966* 

(0.967) 

N 0.2 
2 0.977 

(0.977) 
3 0.971 

(0.971 ) 
4 0.969 
6 0.966 
9 0.965 

13 0.964 
。。 0.962牢

(0.963) 

p/α=0 
α/d 

0.4 0.6 
0.951 0.909 
[0.951] [0.909] 
0.940 0.891 
[0.939] [0.890] 
0.935 0.883 
0.930 0.876 
0.927 0.871 
0.926 0.868 
0.922牢 0.862牢
[0.922] [0.863] 

p/α= 0.4 
α/d 

0.4 0.6 

0.933 0.891 
(0.933) (0.891) 
0.919 0.870 

(0.918) (0.869) 
0.913 0.861 
0.907 0.852 
0.903 0.846 
0.901 0.843 
0.896牢 0.835牢

(0.896) (0.836) 
p/α= 0.8 

α/d 
0.4 0.6 

0.928 0.890 

(0.928) (0.890) 
0.913 0.868 

(0.912) (0.867) 
0.906 0.859 
0.900 0.849 
0.896 0.843 

0.893 0.840 
0.888牢 0.832牢

(0.888) (0.834 ) 

0.8 
0.872 
[0.875] 
0.849 
[0.849] 
0.839 
0.829 
0.822 
0.818 
0.810* 
[0.810] 

0.8 

0.865 
(0.866) 

0.840 
(0.838) 
0.829 
0.818 
0.811 
0.804 
0.796牢

(0.797) 

0.8 
0.871 

(0.871) 
0.846 

(0.843) 
0.834 
0.822 
0.814 
0.815 
0.807牢

(0.802) 

牢 : N=llと13の場合から求めた外挿値.

[] : (2.33)による値.
( ) : p/α# 1のときは(2.32)による値.

p/α= 1のときは(2.34)による値.
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0.2 
0.981 

(0.981 ) 
0.976 

(0.976) 
0.974 
0.973 
0.971 
0.971 
0.969牢

(0.969) 

0.2 
0.978 

(0.978) 
0.972 

(0.972) 
0.970 
0.968 
0.967 
0.966 
0.964* 

(0.964) 

0.2 
0.976 

(0.976) 
0.970 

(0.970) 
0.967 
0.965 
0.964 
0.963 
0.961牢

(0.961) 

p/α= 0.2 
α/d 

0.4 0.6 
0.937 0.894 

(0.938 ) (0.894 ) 
0.924 0.874 

(0.924 ) (0.873) 
0.918 0.865 
0.912 0.856 
0.909 0.850 
0.907 0.847 
0.902* 0.841牢

(0.903) (0.841 ) 
p/α= 0.6 

αjd 
0.4 0.6 

0.930 0.890 
(0.930 ) (0.890) 

0.915 0.869 
(0.915 ) (0.868) 

0.909 0.859 
0.903 0.850 
0.899 0.844 
0.897 0.841 
0.891牢 0.832牢

(0.892) (0.834 ) 
p/α= 1.0 

α/d 
0.4 0.6 

0.926 0.890 
(0.926) (0.891 ) 

0.911 0.869 
(0.910) (0.868) 

0.904 0.859 
0.897 0.850 
0.893 0.844 
0.891 0.840 
0.886牢 0.832牢

(0.886) (0.834) 

0.8 
0.864 

(0.865) 
0.839 

(0.838) 
0.828 
0.817 
0.809 
0.807 
0.800牢

(0.797) 

0.8 
0.868 

(0.868) 
0.843 

(0.840) 
0.831 
0.819 
0.812 
0.811 
0.809牢

(0.799) 

0.8 
0.874 

(0.875) 
0.849 

(0.847) 
0.837 
0.826 
0.819 
0.815 
0.806牢

(0.805) 



2.3.3 最大応力， 最大応力拡大係数の計算式

孔列に直角方向の引張りの場合と同様にN， P / a， a / dが任意の場合の無次元最

大応力Sma-x の計算式を求めた. これらの計算式の形と用いた解析値のパラメータ

の組合せは2.2.3節で述べたと同じである. なお各式の末尾括弧内に解析イl立と式によ

る値の差の平均値を付記してあり， それらは大休0.19n程度である. 最大誤差は平均

誤差の数倍程度と考えてよい.

2.3.3.1 任意形の だ円孔

この場合は常にSma� = S1. max であり， 次式が用いられる.

全範囲N孟2について

Smax = 1 +λ2 { _ 0.611 -0.038λ+ 1.210À2 - 0.841λ3 

+ε (-0.531 + 0.371λ+ 0.650λ2 _ 0.495λ3) 
+ ε2 ( 0.009 + 0.096λ+ 0.464λ2 -0.621À3) 

1 
� _ r 0.335 + 0.290λ-1.614λ2 + 1.209λ3 

N -0.5 l 

+ε ( 0.358 -0.979λ+ 1.558λ2 -1.087λ3) 
+ パ0.009+ 0.024λ-0.686λ2+0.791λ3)] } 

(平均誤差= 0.08% ) (2.32) 

(2.32)による結果は表2.2に括弧書きで， また図2.9に鎖線で示しであり， 精度は

極めて良い.

2.3.3.2 特別な場合

( i ) き裂(p /α→0) 

Smax = 1+λ2 [-0.611-0.038λ+ 1.210À2 - 0.841À3 

+
N
J

0 5
( 0 335+0 290λ-1似λ2+ 1.2飢3)]

(平均誤差= 0.04%) (2.33) 

ο.33)による結果は表2.2に大括弧書きしてあり， 解析値と極めて良い一致を示す.
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(品) 円孔(p / a = 1 ) 

Sm肌1

+ 

N 
J 

O 5 
( 0 6 9 1 一 0.5臼矧4但1 λ 一 1.265 λ2 

+ 1.870 λ 3 一 0.59飢9引1 λ 4サ河)川] 
(平均誤差= 0.08% ) (2.34) 

(2.34)による値は表2.2に括弧書きしてあり， 解析値と良く一致している.
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2.4 ー列に分布する孔群， 介在物群， き裂群の問題に成立つ応力の漸近特性

2.2節において， 穴の形と大きさ， すなわちEとλを固定してNを増すとき， λが

あまり大きくなければ， 中央の穴に生ずる最大応力は1/ Nとほぼ直線関係にあるこ

とがわかった(図2.4， 図2.5) . また2.3節では， 最外側の穴に生ずる最大応力も

中央の穴と同様に1/ Nとほぼ直線関係にあるが， それ以上に良い精度で1/ (N -0.5) 

との聞の直線関係が認められた(図2.8， 図2.9) . 以下にこれらの性質に対する理

論的根拠を与える. この定性的議論はだ円孔や き裂に限らず， 一般に無限休内に一

列等間隔に分布する等しい任意形の穴や介在物周縁の応力にも成立つものである .

無限体内に， ー列等間隔に任意形の等しいN佃の穴が分布しており， これが遠方

で面内力を受ける場合を考える (図2.10). これらの穴を端から( 1)， (2)， …， ( N) 

と番号を付ける. 各穴は荷重を受けない， いわゆる自由孔である必要はなく， 一般

に等しい任意の自平衡の荷重を縁に受けてもよいとする. これは本節の結論が自由

孔だけでなく， 介在物にも適用できるようにするための一般的な仮定である. しか

し以下の議論では煩雑さを避けるため穴または介在物を単に穴としている.

いま穴間隔をd， 穴の主半径をaとし， λを次式で定義する.

G一
d
一一4A

 

(2.35) 

まず穴(1)の縁の応力alについて考える.

、‘，，，aZEE，，.‘、 (2) 、、E，，
•...
 
，a'
 
，，E‘、 M川

(j-1)d 

図2.10
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はじめに， 遠方で-応力を受ける広い板内に穴(j)だけが存在する場合を考える.

無限板に穴(j)を実現するには孔縁における法線応力 ， せん断応力 の境界条件を満

たさせる ために自平衡の特異性， 例えば自平衡の物体力をその内部に分布させれば

よい. その場合 ， 穴(j) だけがあるとき， 穴(1) の位置には上の自平衡 物体力によ

る応力が付加され， a/dが小さいならば， その大きさは い/( j - 1 ) d ]2 = 

[λ/ ( j _ 1 ) ]2 のオーダとなる. 従って 穴 (j)以外に穴(1)もあるときは， その

縁にあっ た応力に穴 (j) によって生ずる応力が加わって 孔縁の境界条件を満たす必

要があり， そのためのσ1への付加分はほぼC[λ2/( j _ 1 )2] となる筈である.

ここに係数C は穴の形と遠方の作用応力によって定まる.

以上は穴(j)だけによる付加応力であるが， 穴(2)�(N)の全てによる 付加応力

企σ1は λが小さいときは， そ れぞれの穴による付加応力の単純和で‘近似することが

できる. 穴の形が同じならばCは全ての穴についても同じ である. 従って

N _ 吋2 _ � 
企σ1需CLI ^ " I =CλL.TN_ 1 

j=2 L (j_1)� _' 

1 . 1 . 1 TN- 1 = 1+ーす+ーす+ ・ ・ + __.1 q 

2� 3� (N -1)ゐ
(N = 2， 3，4， . ・ ・ )

ところでNが大きいときTN-1 は次の両式 で近似することができる.

T n2 1 .l. N- l 信 τ- N- 0. 5

(2.36) 

(2.37) 

T -7Z2 1 1  N一円τ-N -2N2 

さらに(2.38)の末項も省略できれば次式となる.

(2.38) 

式等百一てっN
 

き

1一
N

大

一

十ム

ポ一
6

川

~~

/\
 

中山

一一巧/今、uヴん

(2.39) 

[00 (X-�/2内
(2.40.1) 
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を考える. 左辺を区間企χ=1として中点則で数値積分すれば (T∞-TN-1)とな

り， T∞=Jτ2/6を用いれば直ちに得られる. また (2.38)は恒等式

， dχ 1  
・ 一 一

λ x2 N (2.40.2) 

の左辺を企x=lとして台形則で数値積分し ， これが(T∞-TN_1-1 /2Nう となる

ことから証明される.

表2.3はN �1 0 について， 上の近似式の誤差[%]を比較しである. (2.37)， (2. 

38)はNが大きいとして得たにかかわらず， Nの全範囲で精度が良い. (2.39)は当

然これらに劣るが， N孟4では誤差3%以下である. 以上により穴の形と大きさを

固定するとき，λが小さい限りNの全範囲で， 企σ1すなわちσ1と 1/ (N -0.5 ) 

あるいは(1/N + 1/ 2N 2 ) の問に 直線関係が成 立つことが証 明された. またN注

4の範囲ならば， より簡単にσ1は 1/Nと直線関係に あるとしても差しっかえない.

次に中央の穴の応力σMについて考える. はじめに Nを奇数と仮定する. この場

合は中央の穴の両側に(N-1 )/ 2個の穴があるので，λが小さいとき， これらの穴

によるGMへの付加分は(2.36 )と同様に

企σM = 2 C 2)/2 [ λ2 2"]= 2 Cλ2T(N -1)/2 
(j -1) 

T (N - 1)/2 = 1 +去+去+ +[(NJ収]2
(N = 3， 5， 7， ... ) 

そして(2.37)を用いると

T π2 1 n2 2 
一 一 -(N - 1)/2却τ - M 1 -τ一万弓一+ 0.5 

(N = 3， 5， 7，・ )

表2.3 TN-1の近似式の誤差

誤差[%]

N 2 3 4 5 6 

(2.37) 2.17 0.41 0.14 0.06 0.03 

(2.38) 1.99 0.48 0.19 0.09 0.05 

(2.39) 14.49 4.93 2.48 l..50 1.00 
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0.01 0.01 
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従 って Nが大 きく な ると σMは1 /Nと直線関係にあるこ とがわかる .

またNが偶数の場合は， 二つある中央の穴の一方の側に(N/2-1)個の穴が存在

するので， 中央の穴の応力σMに対する他の穴の寄与は， (2.36)と同様に次式でーー

えられる.

企σM母Cλ
2

( T (N _ 2 )/2 + T N /2 ) 

そ して (2.38)を用いれば次の関係を得る .

T(N-2)/2+TN/24 一 品 一 品 = 呼 ー か o(が
( N = 4， 6， 8， ... ) 

(2.43) 

(2.44) 

(2.43)， (2.44)からNが偶数の場合も奇数の場合と同級に， σMは大きいNに

対して1/Nと直線関係にあることがわかる.

上に述べたσ1やσMとNの間の関係はλが小さくNが大きい場合の関係であ

る. しかし図2 .4， 2.5， 2.8， 2.9からわかるように， λ三五0.8の範囲で， またN

に つ いては その全範 囲あ るいは N 注 4 の広い範囲で-直線性が成立つ ことは実用上重

要である.

以上によって， 一列等間隔に分布する等しい任意形の穴や介在物をもっ1n�限休が

面内力を受ける場合， 最外側の穴の応力σ1は1/ (N -0.5)あるいは(1/ N + 1 / 2 

N 2)とほぼ直線関係にあり， 中央の穴の応力σMは1/ Nとほぼ直線的に変化す

ることがわかった.

さ らに上の証明は 平面問題と して行な ったが， 面外せん断や古典出 げの場合も ，

応力は平面問題と同じ形の複素応力関数で与えられ， その拡散特性は平田問題と定

性的に同じであるく1 ) 従って以 上の議論は同様に成立 ち， 同 じ結論が得られる. こ

の こ とは次節で述べ る種 々 の き裂問題で 有効に 使われている .
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2.5 種々の荷重を受ける共線き裂群および平行き裂群における応力拡大係数

の漸近特性とそれらの計算式

2.4節で一列等間隔に分布する等しい任意形の穴や介在物をもっ無限体が面内力・

面外せん断力や古典曲げを受 ける 場合 ， 最外側の 穴の 応力σ 1 は1/ (N -0.5)ある

いは(l/N +1/2N2)とほぼ直線関係にあり， 中央の穴の応力σMは1/Nとほぼ

直線関係に変化することを証明した. 本節では， 既に取扱われている従来の共線き

裂群と平行き裂群の平面応力・面外せん断・古典曲げの6つの場合について系統的

な再計算を行ない， 解析値に上の法則に基づく表示にあてはめて， 各場合の最大応

力拡大係数に対する高精度の計算式を与えた.

2.5.1 取扱った問題と内容の概要

さきに一列に等間隔で分布する等長の共線き裂群や平行き裂群が種々の荷重を受

ける場合の 解析が石田によって行なわれた(3
，
9
・
14) そして三つの基本破壊モードと古

典曲げに対する応力拡大係数K[，Krr，KIII，Kbが無次元量FI， F rr ， FUI ' F bによっ

て次のように表わされている.

引張り : F1 = KI /σJ耳石

面内せん断 : Fn = Kn /τJ :rca 

面外せん断 :Fm =Km/τ[1五Z

古典曲げ : Fb =Kb/σbJ :rca (σb = 6M b / h2) (2.45) 

ここにaは内部き裂の半長， あるいは縁き裂の長さであり， hは板厚， Mbは板断面

に作用する表面単位長さ当たりの曲げモーメントである.

また， き裂数をN， き裂間隔をdとして， 次のパラメータを定義する.

λ=1ラ (内部き裂)
\ � / J，� _}，. �II � 

(2.46) 
\ J ( 縁き裂)

上の 諸 問題で は， 最大応力 拡大係数は中央の き裂(M)また は最外側の き裂(1)に

生ずる . そして 以前の 解析で は， λを固定するとき無次元応力拡大係数 F (附 ， F(l) 

がl/Nとほぼ直線的に変化することが認められた. しかし2.4節の理論的考察によっ



て， より正確な関係が明らか となった. これによれば， 中央き裂のF(M)は既報の よ
うに1/ N とほぼ直線関係にあるが，最外側き裂の戸1)は1/ Nよりむしろ1/ ( N 
-0.5)や(1/ N + 1/ 2N 2 ) との間により良い直線関係が成立つこ とがわかった.

以下に種々の荷重を受ける共線き裂群や平行き裂群について ，PとNの聞の上記
の関係に基づく高精度の計算式を与える. 式の形としてはλについて 5次式とし ，

また原則的にp(M)は1/ Nに対して線形，p(l)は(1/ N +1/ 2N 2)に対して線形 と

した これらの式を精度良く求めるために ， 既に取り扱われたこれらの問題を再解

析して数値結果に上の形の式を当てはめた. そして係数の決定には最小二乗法を用

い?こ.

2.5.2 種々の問題の最大応力拡大係数の結果と計算式

提案する諸式はN，λの広い範囲で精度が良い. 各式の精度の程度を示すために，

その式を求めるに用いた解析値におけるN，λの組合せと平均誤差および最大誤差

を式の後に明記した. ここに平均誤差はN，λの各場合の解析値と式による値の差

の平均値であり，最大誤差はその差の最大値である. 以下に6つの問題について解

析値と計算式を示し， それらの比較を行なう.

(a)無限体の共線き裂群の引張り・面内せん断・面外せん断と古典曲げ(3，9・11)

共線き裂群の場合， F1 ' Fn ' Fm ' Fbは一致するので ，これらを共通の記号Fで

表わす. この場合， Fmax は中央の き裂 (M)に生ずる. そしてλを固定する とき

Fmaxは1/ Nとほぼ直線関係にあり， 次式で近似される.

Fmax = P(M) 

= (i tan 引を+ � (-0. 469À? - 0.615À3 + 2.08ι2.986λ5 
πλ � )

2 + � (-O.469À� - 0.615Àj + 2.081À4 - 2.986À) ) (2.47) 

右辺の第1項はN→∞に対応する周期共線き裂群に対する厳密解である(8， 1) 他の

項はN==2，3，・114;λ=0.05，0.1，…，0.75， 0.8 の組合せ(208の場合〉に対す

る解析値に適合するように定めた. そして ( 2.47) による値の解析値からの誤差の

平均は0.08%， その最大値は2.81%である. 図2.11 はλ=0， 0.2， 0.3，・..，0.8 に対
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するFmaxと1/ Nの関係を示す. 黒丸で示した解析値はN→∞に対する厳密値〈白

丸〉とともに ほぼ一直線上にならび， (2.47) による結果(破線〉はN==2 でλが大

きい場合を除き解析値と 良い近似を示す.

(b) 無限板の平行き裂群の引張り(3・ 問

F1，maxは(a)の場合と異なり， 最外側のき裂に生ずる. そして次の両式によって精

度良く近似される.

FI.m目=Fj1)
= 1-0.611λ2 -0.038λ3 + 1.210λ4 _ 0.841λ5 

+ (か が ( 0.31叫0.575)._3-2飢4+ 1.765)..5 ) (2.48.1) 

FI.max = F11) 
=1-0.611λ2 _ 0.038λ3 + 1.210λ4 -0.841λ5 

+NJ0 5 ( 0 335λ2 + 0.290)..3 _ 1.614)..4+ 1.209λ5 ) (2.48.2) 

(2.48.1)と (2.48.2)はN==2，3，・114;λ=0.05，0.1，…，0.75，0.8 の組合せ(2

08の場合)に対する解析値 に あてはめて求め た. それらの平均誤差はそれぞれ0.05

%， 0.04% ， 最大値はそれぞれ 0.57%， 0.32%で， 精度は同程度である.

この問題や以下の問題(e)， (ののように ， Fmaxが最外側き裂に生ずる場合は， (2. 

48.1)や(2.48.2)の形の2つの式がほぼ同じ精度で、成立つ. しかし， Fmaxと1/ N 

の関係を直接与える方が問題(a)， (c)， (d)などの結果との比較に便利なので， 以下

には(2.48.1)の形の式だけに注目することとする.

図2.12 はλ=0，0.1，…，0.8に対するFLmaxと 1/ Nの関係を示す. (2.48.1)は

黒丸で示した解析値と N， λの全範囲で良い一致を示す. また N→∞に対する

F1，maxの極限値は理論的に求められないが， (2.48.1)による値は十分正確と思われる.
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(c) 半無限板の平行き裂群の引張り(12， 問

F，，maxは最外側き裂に生ずる. しか し ， 自 由 縁 の存在によ っ て ， 1u�限板の平行き

裂群(b)と異なり， F"maxは(1/ N + 1/ 2N 2)よりむしろ1/ Nに対して線形であり，

次式があてはめられる.

Fl.max = F}1) 

= 1.122-5.760λ2 + 15.433λ3 -15.628λ4 + 5.567λ5 

+ 才 ( 4側2 -14叫3 + 15.497)..4 _ 5.907)..5 ) (2.49) 

(2.49) はN==2，3， 4，5および14個のλ(孟1.0)の場合の組合せ(56の場合〉 に

対する解析値にあてはめて求 められ ， 平均誤差は0.2%， 最大誤差は0.8%である.

図2.13 は種々のλに対するF"maxと 1/ Nの関係を示す. 黒丸で示した解析値は

ほぼ一直線上にならび， (2.49) による結果(破線〉 はλ豆1.0 の範囲で解析値と良

い近似を示す. またN→∞の極限値は理論的に求められないが， N ==4，5 に対する

値を 1/ Nについて直線外挿した値は十分正確と思われる.

(d) 無限板の平行き裂群の面内せん断(3， 14) 

Fn，maxは中央のき 裂に生ずるが， この場合は例外的に1/ Nより広い範囲で(1/

N-1/ N2) との聞に線形関係があり， 次の式が良く適合する.

FHm=FiM) 
= 1 + 0.4127λ2 _ 0.0098λ3 -0.2988λ4 + 0.1551λ5 

+ (長 ー が (-0.5740)..2 -0.3255)..3 -0.2361λ4 + 0.2973内 側)

(2.50) は， N==2， 3，・114，∞;λ=0.05，0.1，…，0.75， 0.8 の組合せ(208の場

合)に対する解析値にあてはめて 求められ， 平均誤差は0.19b， 最大誤差は0.4 %で

ある.

図2.14 はλ=0，0.1，…，0.8 に対するFn，maxと1/ Nの関係を示す. 黒丸で示した

解析値はN→∞に対する厳密値(白丸)とともにほぼ一直線上にならび， (2.50) に

よる結果(破線) は N注3で解析値と良く近似する.
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(e) 無限体の平行き裂群の面外せん断(10)

Fm，maxは最外側のき裂に生じ， 次式が良くあてはまる.

FIJ山I
=1一0.2067λ2+ 0.0027λ3 + 0.1622λ4一0.0818λ5

+(か会)( 0.1316λ2 _ 0.0173À3 - 0.0777λ4+0仰の ο51)

(2.51)は， N==2， 3， 4，・114;λ=0.05， 0.1，…， 0.85， 0.9の組合せ(234の場

合)に対する解析値にあてはめて求められ， 平均誤差は0.003%， 最大誤差は0.022

%である.

図2.15はλ=0，0.2，0.3，…，0.9に対するFm川mと1/Nの関係を示す. (2.51)は

N， λの全範囲でほとんど厳密値を与える. また， この問題ではN→∞における極

限値は求められないが， (2.51)による値は十分正確と忠われる.

(f) 無限板の平行き裂群の古典曲げ(日)

ポアソン比v =0.3として計算した. Fb，mmは最外側の き裂に生じ， 次式で近似

される.

Fb川凱=Fá1) 
=1-0.1171λ2 _ 0.0120λ3 + 0.0646λ4 _ 0.0234λ5 

+(か会)( 0.0726À2 + 0.0065À3 -0山λ4+ 0.0叫す 仰)

(2.52)は， N==2， 3， 4， 5， 7， 9， 11， 13， 15;λ=0.1， 0.2，…， 0.9の組合せ(81の

場合)に対する解析値にあてはめて求められ， 平均誤差は0.01%， 最大誤差は0.05

%である.

図2.16はλ=0， 0.2， 0.3，…， 0.9に対するFb川Mと1/ Nの関係を示す. (2.52) 

はN， λの全範囲で 解析値と極めて良い近似を示す. また， この問題ではN→∞に

おける極限値は解析的に求められないが ， (2.52)による値は十分正確と思われる.
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2.6 結 論

(1 )無限板に等しいだ円孔 が等間隔で一列にならんでおり， これが孔列に直角方向

あるいは孔列方向の引張りを受ける場合をLaurent展開法と摂動法の組合せによっ

て精度良く解析した. 円孔 からき裂までを含む種々の形と大きさの穴について個数

N =2--14と N→∞(周期だ円孔群〉の場合について計算を行 ない， 各穴の無次元

最大応力(き裂の場合は無次元応力拡大係数〉を求めた.

(2)孔列に直角方向の引張りでは， 孔刺i端の無次元応力SAj， SBjは， 少数の例外

を除いて孔列最外側から中央に近づくに従って大きくなり， 孔列中央で最大になる.

また穴の形と大きさを固定してNを増すとき， この無次元最大応力 Smaxは増大して

周期だ円孔群の場合の値に漸近する. この場合の Smaxは， l/Nとほぼ直線関係に

あることが認められ， これによってN孟15に対するSmaxの値が求められる. また，

穴の形， 大きさおよびその数が任意の場合のSmaxの値を精度良く求める計算式を与

えた.

(3)孔列方向の引張りでは， 各孔縁の無次元最大応力Sj，maxは最外側の穴で最大値

Smaxをと り， 内側の穴ほど小さくなる. また穴の形と大きさを固定してNを増すと

き， この無次元最大応力Smaxは減少する. しかしN→∞の場合の極限値は理論的に

は求められない. この場合， 最外側の穴に生ずるSmaxは， 1/ (N -0.5)とほぼ直線

関係にあることが認められ， これによって理論的に未知であったN→∞における

Smaxの極限値を推定した. また， 穴の形， 大きさ， その数が任意の場合のSmaxの

値を精度良く求める計算式を与えた.

(4)上の両問題の解析で経験的に見出した応力 と孔数の間の漸近特性を理論的に証明

した これによれば， 最外側の穴の応力σ1は 1/ (N -0.5)あるいは(1/ N +1/ 

2N 2 ) ， 中央の穴の応力σMは1/ Nと ほぼ直線関係にある. また， この特性はだ

円孔だけでなく， 無限休内に一列等間隔に分布する等しい任意形の穴や介在物周縁

の応力についても成立ち， さらに面内力だけでなく面外せん断力 や古典出げを受け

る場合にも成立つ一般的関係で-ある.

(5)一列に分布する共線き裂群や平行き裂群の平面応力・面外せん断・古典出げの6

つの問題を系統的に再計算し， それらの結果に 2.4節に述べた法則から得られる式を
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あてはめて最大応力 拡大係数 に対する高精度の計算式を与 え た .
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