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第5章

グラフスペクトル法による逐次ファジークラ

スタ抽出

重み付きグラフによって表される点データの集合からファジークラスタを逐次他出

する方法を提案する[50] . グラフの接点と枝は非負実数の重みをもっ. データのクラ

スタへのメンバシップはグラフの重み付き近接行列の第1固有ベクトルにより与えら

れる. クラスタ拍出後， 接点の重みをJiI真次減少することにより抽出済みのクラスタを

取り除きながら逐次にクラスタを抽出していく. 抽出されたクラスタの大きさが急な

増大を示すときクラスタの抽出は終了する. 本手法を画像のセグメンテーションとカ

ラー画像からの肌色領域の抽wに適用する.

5.1 まえがき

ファジーc-平均法[7]や確率c-平均法[51]のような反復アルゴリズムによるファジー

クラスタリングには収束の問題があり， ノイズデータに敏感である. これら固定点反

復アルゴリズムの欠点を同避する方法としてマウンテン法[52]やサブトラクテイブク

ラスタリング[53]のような逐次抽出法がある. また別の方法としてグラフスペクトル

法がある. この方法はデータの重み付き近接行列の固有値問題を解くことによりクラ

スタへのメンバシップを求める[54]. すなわちグラフスペクトル法ではクラスタへのメ

ンバシyプはデータの近操行列の第1固有ベクトルにより与えられる[55]. 津田ら[56]

は直線を逐次に抽出するグラフスペクトル法を提案した. その方法ではマウンテン法

と同線に， 次に抽出するクラスタがすでに抽出された全てのクラスタから離れるよう

に目的関数に順次ペナルティ項が加えられる. ペナルテイ項の係数の適当な値は問題
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に依存し ， その決定は困難なことが多い. 本章では従来法[56]のようにある関数を順

次減算していく代わりに目的関数に重み関数を順次乗じる方法を提案する. 提案法で

は従来法に見られるペナルティ項の係数なとずのパラメータの調笠の必要がない. 画像

のセグメンテーションとカラー画像からの肌色領域の拍出の例により本万法の有効性

を調べる.

5.2 重み付きグラフの固有クラスタ

グラフス ペクトル法ではデータの集合は無向グラフで表される. データは接点で表

され， 岐点問の校はデータ聞の近接度に対応する重みをもっ. 従来法の多く[56]では

接点の重みは考慮されていない， すなわち接点の重みは全て等し く1に回定されてい

る. 本章では[55]と同様にどの接点も非負実数の重みをもっ. この岐点の重みの導入

は次節の逐次抽出法の基礎となる.

n個のデータdi (i = 1，…，17，)は17，個の接点、をもっグラフで表される i番めのデータ

と3番めのデータの聞の近接度はt番めの接点とj番めの接点の間の枝の重みhijで、表さ

れる. このグラフの岐点の最も大きなクラスタを見つけることを考える. 提案法の出

発点は岐点の竜みが全て1 に等しい場合である. .7.:をn次元ベクトルX= [x]，…， Xn]と

する• Xiはt番めの接点がクラスタに含まれる度合を表す. 各要素Xiはそのままではメ

ンバシップではない. 後述するようにメンバシップは規格化されたqで、ある• Xのノ

ルムは1すなわちIIxI12二XTX = 1に制約される. 従来法[55，56]に従い， 接点クラス

タの凝集度をむ127fzzjZ123=zTHzで測ることにする. Hはグラフの校の重みhりの

重み付き近接行列f! = [hij]である.

凝集度が最大のクラスタのベクトルzは次の最適化問題の解である

n n 

ロlax 2二2二九ijXiXj 
Z 

(5.1) 1 3 n 
subj.to 乞z?=1

解はラグランジュ乗数j去により直ちに得られ， 解zは行子IJHの最大固有値に対応する

闇イ年ベクトルである. また最大同有値はクラスタの凝集度を与える.

間有ベクトルzはグラフの固有クラスタ(eigencl uster)と呼ばれる[55]. Xの要素は

全て非負である. 最大の要素qをもっ接点はクラスタの代表的メンバである. そ こで

67 



京大要素の変数を似とし '1，*= arg maxi Xi， XiをXúによりふ=町/Xúと規格化する.
これはt番めのデータのクラスタへのメンバシyプを表す.このようにすると代表デー
タ作が最大のメンバシップ値1をもつようになる.

次に各接点が実非負の重みをもっ場合を考え， ヒの表現がどのように変わるかを調
べる.まずい-1)香めのデータがη番めのデータに一致するすなわち丸一1二ふとな
るような直観的な場合を考える.これはデータ数が17，-1でデータ似-1の重みが2で
ある場合と等価である.dηーl=dηで、あるから明らかに Xnー1二Zηで、あり，従ってf
(5.1)は

ηX L:乞ωtωjhijXiXj

subj.to 乞ωiX; = 1 
(5.2) 

となる.ここでωi= 1 (i = 1，…，n - 2)，ωη一1二2である.この導出を更に一般化し，
任窓の実非負の重み叫に対してこの式を用いる.X をYi二VWiXiとスケーリングする
と式(5.2)は式(5.1)の形に戻り

呼X L:εω;伊jhijYiYj

subj.to 乞uf=1
(5.3) 

となる.従って接点の重みがω"'，枝の重みが hりである重みイナきグラフの固有クラス
タは行列H = [hij]; hij = VWiv局jhijの第1固有ベクトルにより与えられる• xdxú'ま
YdYúに等しいので接点のクラスタへのメンバシッフ。は行列βの規格化された固有ベ
クトルにより与えられる.ここで作=arg maxi Xi = arg maxi Yiで、ある.

5.3 ファジークラスタの逐次抽出

上の議論を基礎として，接点の重みω"'，枝の重み hりをもっグラフから1個ずつクラ
スタをt1TI ，tt\する逐次抽出法を示す . 最 も凝集度の高 いクラスタの抽出はすでに前節で述
べた通りである.凝集度が最大の固有クラスタは行列fh二[h1ij]; h1ijニゾ石i..;w;hij
の第1固有ベクトル Ylにより与えられる.接点のクラスタへのメンバシップは規格化さ
れた固有クラスタ1nli = Y1dYlÚ �こより与えられる.ここで日=arg maxi Y1iで、ある.
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次に凝集度の高い固有クラスタは， 第1クラスタに含まれる全データを取り除いた

後に残ったデータ内のクラスタの中で凝集度が長大のクラスタである. 特データが第1

クラスタに属する割合は1nliで、あるから， 第2クラスタの抽出では1- 1nliを乗じるこ

とにより岐点の重みを減らすのが自然である. 従って次に凝集度の高い固有クラスタ

は行列H2二[h2ij]; h2ij = V亡可J二可h1ijの第1固有ベクトルY2により与えられ

る. t妾点のこのクラスタへのメンバシップは規格化された固有クラスタm2i= Y2d Y2i* 

により与えられる. ここで作= arg maxi Y2iで、ある.

その後同様にしてクラスタを順次抽出していく. (人+1)固めの行列は再帰的にhk+l，ij二

、/l-m師 、11 - mkjhkij により計算される. この行列の規格化された第1固有ベクトル

mk+l，i = Yk+l，dYk+l，úはデータの第(k+ 1)クラスタへのメンバシップを与える. 次

にこの抽出処理を終了するための基準を考える. 妥当なクラスタはクラスタの代表的

メンバで最大となるつり鐘状のメンバシップをもっ. 妥当なクラスタが全て抽出され

た後はノイズデータだけが残り， それらは広い範阿に点在する. そのようなノイズデ

ータの固有クラスタは平担で明瞭なピークをもたない. そこで順次抽出されるクラス

タの大きさの変化を考えよう. クラスタの大きさはクラスタに含まれるデータのメン

バシップの総和である. すなわち乞?叫1ILkiが第んクラスタの大きさである. この大き

さは妥当なクラスタが抽出される聞は通常単調に減少する. しかし妥当なクラスタが

全て抽出された後では， ノイズデータの固有クラスタは平坦になり， 従ってその規格

化されたメンバシップは多くのデータで大きい(1に近い )値となり， その総和は大き

な値となるためこの大きさは急に増加する. このようにクラスタの大きさが急な跳ね

返りを示すとき， 妥当なクラスタは残っていないことになり， 従ってそこで抽出は終

了すべきである.

t番目のデータが第んクラスタに属する度合であるメンバシップmkiの最終的に得ら

れる集合は与えられたデータのファジークラスタを構成する. 得られたメンバシップ

を非ファジー化しクリスプなクラスタを得るには， まず全クラスタkに対してメンバ

シyフ。'1ILkiが予め決められたしきい値εよりも小さいデータを捨てる. そのようなデー

タはノイズか外れ値である. 次に残ったデータについては， 各データを最大のメンバ

シッフ。1rlk*'iをもっクラスタ人・*に所属させればよい.
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5.4 実験

5.4.1 提案法の検証

図5. 1は63 0個の2次元データを示したものである. クラスタの データ数は12 0， 100， 

75， 45， 4 0(これらの場所は図5.4を参照)であり， 残りの250個 はノイズ データである.

この例ではデータdiはデータ点の2次元座標である. 各クラスタは正規分布し ノイズ

は一様分布である. 校の重みはhij = e-klldi-djI12とし ， スケール係数はん二100とす

る. 傍点の 重み叫は全データに対して等し く1と する. 図 5.2に第1クラスタのメンバ

シップ値(左)と 第5クラスタの それ (右)を示す. 他のクラスタの形状も同様であった.

抽出されたクラスタの大きさを図5.3に示す. 第5クラスタの抽出後， 急、な跳ね返りが

見られる. 従ってそこで抽出は終了する. 棄却しきい値ε= 0. 5で非ファジー化して得

られたクリスプクラスタを図5.4に示す. 付随している番号は抽出された順番を示す.

津田ら [56]の方法によってもηの値を102から 106の聞に設定すると同様な結果が得

られた. この範囲はかなり広い が， この範囲外のηの値で、は良い結果は得られな かった.

またファジ- c-平均法 は[56]でも指摘されている ようにノイズに敏感で、初期値により

結果が変わり， 提案法よりも収束に時間が か かる.
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凶5.1:データの例
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5.4.2 間像のセグメンテーション

次の例は凶5.5(a)に示す166x171サイズのLandsat航空画像のセグメンテーション

である(5 つの領域へのセグメンテーションを図5.5(b)に示す. 図はコントラストを強

調している). そのヒストグラムを図5.6に示す. この例ではデータdiはビンの番号す

なわち図5. 6の横軸である. 重みωtはヒストグラムカウントすなわちそのビンの画素

数である. 校の重みhijは上の例と同様にe-klldi-dj 112， k = 100である. 抽出されたク

ラスタの大きさを図5.7に示す. 大きな跳ね返りが5番目の抽出に見られる. この結果

は第5 クラスタで抽出を終了することを示唆している. すなわち図5.5(a)の画像にお

けるセグメント数の最も顕著な候補は5 である. 5回の抽出後に残ったヒストグラムを

図5.8に示す. 主要なクラスタはほとんど全て抽出されている. 図5. 7で第2クラスタ

から第3クラスタにかけて大きさが増加している. これはクラスタ数のもう1つの候

補を示している. 従って2がセグメント数の第2候補である. しかし図5.7から分かる

ように5同めの抽出がなされるまでは抽出が不十分である.

津田ら[56]の万法の元の定式化はデータの重みを含まない. 従ってそれをこの例に

直接適月jすると画像の各画素がデータとなり， 行安iJ J-Iのサイズ、が28386x28386となっ

て固有ベクトルを計算するのが困難である. それで我々はデータの司1みをj与入して彼

らのアルゴリズムを再定式化し， ヒストグラムのビンをデータとしてこの例に適用し

た(付録E参照). この拡張された表現を用いることにより， ηの値が4x104から105の

範囲内で提案法と同様の結果が得られた. しかしこの範囲外では良い結果は得られな

かった. ηの他が小さすぎると1つのクラスタが繰り返し選択された. 逆にηが大きす

ぎると代表点がデータ領域の外に押し出されクラスタが抽出されなかった. 適当な範

囲4x104 ::;η::; 105は上の例でのそれよりも狭く従ってこの例で、のηの値の設定は困難

であるといえる

5.4.3 カラー両像からの肌色領域の抽出

図5.9(a)はカラー画像であり， 肌色抽出フィルタにより各画素の肌色度が予め与え

られている. 各11同素のこの肌色度を図5.9(b)にグレイスケールで不す. 自のレベルは

肌色度Oを示し， 県のレベルは肌色度の最大値1を示す. この例ではデータdiはt番め

の画素の2次JêJ屯標で、あり， 岐点の重みωtはその画素の肌色度である. 伎の重みは上

の例と同様にスケール係数ん二100でhり= e-klldi-dj 112である. 抽出された肌色領域
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(a)原画像 (b)セグメンテーションされた凶像

図5.5: Landsat航空画像
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を図5.9(c)に示す. 付随している番号は抽出された順番である.

5.5 むすび

重みイ、Iきグラフによって表される点データの集合から逐次にファジークラスタを抽

出するグラフスペクトル法を提案した. データ内の適切なクラスタ数は抽出されたク

ラスタの大きさの変化を見ることにより推定できる. この方法で調整の必要なパラメ

ータは校の重みにおけるデータ聞の近接度をスケーリングするパラメータkの1つだ

けである. このスケール係数を変えることによって抽出されるクラスタ数を調整でき

る. この可変性により木ベクトル量子化のような階層的なファジークラスタ抽出が可

能である.
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第6章

点、パターンマッチングに基づく平面物体の視

点に不変な認識

アフィン変換に不変な点パターンマッチング法を提案し その点パターンマッチン

グ法に基づく視点に不変な平面物体の認識法を提案する[57]. 各パターンはまず前処

理によりアフィン変換を正規化され， 正規化されたパターンはShapiro-Brady法によ

りマッチングされる. 学習ではクラスタリングにより様々な視点の画像の中から各物

体の代表的な視点が選ばれ， テスト画像は各代表画像との距離に基づく最近傍則によ

り識別される. クラスタリング法としてグラフスペクトル法によるファジークラスタ

の逐次抽出法を用いる. またアフィン変換よりも狭いクラスである相似変換に制約さ

れる画像群に対する同様の認識法を提示する.

6.1 まえがき

特徴のマッチングに基づく視点に不変な物体認識を考える. 特徴として特に物体の

コーナーやサンフリングされた輪郭線などの点を考える. 多くの方法は代数的不変里

[58， 59]を用い， ほとんどの方法で点の問の対応は既知であると仮定されている[60].

本章では点の対応は未知であり， すなわちマッチングは2つのパターンの点の問の対

応を求める問題である.

2次元画像から 3 次元物体を認識すると き ， 特徴点の遮蔽は煩雑な問題を生じる. こ

こではそのような困難を避けるために物体のクラスを子商物体に限定する. 視点に不

変に物体を認識するためには透視射影に不変な点パターンマッチングが必要となる.

視点の変化が小さいときには平面物体の透視射影は弱透視射影と呼ばれるアフィン変
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換で近似される[33]. 従って各物体についていくつかの代表的な視点を用意すること

により任意の視点の画像とそれに最も近い代表画像との関係をアフィン変換で近似で

きる. そうするとアフィン不変な点ノfターンマッチングにより測定される最近傍代表

点との距離に基づいて任意の視点の阿像を分類できる.

透十見射影と弱透視射影については付録Fを参照されたい.

本認識システムの基礎となる処埋は点、パターンのアフィン不変マッチングである. こ

れまでにグラフ理論的方法， 可変形テンプレート， 緩和法， ニューラルネyトワークな

ど多くの点パターンマッチング法が提案されている[61]. これらの方法の多くは画像の

局所的な処珂に基づいているため局所最適解に捕まる危険がある. ScottとLonguet­

Higgins[62] は常に大域最適解をうえる固有値分解法を提案した. しかし彼らの方法は

パターンの回転に弱いので， ShapiroとBrady[34] は改良法を提案し， 物体形状に基づ

く画像検索に応用した[6 3]. SclaroffとPentland[64] も同様の固有形状法を開発し物体

認識に応用した. しかしこれらの方法はアフィン不変ではない. Shapiro-Brady法は

回転不変であるが歪み変形に対しては不安定である. Sclaroff-Pentland法は極座標を

用いることにより回転不変にできるがそれによって他の問題が生じる.

本章ではアフィン不変点パターンマッチングの2段階固有値分解法を提案する. 2次

元点パターンはまず1段めの固布他分解により別の2次元パターンに変換される. こ

の変換を通して平行移動とスケール係数が較正される. 変換された2次元パターンは

次にShapiro-Brady 分解により高次元空間に写像される. Shapiro-Brady法は回転不

変であるから全体の変換はアフィン不変となる.点、パターンのマッチングはこの高次

冗空間で、行われる. パターン問の距離はこのマッチングに基づいて評価される.

物体の認識は最近傍プロトタイプ法に基づいて行う. まず様々な視点の画像からな

る学習データ集合のクラスタリングによりいくつかの代表的な視点からの画像がそれ

ぞれの物体について選択される. このクラスタリングもパターン問の距離に基づく近

接行列の固有値分解 により行われる. クラスタは次々に固有値問題を解くことにより

逐次に抽出される.

6.2 点パターンのアフィン不変マッチング

… パター ンが凶像平面ヒのZ 番めの点の2次 元 位 置 Piの 集 合{pi}， iニ1，…， 17，として

与えられているとする. 本節で、の問題は点パターン{pi}， i = 1，…，17，と{qi}， i = 1，…，17， 
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の2枚の画像の問で対応を決定することである. ここでは点パターンのアフィン不変

マッチングのための2段階間有値分解法を提案する. 第1段階は前処理であり， ここ

で元の2次元パターンは別の2次元パターンに変換される. 第2段階はShapiro-Brady

法であり， ここでは2次元パターンは高次元宅聞に写像され， そこで点の問の対応、が

求められる.

6.2.1 第1段階

まず平行移動向=pi-LPd17，により各パターンの中心を原点に移動する. 次に戸t

の内積を要素とする行列C= [Cij]; Cり= 戸fhを構成する. 付録Gに示されるように

この行列Cのランクは2である. この行列の2個の固有ベクトルUl，U2を計算する. 各

点はこれらの同有ベクトルにより与えられる新しい位置に写像される. これらの固有

ベクトルの第t要素からなる2次元ベクトル[Uli，U2i]がt番めの点の新しい位置である.

付録Gに示されるようにアフィン変換のスケール係数はこの変換を通して揃えられる.

各固有ベクトルの符号には任意性があるが， 後述する次の段階の結果はこの符号の取

り方に不変であるためこの符号は自由に設定してよい.

凶6.1の上の3枚のIllJj像は平面物体の射影像のパターン例である. これら3個のパタ

ーンは下の3例のパターンに変換される. これらのパターンは回転によりほぼきれい

に重ね合わせることができる. 残った歪みは透視変換とアフィン変換の差である.

6.2.2 第2段階

次に各点はShapiro-Brady法により高次元空間に写像される.まずt番めの点とj番め

の点の聞の近接度をeij = eαdijで評価する.αは正定数であり， dijは2点聞のユークリ

ツド距離の2乗dij二(Uli -Ulj)2 
+ (U2i -lL2j)2で、ある. 次に近接行安IJ E = [eij] (eii二0)

のm個の主固有ベクトルXk二[Xkl，…，Xkn] (k = 1，…， 7η)を計算する. 通常771，は17，よ

り小さく， 例えば7n = 17，/2とする i番めの点は7η次元空間の位置Xi= [X}'i，…，Xmi]に

写像される. 2つのパターン聞の点のマッチングはこの高次元空間で行われる. パター

ン{pi}が{Xi}に写像され， 別のパターン{qi}が{yi}に写像されるとする. これら写像

後の庵標値{.ii}， {yi}に基づいてミスマッチ行列Z = [Zij]; Zij二Ilx'i -Yjllを構成する.

マッチングの決定は次のようにする. まずミスマッチ行ダIJ Zの各行の最小要素を探し，

各列でも最小値を探す. 要素Zijが行と71Jの両方で最小となるとき， 第1パターンのt

香めの点と第2パターンのj番めの点とがマッチングするとし， それ以外ではマッチン
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図6.1:アフィン正規化変換
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グは決定不能とする. ここでも固有ベクトル引の符号に任意性があることに注意する.

ここでは一方のパターンを参照パターンとしてその固有ベクトル.九の符号を固定し ，

他方のパターンの固有ベクトル以の符号を次のようにして決めた. まず第1固有ベク

トルは要素が全て同符号であるため要素の符号が揃うようにすればよい. 第ん (三2)

有ベクトルについては第k-1固有ベクトルまで符号が求まっているとすると参照パタ

ーンの座標値を{持};狩- [X1i，・，.'Eki]として他方のパターンの第ん固有ベクトルの

符号を反転した2つの座標値{of ト}; d l=[U11? pUMlと{of-};sf-=lU11? ?-UMl 

からミスマッチ行列ZkトとZkーを構成して次節で定義されるパターン問の距離をi�IJり，

その距離が小さくなるほうの符号を選択する. このようにして第1 から第m固有ベク

トルまで!II買に符号を決定していく.

図6.2(a)に提案法により得られた図6.1のじの左2つのパターン問の対応を示す. 図

6.2(b)は図6.1の上の左2つのパターンにShapiro-Brady法を直嬢適用した結果である.

このようにShapiro-Brady法はアフィン変換の下で不安定であるが， それが第1段階

の正規化によって解消されている.

6.3 画像集合のクラスタリング

点パターン問の距離は次のように評価する.マッチングされるペアの見つかった点の数

をJとする. l < 17，ならば残りの17，-1点についてはマッチングは未決定である. マッチン

グされたペアの匂の値をdiとすると， 2つのパターン問の距離は[2:ゴ=1 di+α(η-l)]/17， 

で評価することにする.αは未決定のマッチングに対するペナルティ係数である.

パターンのペアの間の距離を測り， それらのパターンをいくつか のクラスタに分け

る. このクラスタリングを次に示す パターンの集合からの逐次ファジークラスタ抽出

により行う (詳しくは参考文献[50，65]を参照されたい ). 

パターンの認識は最近傍プロトタイプ法で行う. そこで各物体についていろいろな

視点のパターンをクラスタリングして 代表パターンを求める. クラスタリングはグラ

フスペクトル法に基づく逐次ファジークラスタ抽出により行う. 学習パターンの数を

N， J呑めのパターンとJ杏円のパターンとの距離をDfJとする. 6.2.2節と同様に近接

行列を1-J= [hJ J]; hII = 0， hJ J = e-bD[Jとして構成する• bは正定数である• ]-Iの最

大固有値に対応する固有ベクトルすなわちHの第1 固有ベクトルsを求める. 第1 クラ

スタの代表パターンはsの要素SJ (1 = 1，…，N)の中で最大値SJ*を取るムである. 各
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図 6 . 2 : 提案法(a) と S hapiro-Brady法(b)による対応
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パターンの第1クラスタへのメンバシップはtll二81/8んである. 第2クラスタは行列

H2 = [h2fJ];九2JJ = VIて五10て石 川 の 第1 回有ベクトル82を計算することによ

りtU1IUされる. 第2クラスタの代表パターンは最大の82IをもっIである. 同様に第ん

クラスタは行列J-I k = [hkJ J]; hkJ J = llt'==} JTて石JてtLJhJJの第l岡有ベクトルを

計算 することにより与えられる. この ようにして抽出された代表ノTターンを次節の物

体認j哉で用いる.

6.4 平面物体の視点に不変な認識

テストパターンが入力されるとそのテストパターンから各代表パターンまでの距離

が計算され， テストパターンは最も近い代表パターンをもっ物体に識別される.

6.4.1 実験

図6.3に3 つの予面物体の30枚の画像を示す. これらは各物体の枝々な視点の10枚

の画像の3つの集合である. どのパターンも20点で構成されている. すなわちこの例

ではη二20 である. 上の2行は第1物体の阿像であり， 中の2行は第2物体の画像， 下

の2行は第3物体の画像である. 各物体に対して3個の代表パターンを選ぶことにす

る. 代表として選ばれたパターンは第1物体について5番め， 6番め， 9番めのパター

ン， 第2物体について6番め， 7番め， 9番めのパターン， 第3物体について5番め， 6 

番め， 9番めのパターンである. パラメータ値はrn = n /2 = 10，α= 15， b = 15，α=2 

とした . 図6.4(a)は第1物体の10個のパターンから9個の代表パターンまでの距離で

ある. 横軸は代表パターンの番号である(最初の3個は第1物体の代表パターン， 中の

3個は第2物体の代表パターン， 最後の3個は第3物体の代表パターンである). 縦軸は

距離である. 各画像のデータは線で結ぼれている. 従ってこのグラフには10本の線が

プロットされている. 10個全ての画像について左の3個の代表パターンの うちの1っ

との距離が最小になっている. 従って最近傍識別則によりどのjlllÎ像も第1物体として

正しく識別される. 同様に図6.4(b)は第2物体の10個のパターンから9個のイ℃表パタ

ーンまでの距離を示す. また図6.4(c)は第3物体についての距離である. これらの結

果はどれも正しい識別を示す.
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図6.3: 3つの平面物休の様々な視点からの間像
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図6.4:図6，3の画像から代表パターンまでの距離
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6.5 相似不変マッチングによる認識

前節では任意の視点からの画像を考えたが， ここでは物体の向きが固定されている

ような状況を考える.十見線方向からの物体平面の向きが一定ならばその画像は相似変

換で関係付けられる. この場合， 一般のアフィン変換で関係付けられる間像は異なる

物体を表す. 従ってーヒ述のアフィン不変法はこのような状況では物休を正しく識別で

きない. この場合は有|似変換だけに不変なマッチングが必要である.

6.5.1 相似不変マッチング

まずアフィン変換の場合と同様に各パターンの中心を仇=Pi - 2ごpdnにより原点

に平行移動する 次にこれらの座標値 叫=仇/ 戸高と正規化する これが点パ

ターンのみ日似不変マッチングの第1段階である. 第2段階はShapiro-Brady法である.

ここでは正規化されたパターン{p�}と{q�}がマッチングされる. この方法の相似不変

性は付録Hで証明される. そこでは相似変換以外のアフィン変換はこの万法ではマッ

チングされないことが示される.

6.5.2 実験

図6.3と問機に3つの平面物体のパターンを図6.5に示す. この場合， 各物体の10個

のパターンはアフィン変換ではなく標準パターンを相似変換した後， 小さな変形を加

えて作成した. 上の2行は第1物体の画像であり， 中 の2行は第2物体の画像， 下の2

行は第3 物体の画像である. これら3つの物体はアフィン変換により関係付けられる.

従って6.2節のノ7法では， これら3 0個のパターンを区別することはできない. 6.5.1節

の方法を用いると図6.6に示すようにこれら3つの物体を正しく識別できる. 図6.6の

見方は図6.4と同じである.

6.6 むすび

点パターンマッチングに基づき視点に不変に平面物体を認識する方法を提案した.

マyチング法はアフィン変換により関係付けられたパターンに対するものと相似変換

により関係付けられたパターンに対するものとを提ノメした. 提案法は点パターンマッ

チングのサブシステムとしてShapiro-Brady 1去を用いる. しかしShapiro-Brady 法は

ノイズによる変形に敏感なので認識性能を改善するには別のより安定な方法が望まれ
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る. 本章では特徴点の遮蔽の問題を避けるために物体のクラスを平面物体に限定した.

アスペクト検出のステップを付加す る こ とにより 一 般の剛体の認識 への応用が可能に

なると思われる. 提案法のような特徴点のマッチングに基づく方法においては物体の

画像からの安定な特徴点抽出も重要である. 特徴抽出法の検討は今後の課題である.
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図6.5:小さな歪みを含む相似変換の下での3つの平面物体
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図 6.6:図6.5の画像から代表パターンまでの距離
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第7章

合士 号泣、
'1'口口問

本研究では生体の認識機能を解明するという立場から特に侃覚情報に基づくパター

ン認識を考えて， 視点に不変な物体認識のモデル化を試みた. 本 論 文はこの物体認識

における祝点不変性のモデル化に関する研究をまとめたものである.

本研究で得られた成果は以下の通りである.

第1章では本研究の背景を述べて本研究の目的を明らかにして， 本論文の構成と各

章の概要を示した.

第2章では文脈情報を取り入れたパターン認識の基礎としてメンバシップ値をフィー

ドパックする機 構を持つマルチモーダルパターン認識器を提案し， ベイズ識 別則に某

づく識別法とEMアルゴリズムによる教師なし学習法と最尤推定に基づくマルチモー

夕、、ルパターンの再構成法を提案した. またマガーク効果を例に取り上げてその性質を

調べた. マガーク効果はノイズのある環境下でのみ生じるという性質を再現し， 心理

学において報告されているいくつかのモードの入力パターンから別のモードパターン

への知覚誘導と生理学において観測されているモード情報が複数の感覚野からのフィ

ードパックパスを通るトップダウン信号により誘導されるというニューロンの活動を

説明した.

第3章では第2章のメンバシップ値をフィードバックするパターン認識器を基礎とし

て時 間 的あるいは空間的な文脈を取り 入 れたパターン認識器を提案した. すなわち文

脈情報はパターン認識器にトップダウンで与えられ， 入力パターンからのボトムアッ

プ情報を修飾するため本章で提案したモデルはトップダウン情報とボトムアップ情報

を統合するマルチモーダルパターン認識器として捉えられる. 時間的な文脈について

は1時刻前の識別結果が次の時刻にフィードバックされる例を考え， まず簡単な2次冗
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データを用いて， それらがパターンに類似度すなわちここでは2 次元平面上で、のユー

クリッド距離ではなくパターンの提示時刻の近接性によってクラスタリングされるこ

とを示した. 次に位置不変なパターン認識の簡単な例として縦俸と横俸の認識を行 い，

俸 の画像上での提示位 置 に関係なく縦俸であるか横棒であるかを識別できることを示

した. 空間的な文脈については空間的に1つ|境りにあるこユーロンヘメンバ シップ値

をフィードパックする例を考え， まず簡単な1次元データを用いて空間文脈を伝搬す

ることによって空間データの緩和整合化が行われることを示した. すなわちデータに

含まれるノイズは平滑化され多重 データによるあいまいさは低減されデータのない部

分は文脈情報によって値が充填される. またデータの欠溶と多重性を伴う空間データ

の例としてランダムドットステレオグラムを取り上げて視差の計算を行い， ほほ良好

な結果が得られた. 空間文脈についてはBaumの増大変換[38]との関連性からその反

復計算の収束性について調べた. ここでは時間的な文脈については1時刻前， 空間的

な文脈については1つ隣りだけを考えたが， 文脈の影響範囲を広げてその効果を調べ

ることが今後の課題である.

第4章では第3章で提案した時間的な文脈に基づくパターン認識器を視点に不変な

パター ン認識 に応用した. ここではPoggio ら [ 1 8 ] の提案した2次元 画像による3次元

物体認識のモデルであるRBFネットとの比較を行いながら時間的な文脈に基づく視点

に不変なパターン認識器の導出を行った. 顔画像による個人識別を例として， 視点が

時間的に変 化する時系列画像データを提示する教師なし学習 によって視点に不変なパ

ターン認識器が構成されることを示した. 高位のWTAニューロンが生理学において

観測されている顔の向きによらずに顔に応答するこユーロンと似た応答をして， 下位

のRBFニューロンが顔の向きに選択的に応答するこユーロンと似た応答をすることを

示した. またRBFニューロンの応答にロバストなクラスタ分布を用いてその効果を調

べた. 縦俸と績棒の画像に外れ値として斜めの棒を混入したデータで学習と識別を行

い ， ロバ ス ト化 によっ てこの外 れ値の影響を取 り除くことができることを示した. こ

の結果はガウス分布による識別が全面素一致による識別であるのに対してロバスト分

布による識別が多数決による識別であることから説明される. またロバスト化によっ

て画像のセグメンテーションを陽に行うことなく注視に似た処理が行えることを示し，

例として3次元物体の画像からの注視領域の抽出を行った. ここで提案したニューラ

ルネyトモデルには位相がなく， RBFニューロンの!IIn序には意味はないが， 生理実験
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では視点の変化につれて活動する場所も連続的に移動することが観測されており， 告

間的なラテラル結合な どを付 け加えて位相 保存性を持たせるのが今後の課題である.

第5阜ではグラフスペクトル法においてグラフの接点の重みを考慮したファジーク

ラスタの逐次抽出法を提案した. データは重み付きグラフで表され校の重みはデータ

聞の頒似度であり， 接点の重みはファジーなデータの個数すなわち残存率である. グ

ラフはデータ問の類似度を要素とする隣接行列で表され， 各データのクラスタへのメ

ンバシッフ。仰が隣接行列の第1固有ベクトルとして求まる.テデデ、e‘一一夕の残仔率を隣J俵妾行

列の士対、J応する安素に乗じることにより抽出i済斉みのクラス夕を取りl除徐きながら順にクラ

ス夕をfl山l

てi決決夫夫-定される. まず簡単な2次元データで提案法の検証を行った. 次にLandsat画像

のセグメンテーションを例として津田ら[32]の万法との比較を行い有効性を確認した.

グレイスケール画像の階調値のみによるセグメンテーションでは重みによる表現を用

いることによってデータ数を画素数から階調数に変換することができ凶像のサイズに

よらない処珂が可能になる. また応用例としてカラー画像からの肌色領域の抽出を行っ

た. 本庁法で調整の必要なパラメータはスケールパラメータの1つだけであり， これ

を調整することにより階層的なクラスタリングが可能である.

第6辛では第5章の逐次クラスタ抽出j去を用いて平面物体の視点に不変な認識を行っ

た. ここでは平面物体は2次元平面上に分布する点の集合として表され， その認識は

点、パターンのマッチングに基づいている. マッチング結果から点パターン問の距離を

測り上記のクラスタ抽出法により多数の透視射影像から代表的な視点の画像を少数個

選択し， その代表画像によって1つの平面物体を表現する. 入力パターンは代表画像

との最近傍識別により識別される.点、パターンマッチング法として2回の固有値分解

を用いるアフィン不変な点パターンマッチング法を提案した. まずl;:パターンの重心

を原点に 一致させて平行移動を揃え， 点パターン内の点同士の内積を要素とする行列

の非 零 回布仰の固有ベクトルを 求める. この固有ベクトルは2個あり これらがアフィ

ン変換のスケール係数を規格化した点パターンの2次元座標値になっている. その後

Shapü・o-Brady法によって点パターンの反転と回転を揃える. このような2段階の処理

を経てアフィン不変なマッチングが得られる. 中日似変換についても16J燥なマッチング

j去を提案した. ここでは特徴点の白己遮蔽の問題を避けるために対象を干面物体に限

定したが， アスペクト検出のステップを付加することによって一般の剛休の認識への
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応用が可能になると思われる. また提案法のような特徴点のマッチングに基づく方法

においては画像からの安定な特徴抽Il\が重要になる. 特徴抽 出法の検討が今後の課題

である.

第7章では本研究で得られた成果をまとめて今後の課題を述べた.
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付録A

ベイズ識別におけるメンバシッフ。

ベイズ識別ではデータdの所属するクラスi (i = 1，…，m)は

argmax p(ild) (A.1) 

で決定される. ここで、p(ild)はクラスtの事後確率である. この識別により誤識別率は

最小になる[10]. ベイズ識別は次のような誤識別率の最小化問題として表される・

ロun
q 乞qi[l - p(ild)] 

i=l 

subj.to .L qi = 1 (A.2) 

qiε{O， 1} (i二1， ...，171) 

ここでqiはデータdのクラスtへのメンバシップである. 式(A.2)は整数条件をエント

ロピーで表す[66]と

n
 

m
q 

乞qi[l - p(ild)] 
i=l 

subj.to 乞qi = 1 (A.3) 
i=l 

m 

乞 qi ln qi = 0 
ì=l 

となる. この最小化問題のラグランジュ関数は

L= χqi[l - p(ild)] +入(乞 qz-1)+1乞qi ln qi (A.4) 
ご: - 1 α l

となる. ここでλ1/αはラグランジユ乗数で、ある. 式(A.4)をqiと入で偏微分して0と

おくとそれぞれ
δL 
完了二1 - p(ild) +入 +1(lIlqt十1)= 0 
uq'i α 

(A.5) 

95 



åL ;!!.... 一一= ラ Oi - 1 = 0 
δ入 ム 1

U

となる. 式(A.5)と(A.6)から入を消去すると， メンバシップ

が得られる. ベイズの公式

を用いると式(A.7)は

eαp(ild) 

乞eCl'p(jld)

p(dli)p( i) 
p(ild) = 

p(d) 

eβp(dli)p(i) 
qi二 m

乞eßp(dU)p(j) 
t=J 

(A.6) 

(A.7) 

(A.8) 

(A.9) 

となる. ここで、p(i)はクラスtの事前確率， p( dli)はクラスtでのデータdの確率密度，

p(d)はデータd の確率密度で あ る. またβ二α/p(d)とおいた. 更にp(i)二 l/m (i二

1，…，m)のときは式(A.9)は

(A.10) 
2ンγp(dU)
t=J 

となる. ここで、γ=ß/mとおいた.
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付録B

EMアルゴリズムからの導出

2.2.3節では対数尤度の偏微分をOとおいて反復公式を得たが，ここではEI\lIアルゴ
リズムから同じ反復公式を導く.

EMアルゴリズムでは各学習データがどのクラスタに所属するかが分からないもの
として， 各データdJの対数尤度lnp(dj，た) = lnp(djlk)p(k)の事後確率p(kldj)による
期待値 m n 

2ご 乞 p(kldj) lnp(djlk)ρ(k) 
j=l k=l 

(B.1) 

を最大化することにより間接的にデータの対数尤度'Lj二11np(dj)の最大化を図る. 反
復ご回での事後確率p(k ldj， ア(と)) 二 日L二1 p(dの|人'，1'(と))/ει1 n�'=l p(di'jlk'， 1'(と))によ
る，ご+1閉めの反復における対数尤度の期待値は

m η 口L=1P(dV31kr(と)) 十
乞 乞 ヤlnp(ぬ|人'，r(刊)) (B.2) 
j-1k二i 'Lk'=l n�'=l p(d川

となる これをTr l)で、偏微分すると

ヱ HLJ( 内Ik ， r(と )) 1 
e α Ildi凶d仇包η3 ;立rr;γ「+H吋1

缶 ε口k' 1 n口而叫;LιいFに勺叫j一- lP川1げ川pバ (州fヘい似情判，r川メ川T〆バ州(臼ω5ο)) バ州州州dι向州1り川jバ|丸ν削川γ〆バ(伝刊5刊叫叫)り) 一 一寸ri k "11 - (ω1り3 γ川t仇�'iJ) (但B .3幻) 

となる. ここで、p(dijlk， r(と+1))勾p(dijlk，ア(と))と近似したものをOとおくと，反復公式

が得られる.

て--m n�';ti p(dの Ik，r(Ç)) 代h2d?-ie αi Ildij -r� � 111 
、(と十1) ー ムj- 1 'L乙=1 n�'=l p(di'jlk'，r{と)) '-"�J 

7 1k n l r、 (B.4)
2ごm ll :'� i P(di'jlk，T (とJ) � . l l ri . _(ご) 112 i 1 i' ;t ‘ ' ρ 一 向 Ildり -r仕 11

3一1'Lじ=1 n�'=l p(di'j l k'，r{ご))じ山
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付録C

EMアルゴリスムによる混合密度推定とファ

ジークラスタリング

データdの確率密度を混合密度

p(d)ニ 乞 p(dlj)p(.j) (C.1) 

で表す. 17，はクラスタの個数であり， p(j)は第jクラスタの事前確率であり， p( dlj)は

第jクラスタでのデータdの確率密度である. 7H個の学習データ{di}(i = 1，…，m) が

与えられるとき
T九 n

max 2二 乞 p(jldi) lnp(dilJ)p(j) (C.2) 
i=lj=l 

によって学習するのがEMアルゴリズムである• p(jld)は第Jクラスタの事後確率であ

る. ここで、p(dlJ) cx e-αIld-rj 112， p(j) = 1/17，の場合を考える. αは正定数， 7γは第3・ク

ラスタの代表点である. このとき式(C.2)は

m γL 

min L L P(jldi)lldi - rjl12 
i=l j二1

(C.3) 

とできる. これはp(jldi)をデータdiの 第jクラスタへのメンバシップとして捉えると

ファジークラスタリング の評価関数になっている. 従って混合密度推定におけるEM

アルゴリズムは特別な場合としてファジークラスタリングを含む， より一般的な学習

法であるといえる.
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付録D

アニーリングの性質

p( dli)の具体例eαIld-rill2について， 式(4.6)の乞tと対数を取り除いた

max 乞p(巾 αIld-ril12 -tムD
 

は
ι 2 ， 1 �ip L P(i)[Xi 11 d - Ti II � +�xi( lnxi - 1)] (D.2) 

~=: α 

と等価である(maxとminの違いに注意). なぜなら式(D.2)をXi で、偏微分して0 とお
けば引がXi二eαIld-r"i112と求まるからこれを式(D.2)に代入すると式(D.2)は式(D.1)

となるからである. 式(D.2)はクラスタリングの評価関数であり， メンバシッフ。Xi1J{

大きい(すなわちηに所属する)データdの量チ化誤差11 d - ri 112を最小にすることを

表す.第2項はファジー化のためのエントロピーである.従って4章の学習はファジー

クラスタリングと等価であり， ファジークラスタリングでのアニーリング[66]と同じ

く，

[性質]αが増大するに従い全量子化誤差乞t L�l p( i)p( d(t) li)は単調に減少する.

が成り立つ.従ってηは第tクラスタの重心に大域的に収束することが期待される.
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付録E

津田らの方法の重み付きデータへの拡張

津田らの方法[32，56]では， 2位|のクラスタムk聞の重なりが第ムk固有クラスタの内

積XTXk - L� XliXkiで、与えられる. 抽出済みの(k - 1)個の固有クラスタをXl (l二
L…?ん- 1)とするとき第ん固有クラスタ九は

max 

Xk 

subj.to 

午写 い向一 己凸T 午入l午午苧Zμ
ε Z4:t二1

(E.1) 

の解として求まる. hijはデータdi，dj聞の近接度で、ある. 式(E.1)は新たに抽出する固

有クラスタ Xkと抽出済みのXl (l = 1，…〉人-1)との重なりの重み付き、F均をペナルテイ

項として式(5.1)に加えた形になっている.ηはペナルティ項 (式(E.1)第2項)の影響を

調整するパラメータである. Hk = [1同]; hkij =んj， hkii二一ηj(k - 1) L�-l入lXliと

おくと式(E.1)の解XkはHkの第1固有ベクトルとなる. んはHlの最大固有値で、ある.

以上が津田らの方法であり媛点の重みは特に考慮されていない.すなわち全接点の

みは1になっている. そこで 5章と同様にt番めの接点の重みをωtとすると式(E.1)は

max 

Xk 

subj.to 

界 川jXkiXkj - 凸 午入I 午 WiXliXki

乞 ωixti = 1 

となる. ここでYki = ゾWiXkiとおくと 式 (E.2)は

ロlax

Xk 

subj.to 

午午 伊何iVi何押E可m 恥;戸 hijYkiり3
乞 U
必
;Lt =4

1 

100 

(E.2) 

(E.3 )  



となる Hk = [h叫ん�J・=何伊jhij) hkii二一ηj(k - 1)立-1 �lYldωtとおくと式

(E.3)の解は11kの第1固有ベクトルとなる.えlは11lの最大固有値で、ある.
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『司司.

付録F

透視射影の線形近似

3次元空間において視点の位置を原点として正規直交基底Z二(1，0，0)T，y = (O，1，0)T，Z = 

(0，0，1)Tを定めて視線の向きをzとしてn個の点の集合P = {Pi}， Pi = (Xi， Yi，み)T (i = 

L・・1η)を視線上の点(O，O，j)Tを通り視線に垂直な平面に透視射影する. 射影された

点の平面上での座標を(Ui，Vi)T (i = 1，…， n)とすると

Ui = jさz
Zi 、1B，ノ寸1よPA

 
/'11

 

Vi = J�色
Zi 

(F.2) 

となる. これの最も簡単な近似は次の直交射影である.

ui = Xi (F.3) 

υf =Ut (F.4) 

直交射影で、は各点Piのx，y座標がそのまま平面上での座標になるため奥行きの情報が失

われる. Z軸方向の距離に基づくスケーリングを考慮、したものが次の弱透視射影(weak

perspective projection)である:

U? = f
Xi 目 -
ZQ 

(F.5) 

υ? = r Yi 目 -
ZQ 

(F.6) 

ここで

zo= i z zt (F.7) 
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である. 更に点集合Pの視線からのずれによる射影像の変形を考慮したのが次の擬似

透視射影(paraperspective projection) [67]である:

'I.l�二手(.Ti一主Zi+ XO) 
'<:::0 ';::;0 

(F.8) 

111ノハUUU

 

+
 

z
 

nu一
円U

Uu
一
Z
qb

 

uu

 

/11\

 

f一
勾

一一c
t

 

u

 

(F.9) 

ここで

zo=: さ Xi 、11ノハU1，ょF /lE、、

yo二i む1 、ltノー-1i

 

F
 /11、

である. 9 = (xO，YO，zO)Tは点、集合Pの重心であり参照点(reference point) [68]と呼ば

れる. ここで式(F.1)を参照点gの周りでテーラー展開して1次の項までを見てみる.

Ui勾 f 竿 + f12子(Xi 一向)+学(Zi一ZO)]メιo u;;.; uz 

、、‘，，，，nu

 

z

 

ゆιuz
 
，，t・1

O一
2
3

2一
守ム
、、，』，ノハUZ

 

Z

 

ftl、
1一
勾
fJ

 

+

 

nu一
nU

Z
一
Z
Pφ，，d

 

(F.12) 

= よ(Xi一色i+ XO) 
zo Zo 

これから擬似透視射影が透視射影の1次近似であることが分かる. また9 = (0，0， zO)T 

のとき擬似透視射影は弱透視射影に一致する. 弱透視射影と擬似透視射影は線形変換

でありそれぞれ次のようにアフィン変換で表現される. 式(F.5)と(F.6 )を行列形式で

表すと

「111111ll1
111lJ

qb
''U
3b

 

Z

U
z-
-「11151111111
11111』
-litali--」

nu
ハu
nU
ハu
nu
--
1i
ハU「11111111111L

f
z

 

一
一
ー1111114

'0
1
・b
t

u
u

 

fill--L

 

(F.13) 

となる. また式(F.8)と(F.9)を行列形式で表すと

(F.14) 

となる.
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付録G

6.2節のマッチングのアフィン不変性

互いにアフィン変換で関係付けられる2つのパターン{PI}と{qi}を考える. PとQ

を2 xn行列p = [ 戸1γ..，f5η]，Q二[(Ïl，…?ふ!とする. ここで戸i = Pi一乞pdn，ι=

qi - Lqdnである. 6.2.1節の第1段階で、パターン{pi} は行列C=p Tpの固有ベクト

ルUl，切に写像され， パターン{qi}は行列D=QTQの固有ベクトルυ1，V2に写像され

る. この写像は次の性質を満たす・

命題1 {Pi}と{qi}がアフィン変換によって関係付けられる ならばパターンU= [Ul， U2]T 

とv=[υ1，υ2]Tは回転と反転によって関係付けられる.

(証明) 2つのパターン{pi}と{qi}はアフィン変換によって一致するので

Q=APT (G.1) 

となるような2x2行列Aとηxn置換行列Tが存在する. マッチングはこの置換行列

Tを決定する問題である. 明らかにc = pTpのランクはPのそれと同じく2である.

従って行列Cは2つの非零固有値入1，入2をもっ. cの固有値分解は

CUT = UTA (G.2) 

と書ける. ここでU= [Ul， U2]T， A = diag(入1，入2 )である. C= pTpと式(G.2)から

p = (U pT )-l AU (G.3) 

を得る. 式(G.3)を式(G.1)に代入すると

Q = A(UpT)一l AUT = BUT (G .4) 
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となる. ここで BはB = A(U pT)-l 1\と定義する. 式(G.4)から

D=QTQ二TTUTBTBUT (G.5) 

を得る• B TBの固有値分解を

BT B = R�1\BRB (G.6) 

とする. 式(G.6)を式(G.5)に代入すると

D = TTUT R�1\BRBUT (G.7) 

となり， これ から行列Dの固有ベクトルv= [υ1，υ2]T が

V = RBUT (G.8) 

と表されることが分かる. これはUとV が回転と反転で一致することを示す. (証明終

次に第2段階ではUとVはShapiro-Brady法により高次元空間に写像される. ここ

で パターンの近嬢行列Eは点の聞の距離からなる. 従ってEはパターンの回転と反

転には不変である. それゆえパターンUの近接行列EuとパターンVの近接行列Ev

はEv TTEUTで、関係付けられ， それらの固有ベクトルをならべ た行列XとYは

Y=XTで、関係付けられる. 従ってXとY を直接マッチングすることにより元のパタ

ーン{pi}と{qi}の問の対応が得られる. 結果としてこのマッチングは元のパターンに

対してアフィン不変である.
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6.5節のマッチングの相似不変性

6.5.1節ではパターンP二回1，... ，九]はP' = P/ 作(PTP)に変換される 同様に

Q = [1]1， ... ，ふ]はQ'= Q/ ψr(QTQ)に変換される この変換 は次の性質を満たす

命題2 {pi}と{qi}が相似変換 によって関係付けられるならばパターン P'とσは回転

と反転で関係付けられる.

(証明)仰Tp)=入1+入2であるから P'= P/ ゾ昨TP)はP'= P/ゾ入1+入2と書き

直せる. 式(G.3)をこの表現に代入すると

p'二(UpT )-lAU/ ♂百五 (H.1) 

を得る. 2つ のパターン{pi}と{qi}は相似変換を通して ー致するので

Q二sRPT (H.2) 

となるようなスカラーsと2x 2回転行列Rと ηxn置換行ダIJTが存在する. 式(G.3)

を式(H.2) に代入すると

Q = sR(U pT)-l AUT (H.3) 

となる. 式(H.2) からQTQの固有値はS2入1とS2入2であり，従ってQはQ'二Q/(s、/入1+入2 )

に写像される. この式に式(H.3)を代入すると

Q' = R(U pT)-l AUT八 /入1+入2 ニ RP'T (H.4) 

を得る. この関係はP'とQ'が回転と反転で関係付けられることを示す. (証明終)

次のように命題2の逆もまた成り立つ.

命題3パターンP'とQ'が回転と反転によって関係付けられるならば{pi}と{qi}は相
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似変換で関係付けられる.

(証明)pTpの固有値を入pl，入p2とし， QTQのそれを入ql，Àq2とすると， P' = P/、/入pl +入p2、
Q' = Q/J入ql +入q2である• P'とQ'は回転と反転で関係付けられるのでQ' = RP'T 

となるような直交行列Rと置換行列Tが存住する. 上のP'とQ'の表現をこの式に代入
すると

入門 ， +入nつ
Q二九i f J YRPT 

八pl 十 八p2 -ヘυH
 

を得る. これはS二J入ql +入q2/、/入pl+入p2とすると式(H.2)になる. これは{Pi}と
{ qi}が相似変換で関係付けられることを示す. (証明終)

命題2と3を組み合わせて次の系を得る

系1パターン{pi}と{qi}が相似変換で関係付けられるための必要十分条件はP'とQ'
が回転と反転で関係付けられることである.

この系は相似変換以外のアフィン変換で関係付けられるパターンは6.5.1節の方法で
はマッチングされないことを保証する. Shapiro-Brady法の回転不変性はすでに付録
Gで示されている.
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