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Basic　Growth　Analysis　and　Symmetric　Properties　of
　　　　　　　　　Exponential　Function　with　Base　e

Masataka　SHIMOJO＊，　Yoki　ASANOi），　Kentaro　IKEDA’），　Reiko　ISHIWAKA2），

　　　Tae　SHAe3），　｝lireyuki　SATOi），　Yukike　MATSUFUJIi），　Nerike　OHBA4），

　　　　　　　MaRabu　TOBISA，　Yasukatsu　YANO5）　and　Yasuhisa　MASUI）A

Laboratory　of　A抽．．nal　Feed　Science，　Divi＄ion．　of　Animal　Science，　Deparちment　of

　　　　　Artirnal　and　Marine　Bioresource　Sttiences，　Faculty　of　Agri¢ulture，

　　　　　　　　　　　Kyushu　University，　Fukuoka　812－8581，　Japan

　　　　　　　　（Reccetwed　JzL7ze　28，　eOOe　a7ut　accepted　Jztt，？y　」2，　．opOO2）

　　　This　study　of　basic　growth　analysis　suggests　that　the　analytic　de＄cription　of　agricultural

phenomenon　of　growth　is　related　to　the　mathernatical　phenomenon　of　symrnetry　on　the

exponential　function　wit’，h　base　e．

INTRODILJCTION

　　　The　basic　growth　analysis　was　born　in　English　studies　of　plant　production　in　the

1910s，　as　shown　in　many　scientific　publieations，　for　example　the　review　by　Watson

（1952），　the　paper　by　Radford　（1967）　aRd　the　beek　by　HuRt　（1990）．　This　method　was　a｝se

app艶dも（）the　gr◎w嶽a篶alysis◎f　f含r難a露礁a夏＄（Brody，1945）．　Me撫◎ds　f◎r　aRa至yzirtg

growth　have　been　deve｝oped　from　the　basic　one　into　those　usiRg　devised　functions　or

mat．heniatical　modeling　i，xx　order　to　predict　growth　eurves　more　preeisely　by　introducing

faetors　affecting　growth　（for　example，　Milthorpe　and　Moorby，　1979；　Parks，　1982；　France

and　Thornley，　1984）．　This　is　one　of　the　reasons　why　the　basic　growth　analysis　has　not

been鷺Sed　SO　freqUent玉y（）nate．｝｛OWeVer，　wi撫0ミ篤knOwing　why，　t短S　methOd警由eも◎iもS

si撚P沁bea滋y蓼stil｝　attrac’｛；＄some　pe（）Ple　wh（）a驚奪勲gaged蟄agr宝。雛1撫ya｝　scieRces．

　　　The　present　study　wag．　designed　to　investigate　some　aspects　of　basic　growth　analysis

in　relation　to　symmetric　properties　of　the　exponential　function　with　base　e．

BASIC　GROWTI－1　ANALYSIS

：Bas叢¢gmwth㎞¢tio簸fb㎜ed　usi盤g　the　exρORe盤tia至fUnct韮。烈wi撫base　e

　　　In　basic　growth　aRalysis，　absolute　growt，h　rate　（AGR）　and　relative　growth　rate　（RGR）

are　considered　basic　tools．　RGR　is，　however，　conE　idered　preferable　to　AGR　when　compar一
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isons　are　made　between　weights　tihat　are　different　each　other．　Our　previous　reports　also

showed　that　RGR　p｝ayed　an　important　role　when　rixxninant　growth　analysis　and　forage

growth　3Ralysis　were　re｝ated　（Shimej　o　et　a，g．，　1998a，　b，　i　999a，　b，　2000）．

　　　　　　　　RGR　is　given　by

　　　　　　　　　　1　dW

where　W＝weight，　t：　time，　RGR　is　some　constartt．

　　　The　basi¢　growth　function　is　derived　from　equat；ion　（1）　according　to　the　following

procedure：

∫（RGR）四望，

　　　（RGR）・t十Ci＝｝og．W十C2，

log，W＝C十（RGR）’t，

　　　Wr＝（expC）・exp｛（RGR）’t｝，　（2）
where　C（＝Ci　一　C2）　i＄　the　constant　of　integration．

XVhen　W＝We　at　g＝O　in　equa’tieR　（2），　expC＝Wg　becagse　exp（（RGR）’O｝＝1．　IR　case　ef　C＝O

（01ニ0の，鴎諜exp（0）＝1　and　W　wiU　show　relative　values　when四｝＝1．　Therefore，0≠0（α

i＝　C2）　i，s　required　in　order　that　Wo　and　W　take　values　of　actual　weight．　Thi＄　is　considered

an　agrieu｝tural　sigiuficance　of　integration　constant　on　the　basie　growth　function．　Thus，

　　　　　　レV＝隅・exp｛（RGR）・君｝，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

where　Wo　is　the　value　at　t＝O．

　　　助uation（3）has　a　form　of　multiplication．　Transformn＄　this　into　a　form　of　additio11

嚢S主簸9簑aも慧ra三10gar漁㎞S　is琴iven　by

　　　玉。菖。W＝lo9，1嬬・exp｛（RGR）・胡

　　　　　　　　＝10geWe十（RGR）’t，

　　　therefore，

　　　　log．W一．IogeWe

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝RGR，　（4）　　　　　　　　　　診

T㎞sis　considered嶽e　ori帥al　ofもhe　f◎11◎w聴eq慧a伽n（5）that　is慧sed　for　ea玉cula甑9

mean　RGR　ov¢r　a　certain　period　of　t㎞e（from紅。ち），

　　　　1．9些錫蝉一＝㈹・RGR・　　　　　（5）

AGR
　　　A（｝R　is　given　by　differentiating　equation　（3）　with　respect　to　t．　Thus，
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　　　　　　　　d
　　　　　　　　　　　σの　　　AGR＝
　　　　　　　　dt

　　　　　　』［W。・。xp｛（RGR川

　　　　　　　　dt

　　　　　　　＝（RGR）・VVo’exp｛（RGR）’t｝．　（6）
　　　1）ifferentiating　exp｛（RGR）・t｝　with　respect　to　t　givef．　（RGR）’exp｛（RGR）・t］，　where　the

form　of　exp（（RGR）・t）　itself　has　not　been　changed．

Increase　in　weight
　　　The　increase　in　weight　from　M）ro　to　W　is　given　by　the　defmite　integral　of　AGR　from　O　to

t．　Thus，

　　　Wwwl＞Vo一一f，‘（AGR）dt

　　　　　　　＝J，‘［（RGR）’PVo’exp｛（RGR）’t｝］dt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　［exp｛（RGR）・胡も
　　　　　　　＝Wo’（RGR）’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　RGR

　　　　　　　＝17Vo・exp｛（RGR）・t｝一Wo．　（7）
　　　The　integra｝　of　exp｛（RGR）・t｝　gives　the　primitive　function，　exp｛（RGR）・t｝／（RGR），

without　changes　in　the　form　of　exp｛（RGR）・t｝　itself．

Maclaurin’s　series　of　exp｛（RGR）・t｝

　　　The　use　of　Maclaurin’s　series，　（infmite　power　series）　mj．ght　be　expected　to　show　how

the　form　of　exp｛（RGR）・t｝　itself　is　kept　invariant　when　di．fferentiated　or　integrated　with

respeet　to　t．　Maclaurin’s　series　o．f　exp｛（RGR）・t｝　is　given　by

exp｛（RGR）・t｝一i＋．200
D，一！一g／1！＆！R／／llllli，1！．．：．llLZ’t｝”

　　　　　　　　　　　　　＝1＋（RGR　1！）’！・・＋（RG塁）2●t2＋……＋盤G身1竺＋……・（8）

Like　exp｛（RGR）・t］，　its　Maclcaurin’s　series　is　kept　invariant　when　differentiated　or

integrated　with　respect　to　t，　and　in　addition　it　shows　invariance　with　respect　t］o　the

interchange　between　RGR　and　t．

Deriving　AGR　by　differentiating　Maclaurin’s　series　of　exp｛（RGR）・t｝

　　　　　Using　（8）　the　following　differentiation　is　taken　up，

即下・exp｛（RGR）・彦｝】

　　　　灘蕃縣・｛　　　（RGR1十　　　　　1！）’k＋（RG塁）2’t2＋……＋（RG鍵＋……｝］

　　　　坤GR＋（RGR　　1！）2．t＋（RG塁）3●t2＋……＋興1ぬ蕉＋……｝・
（9）
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There　are　two　discrepancies　when　infmite　power　series　in　the　brace．s　of　equation　（9）　is

compared　with　Maclaurin’s　serie＄　of　exp｛（RGR）・t｝；　t，he　expoment　of　RGR　i＄　greater　thaR

that　of　t　by　one　and　there　is　a　disappearance　of　1．　These　two　discrepancies　must　be

corrected，　ln　order　to　recover　Maclaruln’s　series　of　exp｛（RGR）・t｝，　an　extra　RGR　in　each

term　is　reqeired　te　move　to　the　eutside　of　the　braces．　Thus，

P・（RGR）州1＋（R騨＋（R9塁）i’1・・：！’　th＋……＋XRG暑1識’が＋……｝

　　　　＝（RGR）・W3・exp｛（RGR）・t］

This　shows　that　AGR　results　frorn　the　event　that　is　required　to　occur　in　order　to　keep　t’he

form　of　exp｛（RGR）・t｝　itseif　invariant　when　W　is　differentiated　with　respeet　to　t．　ln　brief，

AGR　is　re｝ated　to　s3ruryienic　properties　of　exp｛（RGR）・tl　wtth　respect　to　its　Ctrfferentiat，iok．

Deriving　the　increase　in　weight　by　the　defmite　integral　of　Maclaurin’s　series　of

exp｛（RGR）・t｝　from　e　to　t

　　　　　Using　（8）　the　fol｝owing　integratioR　is　takeR　ttp，

　　　Q－」，tl（RGR）’Wo’exp｛（RGR）“t｝］dt

　　　　・（RGR）・呵1｛1＋響）’1＋（RG塁）1＝t2＋・∴…＋（RG碁1π●が＋……｝・tg

　　　　一（RGR）嘘！＋鰹）◎9P＋・・一＋≦RG鞍“．韮’が＋一・・L・（11）

Two　discrepancies　have　occurred　when　infmite　power　series　in　the　square　brackets　of

equation　（11）　i＄　compared　with　Maclaurin’s　series　of　exp（（RGR）・t｝；　the　exponent，　of　RGR

is　｝ess　thaft　that　of　t　by　one　aRd　there　is　a　di＄appearance　ef　1．　These　tw（）　discrepancies

raust　be　eorrected．　in　order　to　recover　Mac｝artm’s　series　ef　exp｛（RGR）・t｝，　the　follDwing

two　events　are　’required　to　occur．　（i）　An　RGR　is　requi’red　to　get　back　into　the　square

brackets　from　the　outside．　（ii）　1　is　required　to　appear　according　to　the　e．quality，

O＝i十　（一D，a　pair　appearance　ef　1　and　一2　frora　O．　Thms，

Q・
閨o1＋（RGR　1！）’t＋（RG塁）2礁t2＋……＋（RG暑1塑＋……レ1L

　　　　　－We’［exp｛（RGR）’t｝　ku，1．］3．　’　（12）

If　一1　is　regarded　as　one　of　the’　integration　con＄tants　for　exp（（RGR）・t｝，　then

Q＝va，　t［｛exp｛（RGR）・g｝　一1｝　一　｛exp｛（RGR）’O｝　一1｝］

＝We’［ex，p｛（RGR）・t｝　一　exp（（RGR）・O｝］

一　We’lexp｛（RGR）’t｝　一1］

二貼四｝， （13）
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where－1　has　disa’ppeared，　the　property◎f拠もegr＆滅◎繋co貧sもa魏s漁就do簸◎もaffect　at認

the　calculatieR　of　de，　，finite　integra｝s．

Equations　（11）’N一（13）　show　that　after　the　pair　appearance　of　1　and　一il　from　O，　1　has　been

taken　in，　together　with　an　RGR，　b：　infrmite　power　series　of　（11）　in　order　to　get　back　to

exp｛（RGR）’t｝，　but，　in　contrast，　一1　has　disappeared　o，　n　the　way　to　（13）．　This　suggests　a

case，　where　the　pai，r　appearance　of　1　and　一1　from　O，　the　remaining　of　，1　and　the　disappear－

ing　of　一1　are　a　series　of　eveRts　re｝ated　to　symmetric　properties　of　exp｛（RGR）・t］　with

reSp膿も◎its　de伽t曾漁tegra1肋搬◎t◎t．　TheSe　ShOw　th就もhe　inCre＆Se鎗weighもr愈＄ミ、滋S

from　the　events　that　are　required　to　occur　in　order　to　keep　the　form　of　exp｛（RGR）・t｝　i．tseif

invariant　on　the　defmite　integral　of　AGR　from　O　to　t．　ln，　brief，　the　increase　in　weight　is　relat－

ed　to　syrnmetric　properties　of　exp｛（RGR）・t｝　with　respect　to　its　defmite　integral　from　O　to　t．

W，AGR　and　grow漁acce垂er就io無
　　　The　exp◎Re難も圭．綴f疑Rction　with　b哉＄eθis　irif翌p薩もely　differentiable，　a簸dもhe　exisもe叢ce　of

the　secoRd　derivative　causes　the　change　iR　AGR，　which　is　tentati，vely　called　growth

aeceleration．　Thus，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（AGR）瓢Growth　acceleration＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　dt

d2W

　　　Frα戦eq嚢a雛◎数＄（3），

a¢C磁eraも沁虚s　give曲y

AGR

　　　＝（RGR）2・1？VQ・exp｛（RGR）’t｝．
dt2

（14）

（6）aRdα4）もhe　reぬ縫。繋sh重p　a搬◎簑g　W，　AGR　a漁（i　gr◎wth

Growth　aeceleration
　　　　　　　　　　　　　　　　　＝RGR，

　　　　　　AGR
（15）

where　it　is　shown　that　RGR　connects　VV，　AGR　and　growth　acceleration．

Then，　this　gives

W・　（Grcwth　acce｝eratioR）　＝　（AGR）：， （エ6）

showing　that　each　term　is　described　using　the　other　two，　Thus，

　　　　　　　　　（AGR）2
膨＝
　　　　Growth　a¢celeration　’

G，◎舳。c，，肇，麟ま。n＝（AGR；旺．

（17）

（18）

RGIationships　（15）．一（18）　result　from　symmetric　properties　of　exp｛（RGR）・t｝　itseif　wit，h

respect　to　its　differentiation，　where　W　［＝Wo・exp｛（RGR）・t］］　is　included　in　both　AGR　and

growth　acceleration．

　　　Since　AGR　takes　the　form　of　（AGR）2　m’　（16）x・（18），　there　is　a　possibility　that，　AGR

take＄　Rot　oRly　positive　va｝ues　but　also　negative　va｝ues，　the　decrease　iR　weight　wheR

AG．R〈◎．　The嚢礪at孟ve　AGR←AGR）ca稜sesもh¢neg就ive　RGR←RGR）．　至fもhis　is

described　using　the　method　of　baste　growth　aRalysis，　then

　　　一AGR＝（一RGR）・VVo・exp（（一RGR）’t｝，　（19）
where　Wo・exp｛（一RGR）・t｝〈　Wo．

　　　The　replacements（一RGR→RGR，　t→一の㎞1？Va・exp｛（一RGR）・t｝do　not　change　its　va｝ue，
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because　both　equations　are　equai　to　Wo’exp［一｛（RGR）・t｝］．　Thus，

W、’exp｛（一RGR）・t｝＝肱・exp｛（RGR）・（一の｝． （20）

The　re｝atめ繋（20）s疑ggesもs　thεしも撫e難ega犠ve　RGR！嚢ov重汽g　fo．rward　kkも㎞e（1efζ一ha難d　side）

might　look　like　the　positive　RGR　moving　backward　in　ttme　（right－hand　side），　provided

thatthe　attentioR　i，s　given，　to　the　decrease　ix　weigh｛；　and　physio｝ogica｝　aging　is　n，ot　consid－

ered．　This　may　be　regarded　as　the　waste　of　tirne　in　such　agricultural　production　as　people

pursue　its　effieiency　oniy．　lt　is　also　suggested　that　a　kind　of　agricultural　signii｝icance　is

given　to　the　reverse　direction　of　ttme　resu1ting　frora　symmetric　propert・ies　of　the　expo－

nenhal　function　with　base　e．

CONCLUSIONS
　　　It　is　concluded　in　basic　growth　analysis　that　AGR　and　the　increase　in　weight　are

derived　from　the　everttf　that　are　required　to　oeeur　in　order　to　1〈eep　the　form　of

exp｛（RGR）’t｝　itself　invariant　when　differentiated　and　integrated　with　respect　to　t．　This

suggests　thatthe　analytic　description　of　agricultural　phenomenon　of　growth　is　related　to

the　raathemat“ical　phenomenoR　of　symetry　on　the　expoRen’tial　fu．nctioit　wtth　base　e．
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