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Hydrograph　Recession　Analysis　using　Wavelet　lhransform＄

Joko　Saj　ono＊，　Shiomi　Sliikashe　and　Kazuaki　Hiiramatsu

Lab《）rat◎ry　of　I）ra加a慧をaτzd　W老誌er　ERvironmeBt，，茎）i、纏si◎嚢of　Regio飛撮鷺Rvil’◎RmeRζS（r重eR《xき，

　　　　　王）eparも買韮eR乞◎f　B重（）翼）r（）d慧cti◎難£簸v玉r◎Rvae！幽韮臓董Sc至eRce，　Fac縫1ty　Of　Agr重cu魏ure，

　　　　　　　　　　　　　　　Kyミ淫sh簸U錘￥ers誌y，　Fukユ（）ka　812－858王，Ja欝nrl

　　　　　　　　　（Receiveel　October　“？i，　eOOe　as？zd　accepted　Nevee7mber　f　O，　SOeg）

　　　A　technique　for　determiming　hydrograph　recession　eharacteristicS　is　presented　based　on

the　wavelet　transforms　analy＄is．　Like　a　signal，　a　fiood　hydrograph　（ram　be　decomposed　into　a

nurnber　of　wavelet　compon（p．nt，s．　By　using　the　wavelet　component　value．s　in　the　form　of　wavqdet

maps，　the　recession　characteristics　such　as　a　reeession　constant　and　a　cut－off　frequeney　are

easily　det，ermined．　The　tG¢hnique　is　dernonstrated　on　three　catchments　ranging　from　small　to

large　catehment　areas　at　eastern　New　South　Wales，　Australia．　The　．proposed　method　gSves

promising　results　and　minimizes　a　number　of　probleins　assoclated　with　hydrograph　reee＄sion

a貝alys烹＄．

INTRODUCTION

　　　Hydrog，raph　recessioR　analysis　has　long　been　a　topic　of　re＄earch　in　hydrology．　The

recession　curve　contains　valuable　information　about　natural　storage　properties　and

aquifer　charaeteristics．　Recession　analysis　ha＄　been　applied　in　many　areas　inc｝uding　low

flow　forecasting　to　benefit　’the　management　of　irrigation，　wate．r　suppiy　a｝location　and

waste　dilution　scheme　（Tallaksen，　1995）．　Hydrograph　recession　characterist．ies　are

required　for　hydrological　modelmg　such　as　a　unit　hydrograph　method．

　　　A　ruimber　of　techniques　has　been　developed　and　used　for　analyzing　the　hydrograph

recession　curve．　Serni－logarithmic　plot　of　the　．recession　curve　（edscharge　on　the　lo，　garith－

mic　scale）　is　useful　for　invc）stigating　the　eomponents　of　hydrograph　reeession　and　for

deterinining　the　end　of　surface　runoff　（Pllgrim　axxd　Cordery，　1993）．　On　the　semi－logarit，h－

inic　plots，　tlr．　ie　recessioR　curve　caR　be　apprexi．mated　by　t，hree　straght　lmes　（Linsley　et　a｝．，

1958）．The　e慮◎f　d韮recも難Ow．⑲rface飾w　a嚢d無もer登◎轡）is　gerle翻y　ass£iraed　te　be　the

poiRt　of　interseetioR　of　the　twe　｝owest　｝ines，　since　the　different　s｝opes　represent　di£fereRt

fiow　corapoRents．　Often，　however，　the　transition　from　ene　line　to　the　next　line　is　so

gradual，　heRce　it　is　diffieult　to　se｝ect　the　points　of　change　in　siope　as　well　as　the　slope

itse｝f　as　shown　ln　Fig．　la．

　　　Axiother　method　for　arta｝yming　the　recessioxx　eurve　caR　also　be　carried　out　by　plotting

the　recession　parts　on　semi－logarithmic　plots．　lnstead　of　p｝otting　directly　discharge　data

on　the　logarithrnic　scale，　dj，scharge　ratio　valueg，　（Qo／（？）　are　used　as　given　in　Fig．　lb．　Qo　is

“　Laboratory　of　Drainage　and　Water　Environme．nt，　Division　of　Regional　Environment　Sc．　ience，

　Department　of　Bieprocluctiox’i　Environrnental　Science，　Graduate　School　of　Biore＄our¢e　aRd

　B沁env象r（）xxmental　S（〕沁Rces，　K．y鷲s難疑URiversity

零C◎rres茎x）鞭《灘難9　auth◎r（起一鐸織iユ：欝虜く）籍。＠agr．kyesho一魏．猟≧毒））
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Fig．　1．　Graphical　methods　for　estirnattng　（a）　recession　constant　K　and　（b）　cut－off　frequeneyf，

initial　fiow　and　Q　is　flow　at　t　time　after　Qo．　Hino　and　Hasebe　（1984）　used　this　approach　to

determ血e　the　cut－of燈eg猿e薮cy◎fもhe　c◎即◎nent　separaもion　of　hourly　hydrologic　data

by蝕ding　the　s墨◎pe　of　the　recess玉。貧curve．　As　a　graph韮cal　meもhod，　the艶eもhOd　has　a董s◎

high　level　of　subjectivity，　as　the　slope　is　not　easily　defined．

　　　IR　this　paper，　a　new　technique　for　determirting　hydrograph　recession　characteristics

is　preseRted　based　eR　the　wave｝et　tramsform　aRalysis．　By　ayia｝yzk7ig　the　wave｝et　raaps，　the

recession　characteristics，　hopefully，　can　be　determined　more　accurate　and　less　subjective．

METHO］DS　AND　DATA　USED

Recession　Curve
　　　The　hydrograph　reeession　curve　represents　withdrawa｝　of　water　from　storage　within

the　catchraeRt．　The　shape　ef　the　recessioR　cgrve　caR　be　expressed　by　（e．g．　Hino　aRd

Hasebe，　1984；　Nathan　and　McMahon，　1990）：

Q，＝Qeexp（一at）　or　Qt：Qeexp（一一iil；），　（i）

where　Q，　is　the　discharge　at　tirne　t，　Qo　is　the　initia｝　discharge，　a　is　a　constant　or　it　is　also

called　a　cut－off　frequeney　（f，）　and　T，　is　a　recession　period；　the　term　exp（一a）　may　be

rep至aced　by　K　which　is　ea1玉ed　a　recをssio貧co鼓就a魏。　The　above　equaもi◎繋isもhe簑w蹴もe数顧

the　following　form：

Qt＝　Qo　Kt． （2）

The　relatienship　between　the　cut－off　frequency　（．fl，）　aRd　the　recession　constant　（to　can

be　written　in　the　following　form：

K＝e－fr　or　f，一一一in（K）． （3）

Typical　value　of　hourly　recession　eonstant　of　groundwater　fiow　eornponent　for
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catc㎞e糞ts　r畿㎎圭㎎食om　3◎◎t◎16，◎◎◎㎞2　i嚢e畿sもe頚A慧就raha　aAd伽ted　Sもaもes　is◎．998

（f．＝O．002）　（Pllgrii“　aRd　Cerdery，　1993）．

Wavelet　TraRsfbr臓s
　　　A飛yarbitrary　sigRalプ（x）caR　be　dec◎mp◎sed　int◎an重㎡㎞te　s㎜maもi◎n　of　wavelets

aも（選ferent　levels　accoyd拠g　to　the　wavelet　ex：paRsi◎n　asもhe　f6簸◎wi㎎（NeWiand，1993）：

　　　　　　　　　お　　　　　の

　　　プ⑫）＝ΣΣ　e」，、w（2」x・一k），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　　　　　　　　」＝一。efO＝一。◎

where　c」．、　are　the　wave｝et　c◎efficieRts，舅z（2妨鞠）is　wave玉eも㎞，cもi◎n　a難d櫃s蟄teger．　The

inもegerゴdescribes（雌ere魏1evel　of　wavelets．　Those　coe翫ienもs◎f　a　Ru　nber　wavelet

fu嚢cti◎ns　such　as　Dalubed薩es，　Sy認et　can　be　fou盤d　l㎞s◎me　textb◎◎ks（e。9．　Saka：kibara，

1995；Vidakovic，1999）．

　　　By　assum蟄9プ⑫）is　zero　o嚢tside　the圭nteyva王◎〈x〈1，　sca㎞g　f㎜cもi◎嚢and　wavelet

funcもi◎n　are　wrapPed　ar◎顧d　the　inte】rval，もhe　wavelet　expansion◎fプ（x）鎗◎〈x＜1can

be・棚じiももerヒaS：

　　　プω＝偽÷ΣΣ侮。，照2艇一k），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）
　　　　　　　　　　　　ゴ　　　彦

曲ereα・is　the　wrapPed　sca㎞g　functi◎n（もheめwesも輝avelet）thaもis　eqljiai　t◎the　average

value　of　signa1プω，欧2嬬一k）are　wrapPed　wavelet　functi◎Rs．　The．雛egerゴdesc曲es

different　｝evels　ef　wavelets，　start重ng　with雍◎；the㎞tegerんcoversもhe　number　of　wavelets

in　eaCh　leve1，　SO　tha城C◎VerS　the　ra嚢geん＝◎加2ゴー1。

　　　The　mean－s縦uare　value　ofプωcan　b¢calculated　by　squaring　b◎th　sides　of　the　Eq．

（5）a譲（ii鼓tegτaも血g◎verもhe拠terval　O≦；x＜1．　The　f蟄al　resUlt　can　be　expressed鉛the

f（）110w血9∫orm．（Newla難d，1993）：

igf2（・）幽き＋嬰嘱昔、）・　　　　　　　（6）
Writing　o砿the飯st　few　terras◎f　the　doub沁s㎜ation，もhe　mea丑sq鷺are◎f∫（のcan　be

靱iもten　aS：

ilf・鵬＝醐＋者（α釜十α碁）＋去（α舞繍α器＋α号）＋÷（α§欄＋…＋㈹＋…・（7）

Eq．7　sh◎ws　that　the　mean　square　ofプ（x）is（灘stribute（i　bet膵een　diffeye丑t　wavelet　levels

a嚢dbetween（滋：fをr奪就wavelets　wit㎞each　leve1。　Also，　E　q．7ca誼be鐵鱗strated　gra茎）hi－

Cally　by　aもhree－dime難SiO貧a三P茎Ot　Called搬ea帰一Square　wavelet　map．無Stead◎f翻ng

膵avelet　levels蚕d撒w鎗g　the　map，　the嚢Se◎幾heir　freque貧cy　may　be瓢ore　apPropriate　fbr

aRalyziRg　the　reCeSSiOn　CUrve　behavi◎r．　The　CeRもered：鋤equenCy籔eaCh　level　may　be

c◎mputed　by　us蟄g　the　fOU◎厩ng　expressio貧：

w張ere∫is　centered食e（1ueRcy，　integerゴis　wavelet　level，　fs＝1／△t，△員s㎜it　t㎞e童nterva1，

a蓑dNis　length◎f　theぬta．

Data　Use嚢

　　　The　prcposed　teehnique　for　determining　hydrograph　rece＄＄ion　characteristics　is

appXed　to　thyee　catelwwents　at　eastern　New　South　Wales　（NSW），　Austraha．　The　catch－

meRt　areas　range　from　39　kn2　to－2，67e　kn2．　Detalls　of　the　catchraekt　eharacteristics　such
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了able　1．　Caも。㎞enもchar農cterisもics　used　inもhe　sもudy

Gauging　Station

Number Name
Area
（krn2）

MAR
（inm）

MAF
（m3／s）

203012　Byron　Creek　at　Binna　Burra

204015　Boyd　River　at　Broadmeadows

416008　Beardy　River　at　Haystack

　39
2670
866

1830

860

840

165

555
236

as　catclrifftent　area，　mean　armual　rairtfall　（MAR），　raean　armual　fioed　（MAF）　are　giveA　in

Table　1．　For　each　catchment，　three且oods　event　of　hourly血ter▽al　are　selected　for　the

analysis．　The　data　were　extracted　from　Ptmeena　version　6．1　published　by　the　Department

of　Land　and　Water　Conservation，　NSW　（1999）．

RESULTS　AND　DISCUSSION

　　　By　usiRg　£he　vVavelet　compoReRt　values　in　the　form　ef　wavelet　maps，　the　recessioR

characteristics　were　analyzed．　Fig．　2　to　Fig．　4　show　the　mean－square　value　maps　together

with　their　orig血al　signals（且ood　event　hydrographs）for　three　catchm．ents　studied．　The

figures　provide　valuable　information　of　the　recession　curve　behavior．　Change　in　the

recession　line　affect　to　the　mean　square　values　of　the　signal　characterized　by　change　of

the　wavelet　maps．　As　the　basefiow　component　has　a　recession　time　much　｝onger　than

Oもher　C◎蟄p◎嚢enもS（SUrf＆ce登◎w　a撮i就er員◎w），　thUSもhe　baSe負◎w　CO灘P◎護en撒aS　the

lgwest　frequeRcy　cerapared　with　£he　gther　compcRents．

　　　All　the　wavelet　rftaps　show　that　the　lowest　frequencies　can　easlly　be　distinguished

from　the　others．　As　a　result，　the　cut－off　frequency　or　the　recession　constant　can　be

deterrnined　more　obj　ective　than　the　existing　methods　（semi－logarithrnic　plot　methods）．

Moreover，　the　end　of　the　direct　flow　Tg　may　be　determined　by　looking　at　the　time　scale

where　the　mean－square　values　reach　maximum．

　　　Table　2．　shews　the　cut－off　frequeRcy　values　for　aR　data　estimated　both　ttsing　wavelet

trafisforms　aRd　semi一｝cgarit｝rwalc　plet　method．　The　table　gives　c｝ear　indicatieR　that　the

semi－logarithmic　plet　or　the　graphical　method　has　high　level．　of　subjectivity　IR

determining　the　recession　characteristics，　whereas　the　wavelet　transforms　produces

exact　values．　Since　the　accuracy　of　the　cut－off　frequency　computed　using　the　wavelet

transforms　depends　on　the　length　IV　of　the　data　used　（see　E　q．　8），　more　accurate　results

may　be　obtained　by　using　the　longer　data．　ln　case　of　fiood　events　analysis，　smaller　time

interva｝　may　be　reqwired．

CONCLUSION

　　　A　new　technique　for　determiRing　the　hydrograph　recession　characteristics　was

successfully　applied　to　three　catchments　at　eastern　New　South　Wales，　Australia．　The

recession　constant，　the　cut　off　frequency　and　the　end　of　surface　runoff　of　a　fiood

hydrograph　are　easily　determned　using　the　proposed　techmque．　Further　application　of

the　technique　to　other　catctments　aRd　study　of　their　wavelet　maps　behavior　are　needed

to　give　more　definite　results　ef　the　hydrograph　recessioR　characteristics．
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Fig．　2． Flood　events　and　their　wavelet　maps　of　station　203012　（A＝39　km2）　（a）　event　April　1984，　（b）

event　March　1987　and　（c）　event　May　1987
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Fig．　4． Flood　events　and　their　wavelet　maps　of　station　2040！5　（A＝2670　km2）　（a）　event　May　1980　（b）

event　July　1985，　and　（c）　event　July　1988
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Table　2．　Cut－off　frequeRcyf，　gstag　dlfferekt　raethods

Statiok F至◎od　eve嚢t Gyaphical　raetkod ？roPosed撒¢もho（藁

2e3012

204015

416008

March　1984

March　1987

May　1987

Mayユ980
July　1985

July　1988

March　1982

JaRuary　1995

JaRuary　1996

o．oos6　一　o．012e

e．Ol12　一　O．0311

0．0315　一　O．1042

0．0094　一　O．OlOO

O．0072　一　O．0089

0．0023　一　O．0146
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0．olso　一　o．gis4

O．e313

0．0313

0．03i3

0．0078

0．0078

0．0078

0．0156

0．Oi56

e．0156
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