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連立Euler-Poisson-Darboux方程式の対称性

立教大学大学院 三澤彰宏 (MISAWA, Akihiro)
立教大学理学部 筧 三郎 (KAKEI, Saburo)

概 要 ある種の双曲型偏微分方程式である Euler-Poisson-Darboux方程式が sl2 対称性を持つこ

とは良く知られている. 本研究では,１つの拡張として連立型 Euler-Poisson-Darboux方程式を考察し,

その対称性を議論する.

1 はじめに

Euler-Poisson-Darboux方程式 (以下では EPD方程式と略す)

L(α,β )u(x,y) = 0, L(α,β ) := ∂x∂y −
α −β
x− y

∂x +
α(β −1)
(x− y)2 (1.1)

は, 数学と物理学の様々な領域に現れる重要な方程式である [1]. 物理学では, 音の伝播 [2]や重力
波の衝突 [3]などで現れることが知られている. 数学では,特に特殊関数 [4, 5, 6, 7]や曲面論 [8, 9]
の研究で重要である. 事実として,この方程式の相似簡約を考えると Gaussの超幾何微分方程式が
得られる. また, Millerの対称性や Laplace列, 2次元戸田格子と関係していることが知られている
[4, 9].

(1.1)の L(α,β )に対して (x− y)−α による共役変換を行うと,

E(α,β ) := (x− y)α ◦L(α,β )◦ (x− y)−α = ∂x∂y −
β

x− y
∂x +

α
x− y

∂y (1.2)

が得られる. 本稿では,この E(α,β )に関する方程式

E(α,β )u =

{
∂x∂y −

β
x− y

∂x +
α

x− y
∂y

}
u = 0 (1.3)

も “Euler-Poisson-Darboux方程式”と呼ぶことにする. この方程式の対称性について論じることが,
本稿の目的である.
文献 [4, 9]では EPD方程式 (1.3)の持つ, 2種類の対称性について述べられている. すなわち, EPD

方程式 (1.3)の解に作用する変換には 2種類あり,ひとつは sl2対称性,そしてもうひとつは隣接関
係を与える昇降作用素である. EPD方程式 (1.3)がなぜそのような対称性を持つかということは,必
ずしも自明ではないが,本稿では,天下り的に与えられている 2つの対称性を自然な形で再構成す
る. そのために,まず次節では EPD方程式について,文献 [4, 9]を基に知られていることをまとめ
ておく.

2 EPD方程式の解の変換

2.1 sl2対称性

次の命題は, EPD方程式の解に対する

(
a b
c d

)
∈ SL2 の作用を定めている ([8] §349, [10]) 1

1ここでは [11]による引用に従った. 文献 [4, 9]では, Appellによる結果とされている.
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� �
命題 1 v(x,y)が E(α,β )v(x,y) = 0を満たすならば,

ṽ(x.y) = (bx+d)−α(by+d)−β v
(

ax+ c
bx+d

,
ay+ c
by+d

)
(2.1)

で定義される ṽ(x,y)も E(α,β )ṽ(x,y) = 0を満たす.� �
対応する無限小変換は

X :=−x2∂x − y2∂y −αx−βy, Y := ∂x +∂y, W := 2x∂x +2y∂y +α +β (2.2)

で与えられ,これらは sl2の交換関係を満たす:

[W,X ] = 2X , [W,Y ] =−2Y, [X ,Y ] =W. (2.3)

2.2 昇降作用素

2つの微分作用素 H(α,β ), B(α,β )を次で定める:

H(α,β ) := (x− y)∂y −β , B(α,β ) :=
1

α(β −1)
{(y− x)∂x −α}. (2.4)

� �
命題 2 v(x,y)が E(α,β )v(x,y) = 0を満たすとき,

v+(x,y) := H(α,β )v(x,y), v−(x,y) := B(α,β )v(x,y), (2.5)

は次を満たす:

E(α −1,β +1)v+(x,y) = 0, E(α +1,β −1)v−(x,y) = 0. (2.6)� �
命題 1, 2は,やや天下り的な印象を受ける. そこで以下では, 2つの対称性の導出に自然な解釈を
与え,連立 EPD方程式に拡張する.

3 超双曲型方程式との関係

先の結果は EPD方程式を超双曲型方程式,

�u(x1,x2,x3,x4) = 0, � := ∂1∂4 −∂2∂3, ∂i :=
∂

∂xi
(3.1)

の gl4対称性と関連付けることで理解することができる (cf. [5, 6, 7]). そのためにまず次の空間を
考える.

Z = GL(2)\{z ∈ Mat(2,4) |すべての 2次小行列式 6= 0} (3.2)

実は,

Z 3 z =

(
z1 z3 z5 z7

z2 z4 z6 z8

)
∼

(
1 0 x1 x3

0 1 x2 x4

)
=: x (3.3)
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に対する右 GL(4)作用から, 超双曲型方程式 �u(x1,x2,x3,x4) = 0の対称性を導出することができ
る [5, 6, 7]. たとえば, Ei j を行列単位として,

x 7→ xeεEi j ∼

(
1 0 x̃1 x̃3

0 1 x̃2 x̃4

)
(3.4)

を考えるとき, u(x1,x2,x3,x4)が方程式 (3.1)の解ならば, (適当な因子)×u(x̃1, x̃2, x̃3, x̃4)も (3.1)の解
となる.

Ei jに対応する無限小変換を Xi jと表すことにして,具体的に計算すると以下を得る: 2

X11 =−(x1∂1 + x3∂3), X12 =−(x2∂1 + x4∂3), X21 =−(x1∂2 + x3∂4), X22 =−(x2∂2 + x4∂4),

X33 =−(x1∂1 + x2∂2), X34 =−(x1∂3 + x2∂4), X43 =−(x2∂1 + x4∂3), X44 =−(x3∂3 + x4∂4).
(3.5)

ここで,方程式 (3.1)の解 u(x1,x2,x3,x4)として,

u(x1,x2,x3,x4) = x1
−αx3

−β v(ξ ,η), ξ =
x2

x1
, η =

x4

x3
(3.6)

という形のものに着目する. この形の u(x1,x2,x3,x4)は,

X33u =−αu, X44u =−βu (3.7)

を満たすことを注意しておく. このとき (3.6)の v(ξ ,η)は, EPD方程式(
∂ξ ∂η − β

ξ −η
∂ξ +

α
ξ −η

∂η

)
v(ξ ,η) = 0 (3.8)

を満たすことが示される.
さらにこの過程で,超双曲型方程式 (3.1)の対称性 Xi j が EPD方程式 (3.8)の対称性に落ちる. 特
に, (2.2)の X ,Y,W は, X11,X12,X21,X22から得られる:

(X11 −X22)u = x1
−αx3

−β (Wv), X12u = x1
−αx3

−β (Xv), X21u = x1
−αx3

−β (Y v). (3.9)

また, H,Bは X34,X43から得られる:

X34u = x1
−αx3

−β (Hv), X43u = (定数) · x1
−αx3

−β (Bv). (3.10)

4 連立EPD方程式
前節の議論では,

Z = GL(2)\{z ∈ Mat(2,4) |すべての 2次行列式 6= 0}

を基に考えた. これを,

Z = GL(2)\{z ∈ Mat(2,5) |すべての 2次行列式 6= 0}

に変更することで,連立 EPD方程式の対称性を考えることができる.

2本稿では 2節で述べた “sl2 対称性”, “昇降作用素”を理解することを目的とするため, 16個の Xi j から (3.5)の 8個
を選んで考察を加える。
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まず, 6変数の関数 u(x1,x2,x3,x4,x5,x6)に対する連立偏微分方程式系

(∂1∂4 −∂2∂3)u(x1, . . . ,x6) = 0, (∂1∂6 −∂2∂5)u(x1, . . . ,x6) = 0, (∂3∂6 −∂4∂5)u(x1, . . . ,x6) = 0 (4.1)

を考える. この方程式の gl5対称性は,

Z 3 x =

(
1 0 x1 x3 x5

0 1 x2 x4 x6

)
(4.2)

に対する右 GL(5)作用からが導かれる. たとえば,行列単位 Ei jに対して,

x 7→ xeεEi j ∼

(
1 0 x̃1 x̃3 x̃5

0 1 x̃2 x̃4 x̃6

)
(4.3)

とすると, u(x1,x2,x3,x4,x5,x6)が (4.1)の解ならば (適当な因子)×u(x̃1, x̃2, x̃3, x̃4, x̃5, x̃6)も方程式 (4.1)
の解となる.
このとき, Ei jに対応する無限小変換を Xi jと表すことにすると,直接の計算により以下が得られ

る:3

X11 =−(x1∂1 + x3∂3 + x5∂5),

X21 =−(x1∂2 + x3∂4 + x5∂6),

X12 =−(x2∂1 + x4∂3 + x6∂5),

X22 =−(x2∂2 + x4∂4 + x6∂6),

X33 = x1∂1 + x2∂2,

X43 = x3∂1 + x4∂2,

X53 = x5∂1 + x6∂2,

X34 = x1∂3 + x2∂4,

X44 = x3∂3 + x4∂4,

X54 = x5∂3 + x6∂4,

X35 = x1∂5 + x2∂6,

X45 = x3∂5 + x4∂6,

X55 = x5∂5 + x6∂6.

(4.4)

ここで,　 (4.1)の解として

u(x1,x2,x3,x4x5,x6) = x1
−αx3

−β x5
−γv(ξ ,η ,ζ ), ξ =

x2

x1
, η =

x4

x3
, ζ =

x6

x5
(4.5)

という形のものをとる. この形の u(x1,x2,x3,x4x5,x6)は,

X33u =−αu, X44u =−βu, X55u =−γu (4.6)

を満たすことを注意しておく. すると (4.5)の v(ξ ,η ,ζ )は,次の “連立 EPD方程式”を満たすこと
が分かる: 

(
∂ξ ∂η − β

ξ −η
∂ξ +

α
ξ −η

∂η

)
v(ξ ,η ,ζ ) = 0,(

∂η∂ζ −
γ

η −ζ
∂η +

β
η −ζ

∂ζ

)
v(ξ ,η ,ζ ) = 0,(

∂ζ ∂ξ −
α

ζ −ξ
∂ζ +

γ
ζ −ξ

∂ξ

)
v(ξ ,η ,ζ ) = 0.

(4.7)

(以下では, 方程式系 (4.7)の解空間を Fα,β ,γ で表す. ) このとき, (4.1)の対称性 Xi j が, 連立 EPD
方程式 (4.7)の対称性に落ちる. 例えば (4.7)の持つ sl2対称性の基底は, X11,X12,X21,X22から得ら
れる:

(X11 −X22)v = x1
−αx3

−β x5
−γ (2ξ ∂ξ +2η∂η +2ζ∂ζ +α +β + γ

)
v,

X12v = x1
−αx3

−β x5
−γ (ξ 2∂ξ +η2∂η +ζ 2∂ζ +αξ +βη + γζ

)
v,

X21v = x1
−αx3

−β x5
−γ (∂ξ +∂η +∂ζ

)
v.

3本節では 2節での “sl2 対称性”, “昇降作用素”の自然な拡張を考察することが目的なので, 25個の Xi j から (4.4)の
13個のみを考えることにする.
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このとき,微分作用素 X , Y , W を
W := 2ξ ∂ξ +2η∂η +2ζ ∂ζ +α +β + γ,

X :=−ξ 2∂ξ −η2∂η −ζ 2∂ζ −αξ −βη − γζ ,

Y := ∂ξ +∂η +∂ζ ,

(4.8)

によって定めると,この X , Y , W も (2.3)を満たし, sl2 の 1つの実現を与える.
また, X34,X35,X43,X45,X53,X54 より,昇降作用素 Hi(α,β ,γ), Bi(α,β ,γ) (i = 1,2,3)が得られる:

H1(α,β ,γ) = (ξ −η)∂η −β : Fα,β ,γ → Fα−1,β+1,γ ,

H2(α,β ,γ) = (η −ζ )∂ζ − γ : Fα,β ,γ → Fα,β−1,γ+1,

H3(α,β ,γ) = (ζ −ξ )∂ξ −α : Fα,β ,γ → Fα+1,β ,γ−1,

(4.9)


B1(α,β ,γ) =

1
α(β −1)

{
(η −ξ )∂ξ −α

}
: Fα,β ,γ → Fα+1,β−1,γ ,

B2(α,β ,γ) =
1

β (γ −1)
{(ζ −η)∂η −β} : Fα,β ,γ → Fα,β+1,γ−1,

B3(α,β ,γ) =
1

γ(α −1)
{
(ξ −ζ )∂ζ − γ

}
: Fα,β ,γ → Fα−1,β ,γ+1.

(4.10)

次に,改めて x := η/ξ , y := ζ/ξ として x, yを定め,

v(ξ ,η ,ζ ) = ξ−δ φ(x,y) (4.11)

が (4.7)を満たすと仮定すると, φ(x,y)は[x(1− x)∂x∂x +(1− x)y∂x∂y +{(1−α +δ )− (β +δ +1)x}∂x −βy∂y −βδ ]φ(x,y) = 0,

[y(1− y)∂y∂y +(1− y)x∂x∂y +{(1−α +δ )− (γ +δ +1)y}∂y − γx∂x − γδ ]φ(x,y) = 0
(4.12)

を満たすことが示される. これは, 2変数超幾何関数の 1つである “Appell’s F1”が満たす微分方程
式系であり [5, 6, 7, 12],

F1(a,b,c,d;x,y) =
∞

∑
m,n=0

(a,m+n)(b,m)(c,n)
(d,m+n)n!m!

xmyn (4.13)

とするとき, φ(x,y) = F1(δ ,β ,γ,1−α +δ ,x,y)は (4.12)を満たす.
このとき,連立 EPD方程式の対称性を記述する作用素であった Hi, Bi (i = 1,2,3),および x, yか

ら,以下の微分作用素が得られる:

H̃1(α,β ,γ,δ ) := (1− x)∂x −β ,

B̃1(α,β ,γ,δ ) :=
1

α(β −1)
{x(1− x)∂x +(1− x)y∂y −δx+δ −α},

H̃2(α,β ,γ,δ ) := (x− y)∂y − γ,

B̃2(α,β ,γ,δ ) :=
1

β (γ −1)
{(y− x)∂y −β},

H̃3(α,β ,γ,δ ) := y(1− y)∂y +(1− y)x∂x −δy+δ −α},

B̃3(α,β ,γ,δ ) :=
1

γ(α −1)
{(1− y)∂y − γ},

H̃4(α,β ,γ,δ ) := x(1− x)∂x + y(1− y)∂y −βx− γy−α +δ ,

B̃4(α,β ,γ,δ ) := (1− x)∂x +(1− y)∂y −δ .

(4.14)
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これらにより, Appellの F1に対する隣接関係式が得られる:

H̃1(α,β ,γ,δ )F1(δ ,β ,γ,1−α +δ ,x,y) =
(α −1)β
1−α +δ

F1(δ ,β +1,γ,1− (α −1)+δ ,x,y),

B̃1(α,β ,γ,δ )F1(δ ,β ,γ,1−α +δ ,x,y) =
−α +δ

α(β −1)
F1(δ ,β −1,γ,1− (α +1)+δ ,x,y),

H̃2(α,β ,γ,δ )F1(δ ,β ,γ,1−α +δ ,x,y) =−γ F1(δ ,β −1,γ +1,1−α +δ ,x,y),

B̃2(α,β ,γ,δ )F1(δ ,β ,γ,1−α +δ ,x,y) =
1

1− γ
F1(δ ,β +1,γ −1,1−α +δ ,x,y),

H̃3(α,β ,γ,δ )F1(δ ,β ,γ,1−α +δ ,x,y) = (−α +δ )F1(δ ,β ,γ +1,1− (α −1)+δ ,x,y),

B̃3(α,β ,γ,δ )F1(δ ,β ,γ,1−α +δ ,x,y) =
1

1−α +δ
F1(δ ,β ,γ −1,1− (α +1)+δ ,x,y),

H̃4(α,β ,γ,δ )F1(δ ,β ,γ,1−α +δ ,x,y) = (−α +δ )F1(δ −1,β ,γ,1−α +(δ −1),x,y),

B̃4(α,β ,γ,δ )F1(δ ,β ,γ,1−α +δ ,x,y) =
δ (α +β + γ −δ −1)

1−α +δ
F1(δ +1,β ,γ,1−α +(δ +1),x,y).
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