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Classical Orthogonal Polynomials and Bannai-Ito Polynomials

Satoshi Tsujimoto Kyoto University, Japan
Luc Vinet Centre de Recherches Mathématiques Universite de Montréal, Canada
Alexei Zhedanov Donetsk Institute for Physics and Technology, Ukraine

概 要 これまで議論されることが少なかった Bannai-Ito多項式の古典直交多項式における位置づ
けを明らかにする．特に，差分演算子と鏡映変換演算子を用いて表される Bannai-Ito作用素の固有関
数として Bannai-Ito多項式が得られることを示す．

1. 古典直交多項式

はじめに，直交多項式の定義を与える．直交多項式にはいろいろな等価な定義の仕方があるが，本
稿では隣接した次数の多項式間の関係式である三項間漸化式からはじめる．次の三項間漸化式をみ
たす多項式の系列 {Pn(x)}nのことを最高次の係数を 1に規格化した直交多項式列 (monic orthogonal
polynomial sequence, MOPS)という．

P0(x) = 1,

xPn(x) = Pn+1(x)+bnPn(x)+unPn−1(x), un ̸= 0, n = 1,2, . . . (1)

ここで bn,unは定数であり，特に unは非零定数である．この漸化式をみたす多項式 Pn(x)が n次の
多項式であり,最高次の係数が 1となることは,式 (1)の両辺の係数を比較することにより容易に示
すことができる．さらに，この三項間漸化式から，直交関係式

L [Pn(x)Pm(x)] = hnδn,m, hn ̸= 0, n,m = 0,1,2, . . . (2)

を与える線形汎関数L : π(x)→ Cおよびモーメント列 {µn}n:

µn = L [xn], n = 0,1,2, . . . (3)

が定まる．ここで δn,mはクロネッカーのデルタ関数であり, π(x)は xの多項式全体の空間を表す．
直交多項式と可積分系との関連について議論する場合は，Pn(x)の行列式表示を通じて廣田のタウ
関数を導入し，線形汎関数に連続変形パラメータを導入することで戸田格子方程式，あるいは離
散的な変形パラメータを導入することで離散戸田格子方程式について議論をすすめていく．
次に，古典直交多項式の特徴付けを与える．古典直交多項式は議論によって定義が異なり，大
まかにいって，Jacobi多項式とその特殊化で得られる多項式に限る場合と，いわゆる選点直交多
項式や q-直交多項式を含む場合とがある．前者の狭義な定義での古典直交多項式は，2階の微分
方程式で表される

A(x)P′′
n (x)+B(x)P′

n(x)+C(x)Pn(x) = λnPn(x), n = 0,1,2, . . . . (4)

を満足する直交多項式 Pn(x)を指し，古くから知られる Jacobi多項式，Laguerre多項式，Hermite
多項式, Legendre多項式などが例としてあげられる．この場合，対応する線形汎関数は実軸上の積
分で与えることができる.
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表 1: 古典直交多項式の例 (Askey-Scheme)
Askey-Wilson q-Racah Wilson Racah
Big q-Jacobi q-Hahn Hahn Hahn
Little q-Jacobi q-Krawtchouk Jacobi Krawtchouk
q-Laguerre Laguerre
Stieltjes-Wigert Hermite

以下では，広義の定義を採用し，(4)式の微分方程式に限定せず，xに関する 2階の差分あるいは
q-差分方程式をみたす直交多項式のクラスも含めて考える．この定義に含まれる古典直交多項式は
Askey-Wilson 多項式とその特殊化の観点から統一的に扱うができ，この枠組みを Askey-Scheme
と呼ぶ．このAskey-Schemeに含まれる古典直交多項式の具体例については，表 1. および文献 [1]
を参照していただきたい．

1984年の著書 [2]において坂内・伊藤は，代数的組合せ論に表れる双対性を有する多項式列と
して，Askey-Wilson多項式とその特殊化に関する分類を与えるなかで，以下の多項式列 {Bn}nを
導入した．この多項式 Bnは，Bannai-Ito多項式と呼ばれ，多項式次数の偶奇性に依存する超幾何
関数表示を持つ：偶数次数 (n = 2,4, . . . )の場合，

Bn(x)
An0

= 4F3

−n
2
,
n
2
+1+ρ1 +ρ2 − r1 − r2,x− r1 +1/2,−x+ r1 +1/2

1− r1 − r2,1/2+ρ1 − r1,1/2+ρ2 − r1
;1

+

ξn(x− r1 +1/2) 4F3

1− n
2
,
n
2
+1+ρ1 +ρ2 − r1 − r2,x− r1 +3/2,−x+ r1 +1/2

1− r1 − r2,3/2+ρ1 − r1,3/2+ρ2 − r1
;1


また，奇数次数 (n = 1,3, . . . )の場合，

Bn(x)
An0

= 4F3

−n−1
2

,
n+1

2
+ρ1 +ρ2 − r1 − r2,x− r1 +1/2,−x+ r1 +1/2

1− r1 − r2,1/2+ρ1 − r1,1/2+ρ2 − r1
;1

−

ηn (x− r1 +1/2) 4F3

−n−1
2

,
n+3

2
+ρ1 +ρ2 − r1 − r2,x− r1 +3/2,−x+ r1 +1/2

1− r1 − r2,3/2+ρ1 − r1,3/2+ρ2 − r1
;1


で表される．ただし，

ξn =
n

2(1/2+ρ1 − r1)(1/2+ρ2 − r1)
, ηn =

(n+1)/2+ρ1 +ρ2 − r1 − r2

(1/2+ρ1 − r1)(1/2+ρ2 − r1)

である．しかしながら，Bannai-Ito多項式に対して双対性からの議論はなされたが直交性などの議
論がなされることはなかった．
本稿では，Bannai-Ito多項式 [6, 7, 8, 9]およびその特殊化で得られるBig −1 Jacobi多項式 [3, 4, 5]
に関して，古典直交多項式としての性質および直交性について紹介する．さらに，Askey-Wilson
多項式を頂点とする Askey-Shcemeにおける位置づけについても解説を加える．
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2. Big −1 Jacobi多項式

Bannai-Ito多項式を扱う前に，その特殊化から得られる Big −1 Jacobi多項式について議論する．
まず，微分作用素と鏡映変換作用素

R f (x) = f (−x) (1)

を用いて表される作用素

L = F0(x)+F1(x)R+G0(x)∂x +G1(x)∂xR

について考える．Big −1 Jacobi多項式列は，この Lの多項式固有関数

LPn = λnPn, n = 0,1,2, . . .

λn ̸= λm (n ̸= m) として特徴付けられる．ここで，Lが多項式固有関数をもつための必要条件か
ら，Lは

L = F(x)(1−R)+G(x)∂xR (2)

F(x) =− c
x2 +

β −ac
x

−α −β −1, G(x) =
2(x−1)(x+ c)

x

に制限される．この Lが n次多項式を n次多項式にうつすことが，

Lxn = λnxn +O(xn−1)

λn =

{
2n n even
−2(α +β +n+1) n odd

によって確かめられ，Lの固有関数となる多項式列 {P(α,β )
n (x;c)}nが得られる．

次に，P(α,β )
n (x;c)の超幾何関数表示を導く．多項式空間 π(x)の基底として，{xn}nの代わりに

ϕ2n(x) = (x2 −1)n, ϕ2n+1(x) = (x−1)(x2 −1)n

を選ぶと，Lの基底 {ϕn}nへの作用は，固有値 λnを用いて

Lϕn = λnϕn(x)+ηnϕn−1(x)

ηn =

{
2n(c−1) n even
−2(c+1)(α +n) n odd

と表される．これにより，n次の多項式である P(α,β )
n (x;c)の基底 {ϕn}nよる展開

P(α,β )
n (x;c) =

n

∑
s=0

Ansϕs(x)

と，固有方程式 LP(α,β )
n (x;c) = λnP(α,β )

n (x;c)を用いることにより，展開係数に関する漸化式

An,s+1 = An,s

(
λn −λs

ηs+1

)
が得られる．上記の議論から，nが偶数の場合，

P(α,β )
n (x;c) = 2F1

(
−n

2 ,
n+α+β+2

2
α+1

2

∣∣∣∣1− x2

1− c2

)
+

n(1− x)
(1+ c)(α +1)2F1

(
1− n

2 ,
n+α+β+2

2
α+3

2

∣∣∣∣1− x2

1− c2

)
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nが奇数の場合

P(α,β )
n (x;c)= 2F1

(
−n−1

2 , n+α+β+1
2

α+1
2

∣∣∣∣1− x2

1− c2

)
− (α +β +n+1)(1− x)

(1+ c)(α +1) 2F1

(
−n−1

2 , n+α+β+3
2

α+3
2

∣∣∣∣1− x2

1− c2

)

と具体的な表示が得られる．この多項式 P(α,β )
n (x;c)を Big -1 Jacobi多項式と呼ぶ．

2.1. 直交性

Big -1 Jacobi多項式の直交性は，α >−1,β >−1,0 < c < 1を用いて，実軸上の積分として，∫ −c

−1
P(α,β )

n (x;c)P(α,β )
m (x;c)w(x)dx+

∫ 1

c
P(α,β )

n (x;c)P(α,β )
m (x;c)w(x)dx = hnδn,m, hn > 0, n = 0,1,2, . . . (3)

で与えられる．ここで，重み関数 w(x)は，

(w(x)L)∗ = w(x)L

によって求めることができ，

w(x) =
x
|x|

(x+1)(x− c)(1− x2)(α−1)/2(x2 − c2)(β−1)/2

である．

3. Bannai-Ito多項式

Big -1 Jacobi多項式を特徴付ける作用素を，微分作用素と鏡映変換作用素によって与えたが，そ
の差分類似を考えるのは自然であろう．前節と同様に

LBn(x) = λnBn(x), n = 0,1,2, . . .

の固有多項式について議論するのだが，ここでは，Lとして，シフト演算子

T+ f (x) = f (x+1)

と鏡映変換作用素 Rを用いた

L = F0(x)+F1(x)R+G0(x)T++G1(x)T+R

について考察する．
Lが多項式固有関数をもつための必要条件から，Lは

L = F(x)(I −R)+G(x)(T+R− I) (1)

G(x) =
(x− r1 +1/2)(x− r2 +1/2)

2x+1
, F(x) =

(x−ρ1)(x−ρ2)

2x

と制限される．ここで，r1,r2,ρ1,ρ2は定数であり，固有値は，

λn =

{
n/2 if n is even
r1 + r2 −ρ1 −ρ2 − (n+1)/2 if n is odd

(2)
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によって与えられる．Pochhammer記法 (x)n = x(x+1)(x+2) · · ·(x+n−1)を用いて π(x)の基底と
して，

ϕ2n(x) = (x− r1 +1/2)n(−x− r1 +1/2)n,

ϕ2n+1(x) = (x− r1 +1/2)n+1(−x− r1 +1/2)n,

を導入する．このとき，Lの ϕnへの作用は,

Lϕn(x) = λnϕn(x)+νnϕn−1(x) (3)

νn =

{
n(r1 + r2 −n/2)/2 if n is even
(ρ1 − r1 +n/2)(ρ2 − r1 +n/2) if n is odd

と表される．これらの結果を用いることにより，この多項式列の超幾何関数表示は容易に計算で
き，その表示から Lの固有多項式と §1.の Bannai-Ito多項式が一致することがわかる．すなわち，
Bannai-Ito多項式に対する新しい特徴付けを与えることができた．

3.1. 直交性

Bannai-Ito多項式の直交性は，まず，(ϕ(x)L)∗ = ϕ(x)Lをみたす ϕ(x)を求め，Lの作用で不変な
実軸上の離散点集合 (Bannai-Ito格子)を導入することより与えられる．具体的には，N が偶数の
場合，2(r2 −ρ2) = N +1かつ

xs =−1/4+(−1)s(ρ2 +1/4+ s/2), s = 0,1,2, . . . ,N,

ϕ(x) =−2(−1)s Γ(ρ1 − x)Γ(x− r1 +1/2)Γ(−x− r1 +1/2)Γ(x+1+ρ1)

Γ(x+1−ρ2)Γ(x+ r2 +1/2)Γ(−x+ r2 +1/2)Γ(−x−ρ2)
,

Nが奇数の場合，2(r1 + r2) = N +1かつ

xs =−1/4+(−1)s(r1 −1/4− s/2), s = 0,1,2, . . . ,N

ϕ(x) = (−1)s Γ(ρ1 − x)Γ(ρ1 +1+ x)Γ(ρ2 − x)Γ(x+1+ρ2)

Γ(x+1/2+ r2)Γ(−x+ r2 +1/2)Γ(x+ r1 +1/2)Γ(−x+ r1 +1/2)

として，
N

∑
s=0

ϕ(xs)Pn(xs)Pm(xs) = κ2
n δn,m

が与えられる．ここで導入した Bannai-Ito格子 {xs}sは

−x2s = x2s−1, −1− x2s = x2s+1, s = 0,±1,±2, · · ·

をみたしており， {x2s}sと {x2s+1}sの２つの離散点集合の合併である．

4. 結言

最後に，Bannai-Ito多項式のAskey-Schemeにおける位置づけについて簡単に述べておく．Bannai-
Ito多項式および Big -1 Jacobi多項式は，Askey-Schemeに属する q古典直交多項式の q →−1の
極限によって導くこともできる．具体的には，Bannai-Ito多項式および Big -1 Jacobi多項式は，そ
れぞれ q-Racah多項式および Big q-Jacobi多項式の q →−1極限から得られる．

5



q-Racah
q →−1 //

N → ∞

��

Bannai-Ito

N → ∞

��

Big q-Jacobi
q →−1

// Big −1 Jacobi

Big q-Jacobi多項式の q →−1極限は，Big q-Jacobi多項式の q-超幾何関数表示

pn(x;a,b,c) = κn 3ϕ2

(
q−n,abqn+1

aq,cq

∣∣∣∣∣q;q

)
に q =−exp(ε), a =−exp(εα), b =−exp(εβ )を代入することで

Pn(x;α,β ,c) = lim
q→−1

pn(x;a,b,c)

を容易に示すことができる．q-Racah多項式の q →−1極限についても同様である．
また，本稿で紹介した Bannai-Ito多項式および Big -1 Jacobi多項式を固有関数とする作用素は，
鏡映変換作用素が表れる点が他の古典直交多項式にない特徴である．本稿で触れることのできな
かった Jordan代数などの話題については参考文献 [6, 7, 8, 9]を参照していただきたい．
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