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KPZ普遍クラスにおける厳密解

東京大学先端科学技術研究センター 今村卓史 (IMAMURA Takashi)

概 要 KPZ普遍クラスは界面成長等の非平衡系に現れ、その物理量 (界面の高さ等)の揺らぎは、
自己アフィン的であり、いくつかの臨界指数で特徴づけられる。Kardar, Parisi, Zhangは 1986年に非
線形の確率微分方程式 (KPZ方程式)を提唱し、臨界指数を解析的に導出した。
KPZ普遍クラスの数理的な理解は最近急速な進展を見せている。2000年に非対称単純排他過程 (Asym-
metric Simple Exclusion Process,略して ASEP)と呼ばれる粒子模型において、カレント分布の厳密
解が得られた。2010年からは、KPZ方程式の厳密解も得られ注目されている。これらの厳密解は
Fredholm行列式を用いて表わされ、長時間極限においてランダム行列理論における最大固有値分布
(Tracy-Widom分布)に等しくなる。本稿では KPZ方程式における数理的な進展を、著者の最近の研
究を中心に解説する。

1 はじめに

界面成長は、紙の燃焼、バクテリアコロニーの成長、山火事の伝播等、自然界に広く現れる現
象である。それらの共通の性質として、界面の形状がが不規則であることが挙げられる。このよ
うな粗い界面の性質を議論するために、Edenモデル、RSOSモデル等多くの数理モデルが提案さ
れた [1, 2]。これらのモデルは確率的な時間発展によって記述され、確率に起因するランダム性に
よって粗い界面が生成される。この界面のゆらぎに関して、多くのモデルに共通する著しい性質
が知られている。h(x, t)を位置 x、時刻 t における界面の高さとする。界面の粗さの指標として、
標準偏差 (ゆらぎ) w=

√
⟨(h(x, t)−⟨h(x, t)⟩)2⟩を導入すると、wは系のサイズ Lと時刻 t が大きい

ときに

w∼

tβ , t < tc,

Lα , t > tc,
tc ∼ Lz (1.1)

のように振舞うのである。(動的スケーリングとか Family-Viscekスケーリングと呼ばれる。)さら
に指数 α,β ,zの値は、多くの数理モデルで、空間が１次元の場合

α = 1/2, β = 1/3, z= 3/2 (1.2)

をとる [1, 2]。(1.1)式によると高さ hのゆらぎは時刻が tcに達するまでは tβ で成長する。β は成
長指数と呼ばれる。tc以降はゆらぎの時間的な成長はとまり一定値となる。これは系が定常状態に
達したことを表しているが、その際の粗さは指数 αで特徴付けられる (αは粗さ指数と呼ばれる)。
(1.2)式で α = 1/2であり、定常界面のゆらぎは空間方向についてブラウン運動的な自己アフィン
な界面であることを示している。動的指数と呼ばれる zはスケーリングの議論より z= α/β であ
ることが知られている。

(1.2)式の指数は、当初数理モデルの数値シミュレーションによって得られた。これを理論的に
説明するために、Kardar, Parisi, Zhangは 1986年に以下の非線形確率偏微分方程式を導入した。空
間が１次元の場合、

∂h(x, t)
∂ t

=
λ
2

(
∂h(x, t)

∂x

)2

+ν
∂ 2h(x, t)

∂x2 +
√

Dη(x, t). (1.3)
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と書かれる。ただしh(x, t)は位置 x∈R、時刻 t ≥ 0における高さを表す。右辺第一項目は非線形性を
表し、界面に対して垂直方向に等方的に成長するという要請から出てくる。二項目は界面をなめら
かにする線形の効果、三項目の ηはランダム性の効果であり、平均 0で共分散が ⟨η(x, t)η(x′, t ′)⟩=
δ (x−x′)δ (t − t ′)のガウス型白色ノイズとする。[3]では、動的くりこみ群によって (1.2)式の指数
を解析的に導出している。これらの指数で特徴づけられる普遍クラスは KPZ普遍クラスと呼ばれ
ている。

KPZ普遍クラスの数理的、物理的な理解は近年急速に進んでいる。まず 2000年に非対称単純排
他過程 (Asymmetric Simple Exclusion Process, ASEP)と呼ばれる可解モデルで、カレントゆらぎの
スケーリング指数 β = 1/3だけではなく、カレント分布関数のスケーリング極限の厳密解が得ら
れた [4, 5]。その結果ガウス型ユニタリ集団 (Gaussian Unitary Ensemble, GUE)と呼ばれるランダ
ム行列の最大固有値分布 (GUE Tracy-Widom分布)と等しいことが分かったのである。この結果は
ステップ初期条件におけるものであったが、その後様々な初期条件においてカレント分布関数の
厳密解が得られ、スケーリング指数 β は 1/3で変わらないが、分布関数の形が初期条件に依存す
ることが明らかにされた [6]。

2010年に入り、KPZ普遍クラスの研究は新たな段階に入っている [7]。まずは液晶乱流系を用いた
高精度の界面成長の実験が行われ、界面ゆらぎの指数がα = 1/2,β = 1/3と一致するだけではなく、
スケーリング分布関数そのものが得られ、円形成長の場合GUE、平坦な成長の場合GOE(Gaussian

Orthogonal Ensemble,ガウス型直交集団) Tracy-Widom分布という理論的予想と一致することが分
かったのである [8, 9]。
理論面の進展としては、[10, 11, 12, 13]において、KPZ方程式そのものの厳密解が得られたこ
とが挙げられる。ここでは narrow-wedge型と呼ばれる初期条件において、有限の任意の時刻にお
ける高さ分布関数の厳密解が得られ、時刻無限大の極限でGUE Tracy-Widom分布に収束すること
が分かった。「KPZ方程式は KPZ普遍クラスに属する [10]」のだ。その後現在 (2012年 1月)まで
の短い間にもかかわらず、研究は急速に進展している。分布関数は初期条件に依存することが上
記の ASEPの研究で分かっていたが、KPZ方程式においても他の興味深い初期条件について厳密
解が得られ [15, 14, 16, 17]、高さの多点分布関数も議論されている [18, 19]。その急速な進展の背
後には KPZ方程式のレプリカ法による解析の進展が挙げられる。レプリカ法は、[20]によって提
唱され成長指数 β = 1/3の解析が行われていたが、最近これを用いて [10, 11, 12, 13]と同じ厳密
解が得られた [21, 22]。上記の他の初期条件への拡張や多点分布の解析のほとんどはレプリカ法に
よって行われている。
本稿では、このような KPZ普遍クラスにおける厳密解研究の一連の進展を、笹本智弘氏との最

近の共同研究 [16]の解説を中心にお伝えしたい。本稿の構成は以下のとおりである。2章で、ASEP

のカレント分布の厳密解とその初期条件依存性の一例について概観し、3章で、レプリカ法を用い
た半ブラウン運動型初期条件における KPZ方程式の厳密解の研究 [16]を解説する。

2 ASEPにおけるカレント分布

ASEPは体積排除相互作用する多体ランダムウォーク模型である [5]。図 1(a)のように、両側無
限に伸びた一次元格子を考える。各サイトは粒子がいるかいないかの 2状態をとる。各粒子はも
し左 (右)隣のサイトが空いていたら、微小時間 dt当たり、qdt(pdt)の確率でホップする。(p> q

とする。)ただし隣のサイトが他の粒子によって占有されていたらホップできない (体積排除相互
作用)。このように ASEPは体積排除相互作用を持つ非対称多体ランダムウォーク模型であるが、
図 1(a)下の図のように、粒子のいる (いない)サイトを右下がり (右上がり)の斜線で表すと、界面
成長の模型とも解釈できる。この表し方では q> pの仮定により、界面は負の方向 (下側)に成長
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図 1: (a)ASEPとその界面成長としての解釈.q> pなので界面は負の方向 (下向きに成長する。)(b)

粒子が左から右に進むと、界面は 1単位分負の方向に動く。

していく。またこの解釈によると、粒子が左 (右)隣にホップすると界面の高さは下側に 1単位分
増える (減る)ことに注意しよう (図 1(b))。粒子がある点を右から左へ通過すればするほど、界面
の高さは下側に成長する。したがってこの界面成長模型の位置 x、時刻 tにおける高さに相当する
物理量は

Nx(t) :時刻 tまでに xを右から左に横切った粒子数−時刻 tまでに xを左から右に横切った粒子数
(2.1)

である。これは ASEPにおける (t まで積分された)カレントにほかならない。
このカレントの分布関数の厳密解は 2000年に初めて得られた [4, 5]。図 2(a)で表されるような
原点より右側に粒子がいて左側にはいないという初期条件について、かつ粒子が左にしかいかな
い場合 (q= 1, p= 0)を考える。このとき原点におけるカレント N0(t)は長時間極限で以下のよう
に表される。

lim
t→∞

Prob

(
N0(t)− t/4

−2−4/3t1/3
≤ s

)
= F2(s). (2.2)

ここで上式の左辺のスケーリングは、カレントN0(t)は平均的に tに比例していて、平均周りのゆ
らぎのスケールは t1/3であることから決まる。ゆらぎの指数 1/3は (1.2)式の成長指数 β と対応し
ている。(2.2)式右辺の F2(s)が前述のGUE Tracy-Widom分布であり、Fredholm行列式

F2(s) = det(1−K) :=
∞

∑
k=0

1
k!

k

∏
l=1

(∫ ∞

−∞
dxl

)
det(Ps(xm)K(xm,xn)Ps(xn))

k
m,n=1 (2.3)

で表示される。ただし積分核 K(x,y)はエアリー関数を用いて

K(x,y) =
∫ ∞

0
dλAi(x+λ )Ai(y+λ ) (2.4)

また Ps(x)は (s,∞)への射影演算子である。GUE Tracy-Widom分布はランダム行列理論において
初めて現れた [23, 24]。GUEとは N×Nエルミート行列

HGUE :=


a11 a12+

√
−1b12 · · · a1N +

√
−1b1N

a12−
√
−1b12 a22 · · · a2N +

√
−1b2N

...
...

...
...

a1N −
√
−1b1N a2N −

√
−1b2N · · · aNN

 (2.5)

であり、aii (1≤ i ≤ N)が平均 0分散 1の、ai j ,bi j (1≤ i < j ≤ N)が平均 0分散 2の各々独立な正規分
布に従う乱数であるランダム行列の集団のことである。我々はGUEの固有値の統計的性質に着目す
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る。(2.5)の各行列要素は正規分布に従っている独立な乱数であるのに対して、固有値Ei(1≤ i ≤ N)

は

e−∑N
j=1 E2

j ∏
i< j

(Ei −E j)
2 (2.6)

という確率密度関数に従うことが知られている [24]。(2.6)式には差積の項を含み、固有値は反発
の相互作用をする乱数であることがわかる。GUE Tracy-Widom分布関数は最大固有値 E1の行列
サイズ N無限大の極限分布として現れる。

F2(s) = lim
N→∞

Prob
(
(E1−

√
2N)

√
2N1/6 ≤ s

)
(2.7)

さて、上の結果は図 2(a)のステップ初期条件についてのものである。この初期条件を少し一般
化し、図 2(b)のような正の領域で密度 ρ+ (0≤ ρ+ ≤ 1)で粒子がランダムに分布している状況を考
える (ステップ Bernoulli初期条件と呼ぶ)。ρ+ = 1の時が、ステップ初期条件でありカレント分布
は長時間極限でGUE Tracy-Widom分布となる。一方 ρ+が 0に近いときは粒子同士の間隔が大き
くなるので各粒子はほぼ独立に振舞い、カレント分布はガウス分布に従うことが期待される。そ
こで 0< ρ+ < 1の場合カレント分布はどうなっているのだろうという疑問が湧く。実は ρ+ = 1/2

のところで転移が起きることが知られている [25]。すなわち ρ+ < 1/2ではガウス分布、ρ+ > 1/2

ではGUE Tracy-Widom分布である。ちょうど ρ+ = 1/2の時ガウス型統計と Tracy-Widom統計が
競合し以下の結果が得られている。

lim
t→∞

Prob

(
N(t)− t/4

−2−4/3t1/3
≤ s

)
= F12(s). (2.8)

ここで F12(s)は (2.3)式で定義された Fredholm行列式で書かれるのであるが積分核K(x,y)がGUE

Tracy-Widom分布の場合と異なり

K(x,y) =

(∫ ∞

0
dλAi(x+λ )Ai(y+λ )+

(
1−

∫ ∞

0
dνAi(ν +x)

)
Ai(y)

)
(2.9)

となる [26]。分布関数 F12(s)は 2つの独立な GOE(実対称行列のランダム行列)の最大固有値分
布いう解釈があることが指摘され、 GOE2 と呼ばれることもある [27]。その後、外場の付いた
GUE(HGUE + diag(a,0, · · · ,0)で aは定数)の最大固有値分布関数として解釈できることも分かっ
た [28]。こちらの解釈では ρ+が 1/2付近のガウス-GUE Tracy-Widom分布のクロスオーバーも記
述できるという点でより自然なものである。

(2.2)式と (2.8)式を見ると、ゆらぎの指数 1/3は共通であることがわかる。初期条件の違いは分
布関数の違いとなって現れる。その意味で、分布関数の厳密解はKPZ普遍クラスにおけるより詳細
な視点を提供しているのである。ASEPのカレント分布の研究はその後、多点、多時刻相関などが
厳密に解析され大きく発展している [29]。また上記の結果は粒子が左にしかいかない状況 (図 1(a)

で p= 0)であったが、最近の研究によって q> p> 0という状況にも拡張されている [30, 31, 32]。

3 KPZ方程式の厳密解

3.1 ASEPと KPZ

前章では、KPZ普遍クラスに属するモデルである ASEPのカレント分布に関する結果を紹介し
た。本章への導入として、まず ASEPと KPZ方程式との関係について考えてみたい。KPZ方程式
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図 2: (a)ステップ初期条件 (b)ステップ Bernoulli初期条件

は u(x, t) := ∂h(x, t)/∂xを従属変数と考えると、

∂
∂ t

u(x, t) = λu(x, t)
∂
∂x

u(x, t)+ν
∂ 2

∂x2u(x, t)+
√

D
∂
∂x

η(x, t) (3.1)

と書き換えられる。これはノイズ項 (右辺第 3項)を除けばBurgers方程式にほかならない。Burgers

方程式と ASEPの関連は以前から知られている。代表的なものとして、ノイズのない ASEPすな
わち、粒子が左にしかいかない離散時間 ASEPでホップ確率を常に 1にとる (左隣が空いていれば
常にホップする)ルール 184セルオートマトンと、超離散 Burgers方程式との関係が明らかにされ
ている [33]。またASEPの粒子密度の期待値のマクロな挙動がBurgers方程式に従うことも知られ
ている [5]。したがって感覚としては、KPZ方程式は ASEPのある種の連続極限とみなせる。
実はこの「感覚」を、数学的に厳密に定式化することができる [34]。ASEPの左右のホッピング

レートの差を p−q=
√

ε とし、ASEPのサイト x、時刻 tについて

x= x′/ε, t ′ = t/ε2,ε → 0 (3.2)

という拡散スケール極限を考える。この極限の下、カレントNx(t)はKPZ方程式に従う高さ h(x′, t ′)

に収束する。(より正確に言うと、Nx(t)の指数関数が、KPZ方程式のCole-Hopf解と呼ばれる、確
率的熱方程式に収束する。詳しくは [34, 35]をご参照ください。)

KPZ方程式の厳密解の最初のブレイクスルー [10, 11, 12, 13]は、ステップ初期条件の ASEPの
カレント分布に関する知見 [30, 31]を (3.2)式によって KPZ方程式に導入することによってもたら
された。ASEPのステップ初期条件は (3.2)式の極限によって、KPZ方程式では narrow wedge型
h(x,0) = |x|/δ , δ → 0に対応していることに注意しよう (図 3(a)). [10, 11, 12, 13]ではこの場合の
高さ分布の厳密解が得られている。一方 ρ+ = 1/2の step Bernoulli初期条件について、(3.2)式の
極限を考えると、

h(x,0) =

x/δ , δ → 0, x< 0,

B(x), x≥ 0
(3.3)

となる。ただし B(x)は B(0) = 0である標準ブラウン運動である。この半ブラウン運動型の初期条
件に対応する KPZ方程式の高さ分布を調べることがこの章の目的である。[10, 11, 12, 13]の場合
と同様、ASEPの知見を利用して得るという方法は [14]で研究されている。我々は、より直接的
なアプローチであるレプリカ法による解析を行う [16]。

3.2 半ブラウン運動型初期条件における厳密解

我々は [16]で (3.3)式の半ブラウン運動型初期条件における KPZ方程式の高さ分布の厳密解を
得た。まず γt = (α4νt)1/3, α = (2ν)−3/2λD1/2として、KPZのスケーリングに基づいて xを t2/3で
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図 3: (a)ASEPのステップ初期条件 (左)と KPZ方程式の narrow wedge初期条件 (右)(b)ASEPのス
テップ Bernoulli初期条件 (左)と KPZ方程式の半ブラウン運動初期条件 (右)

hを t1/3でスケールした変数

X =
x

2γ2
t
, h̃t(X) =

h
(
2γ2

t X, t
)
+ γ3

t /12+X2

γt
(3.4)

を定義する。このとき
Prob(h̃t(X)≤ s) = Fγt (s;X) (3.5)

を得た。Fγt (s;X)は Fredholm行列式 (2.3)式を用いて

Fγt (s;X) = 1−
∫ ∞

−∞
due−eγt (s−u)

gγt (u;X), (3.6)

gγt (u;X) = det
(
1−Pu(B

Γ
γt
−PΓ

Ai )Pu
)
−det

(
1−PuBΓ

γt
Pu
)
. (3.7)

と書かれる。また積分核 PΓ
Ai (ξ1,ξ2), BΓ

γt
(ξ1,ξ2)は変形された Airy 関数

AiΓ (a,b,c) :=
1

2π

∫
Γi c

b

dzeiaz+iz3/3Γ(ibz+c), (3.8)

AiΓ (a,b,c) :=
1

2π

∫ ∞

−∞
dzeiaz+iz3/3 1

Γ(ibz+c)
. (3.9)

を用いて、

PΓ
Ai (ξ1,ξ2) = AiΓ

(
ξ1,

1
γt
,−X

γt

)
AiΓ

(
ξ2,

1
γt
,−X

γt

)
,

BΓ
γt
(ξ1,ξ2) =

∫ ∞

0
dy

eγty

eγty−1
AiΓ

(
ξ1+y,

1
γt
,−X

γt

)
AiΓ

(
ξ2+y,

1
γt
,−X

γt

)
(3.10)

と表される。(3.6)式は一見複雑な式に見えるが、数値積分によって密度関数のグラフを書いたり
(図 4)、統計量の数値的な評価が可能である。また t → ∞で (3.6)式は (2.8)式の F12(s)に収束する
こともわかる [16]。
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図 4: t = 1,2,5,∞における確率密度関数　 dFγt (s)/ds

Fγt (x)は若干複雑な式である。これを考えるかわりに我々は、

Z(x, t) = exp

(
λ
2ν

h(x, t)

)
(3.11)

という量に着目し (これは KPZ方程式の Cole-Hopf変換である)、Z(x, t)の母関数

Gγt (s;X) :=
∞

∑
N=0

(−e−γts)
N

N!

⟨
ZN (2γ2

t X, t
)⟩

eN
γ3
t

12+NγtX2
= ⟨e−eγt (h̃t (X)−s)⟩. (3.12)

を考察することにする。この量は単一の Fredholm行列式

Gγt (s;X) = det(1−P0K̄XP0) , (3.13)

K̄X(ξ j ,ξk) =

∫ ∞

−∞
dyAiΓ

(
ξ j +y,

1
γt
,−X

γt

)
AiΓ

(
ξk+y,

1
γt
,−X

γt

)
eγty

eγty+eγts
. (3.14)

で表示され数学的に扱いやすい。またG(x, t)を Laplace変換することで、容易に高さ分布 Fγt (x)を
得ることができる。我々は次節で、レプリカ法に基づいて式の導出を議論する。

3.3 レプリカ法

以後我々は KPZ方程式を扱うが、実は (1.3)式そのものは数学的にwell-definedではない。相関
が δ 関数の特異性を持つノイズ η(x, t)及び非線形項が h(x, t)の発散を引き起こすのである。した
がって我々は、修正された KPZ方程式

∂hκ(x, t)
∂ t

=
λ
2

(
∂hκ(x, t)

∂x

)2

+ν
∂ 2hκ(x, t)

∂x2 +
√

Dηκ(x, t)−
1
2

(
λ
√

D
2ν

)2

Cκ(0). (3.15)

から出発する。ただし ηκ(x, t)は空間相関がなめらかなノイズであり,その相関は、
∫ ∞
−∞Cκ(x) = 1

を満たすなめらかな正の偶関数Cκ(x)を用いて、⟨ηκ(x, t)ηκ(x′, t ′)⟩=Cκ(x−x′)δ (t− t ′)を表される
とする。ここで κ → ∞の極限を取ると、limκ→∞Cκ(x) = δ (x)となるが、(3.15)式は、この極限に
おいてもwell-definedな式となる。右辺最後の項が δ 関数の特異性から来る h(x, t)の発散を打ち消
すのである [16]。
以後簡単のため ν = 1/2,λ = 1,D = 1の場合を考察する。Cole-Hopf変換 Zκ(x, t) = exp(hκ(x, t))

により、(3.15)式は、線形の確率的熱方程式

∂Zκ(x, t)
∂ t

=
1
2

∂ 2Zκ(x, t)
∂x2 +η(x, t)Zκ(x, t), (3.16)
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図 5: (3.18)式はポリマーの分配関数として解釈できる。

に変換される。ただし右辺 2項目は伊藤型である。Feynman-Kac公式によって、Zκ は

Zκ(x, t) =
∫ x(t)=x

D[x(τ)]exp

(
−S[x(τ)]− Cκ(0)t

2

)
, (3.17)

S[x(τ)] =
∫ t

0
dτ

(
1
2

(
dx(τ)

dτ

)2

−η(x(τ),τ)

)
. (3.18)

という経路積分で表示できる。したがって Zκ(x, t)は 2次元空間 (x, t)上におけるランダム媒質
ηκ(x, t)中のポリマー x(t)の分配関数と解釈できる (図 5)。

(3.17)式を用いると、Zκ(x, t)の N次モーメントの期待値は⟨
N

∏
j=1

Z(x j , t)

⟩
:= lim

κ→∞

⟨
N

∏
j=1

Zk(x j , t)

⟩
=

N

∏
j=1

∫ x j (t)=x j

D[x j(τ)]exp
[
−S(N)[x(τ)]

]
,

S(N)[x(τ)] =
1
2

∫ t

0
dτ

(
N

∑
j=1

(
dxj

dτ

)2

−
N

∑
j ̸=k

δ (x j(τ)−xk(τ))

)
(3.19)

とかける。(ここで我々はκ →∞の極限をとった。)上の式は ⟨ηκ(x,τ)ηκ(x′,τ ′)⟩=Cκ(x−x′)δ (τ−τ ′)

を用いると容易に得られる。また (3.19)右辺第２項における和で j = kの寄与が取り除かれている
ことに注意しよう。この寄与は κ → ∞で発散を引き起こす。これは上述の KPZ方程式 ((1.3)式)

における発散に起因しているが、この寄与が我々が (3.15)式で付加したCκ(0)の項によって打ち
消されるのである。

(3.19)式を微分方程式で書き直すと

∂
∂ t

⟨
N

∏
j=1

Z(x j , t)

⟩
=−HN

⟨
N

∏
j=1

Z(x j , t)

⟩
, (3.20)

HN =−1
2

N

∑
j=1

∂ 2

∂x2
j

− 1
2

N

∑
j ̸=k

δ (x j −xk) (3.21)

となる。この式は虚時間の Schr̈odinger方程式の形をしていて、かつHNは引力型 δ−Bose気体の
ハミルトニアンとなっている。また半ブラウン型初期条件 (3.3)式は⟨

N

∏
j=1

Z(x j ,0)

⟩
=

N

∏
j=1

e
1
2(2N−2 j+1)x j (3.22)
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と表される。我々は初期条件 (3.22)式の下で (3.20)式を解きたい。HNは可積分なハミルトニアン
であり、Bethe仮説によってHNの固有値、固有状態が知られている [36]。さらにこれらの完全性
も最近明らかにされている [37]。我々はHNの固有値、固有状態の寄与を足しあげることにことに
よって

⟨
Z(x, t)N

⟩
の行列式表示を得た。(議論の詳細は [16]をご参照ください。)

⟨ZN(x, t)⟩=
N

∑
M=1

N!
M!

M

∏
α=1

(∫ ∞

0
dωα

∞

∑
nα=1

)
δ∑M

β=1 nβ ,N

×det

∫
R−ic

dq
π

ein j q j x+n j
x2
2t −

t
2n j q2+ t

24n3
j−n j (ω j+ωk)−2iq(ω j−ωk)

∏n j

r=1 iq+ 1
2(n j −2r)

M

j,k=1

. (3.23)

上の式より
⟨
Z(x, t)N

⟩
の母関数Gγt (s;X)は

Gγt (s;X) :=
∞

∑
N=0

(−e−γts)
N

N!

⟨
ZN (2γ2

t X, t
)⟩

eN
γ3
t

12+NγtX2
=

∞

∑
M=0

(−1)M

M!

M

∏
k=1

∫ ∞

0
dωk det(K(ω j ,ωk))

M
j,k=1 .

(3.24)

という Fredholm行列式で表示され、積分核は

K(ω j ,ωk) =
∞

∑
n=1

(−1)n−1
∫
R−icn

dq
π

e−n(ω j+ωk)−2iq(ω j−ωk)−γ3
t nq2+

γ3
t

12n3−γtns

∏n
r=1(iq− X

γt
+ 1

2(n−2r))
. (3.25)

となることが分かる。上式に 2つの公式

Γ
(
iq+a− n

2

)
Γ
(
iq+a+ n

2

)e
m3n3

3 =
∫ ∞

−∞
dyAiΓ

Γ

(
y,

1
2m

, iq+a

)
emny, for a∈ R, m, n≥ 0, Im q<−n/2+a (3.26)

1
2π

∫ ∞

−∞
dpAiΓ

Γ
(
p2+v,w, iwp+u

)
eipx =

1

2
1
3

AiΓ
(

2−
2
3 (v+x),2

1
3 w,u

)
AiΓ

(
2−

2
3 (v−x),2

1
3 w,u

)
,

for u,v,x∈ R,w≥ 0 (3.27)

ただし AiΓ
Γ (a,b,c) =

1
2π
∫

Γi c
b

dzeiaz+iz3/3 Γ(ibz+c)
Γ(−ibz+c)、を適用すると (3.2)式が得られる。

4 おわりに

本稿では KPZ普遍クラスにおける、厳密解研究の最近の進展を紹介してきた。昨年後半から現
在 (2012年 1月)までの間に、いくつかの研究の進展があった。まずレプリカ法を用いた進展とし
ては、定常状態における KPZ方程式の高さ分布の厳密な解析があげられる [17]。本稿ではある初
期条件から定常へ緩和していく動的な過程に注目していたが、KPZ方程式の非平衡定常状態の理
解も重要である。さらにこの高さ分布の厳密解を用いて、物理的に重要な高さの 2点 2時刻相関
関数も厳密に得られる。
また、本稿 (3.17)式で議論したような有限温度のランダムポリマーの数理的理解も進展してい
る。トロピカル RSK対応 [38]や量子戸田格子の構造 [39, 40, 41]が背後にある離散空間上の有限
温度のランダムポリマーモデルが活発に研究されている。さらに [42]では、Macdonaldプロセス
と呼ばれるKPZ方程式を含むより広い可解模型のクラスが提唱され、その数理構造特に Fredholm

行列式の構造がどのように現れるかを考察している。このクラスの数理構造の全貌を明らかにす
べく、スケーリング極限の考察も早速行われ始めている [43]。
このように KPZ方程式に関する研究は,著しく進展している. 今後も非平衡統計物理学の実験、
理論の物理的側面と厳密解の背後にある数理構造を解明する数理的側面とが相互に関連しあいな
がら、理解が深まっていくものと期待している。
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