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離散可積分系と線形回帰モデルのD-optimal design

京都大学情報学研究科 關戸啓人 (SEKIDO Hiroto)

概 要 実験計画法において，回帰モデルの未知係数を推定する際，その精度は実験を行う説明変
数の組に依存し，ある基準のもと，最も精度良く推定できる説明変数の組は D-optimal designと呼ば
れる．D-optimal designを計算する際に，しばしばカノニカルモーメントが用いられる．また，カノ
ニカルモーメントと離散可積分系との関係が指摘されている．本稿では，離散可積分系とカノニカル
モーメントを用い，D-optimal designを計算できる回帰モデルのクラスを広げることを目標とし，い
くつかの回帰モデルに対する D-optimal designの計算法を提案する．

1 はじめに

D-optimal designとは，正確な定義は後で述べるが，大雑把に言えば，回帰モデルの未知係数の
推定精度を最適にする説明変数の組（designと呼ぶ）であり，一般的なモデルに対するD-optimal

designは解析的に求められていない．特別なモデルに対し，D-optimal designを解析的に，または，
数値的に求める手法はいくつか提案されているが，その中の一つにカノニカルモーメントを用い
る方法がある．また，カノニカルモーメントは，離散 Lotka-Volterra方程式の行列式解と見なせ，
その事実を用いて，固定点を通る場合の多項式回帰モデルに対するD-optimal designを求める方法
が提案されている [6]．
本稿では，固定点を通る場合の多項式回帰モデルに対するD-optimal designの一般化として，事
前情報付き多項式回帰モデル対するD-optimal designの計算法を提案する．また，多項式回帰モデ
ルにおいて係数関数を推定する場合のMaximin optimal design，多項式回帰モデルに対するロバス
トなD-optimal designに対して，事前情報付きに拡張した場合の計算法を提案する．多項式回帰モ
デルにおいて係数関数を推定する場合の特別な場合のMaximin optimal designは [2]，多項式回帰
モデルに対するロバストなD-optimal designは [3]によって，カノニカルモーメントを用いること
により数値的に計算する方法が提案されている．

2 準備

最初に，線形回帰モデルとカノニカルモーメントの定義，および，性質を簡単に紹介する．線
形回帰モデルは

Y = θ T f (x)+ ε

で表され， f (x) = ( f0(x) f1(x) · · · fm−1(x))T は既知関数からなるベクトル，θ = (θ0 θ1 · · · θm−1)T

は未知係数からなるベクトル，ε は誤差項である．ここで，誤差項 ε は平均が 0，分散は xに依存
しない正定数で，実験ごとに独立であると仮定する．有限区間 I 上の確率測度全体の集合をPI と
書き，µ ∈ PI の k次モーメントを ck =

∫
I xkdµ(x)と書く．実験回数は n回とし，n個の説明変数

x1,x2, . . . ,xnはそれぞれ区間 [0,1]に属さなければならないとする．ここで，designx1,x2, . . . ,xnと
確率測度 µ ∈P[0,1]とを，µ({x}) = #{k | xk = x}/nで対応付ける．D-optimal designはフィッシャー
の情報行列M f (x) =

∫ 1
0 f (x) f (x)Tdµ(x)の行列式を最大化する [0,1]上の確率測度と定義される．特

に，多項式回帰モデル，つまり fk(x) = xkの場合の D-optimal designは，Hankel行列式 |ci+ j |m−1
i, j=0

1



を最大化する [0,1]上の確率測度である．つまり，多項式回帰モデルに対する D-optimal designは
最適化問題

maximize|ci+ j |m−1
i, j=0 s.t. µ ∈ P[0,1] (2.1)

の最適解として定義される．本来なら，確率は全て 1/nの倍数でなければならないが，その条件
は考えず，緩和問題を解くことを考える．詳しいことは [5]などを参照されたい．
次にカノニカルモーメントを紹介する．確率測度 µ ∈ P[0,1]が与えられたとき，c0,c1, . . . ,ck−1

をモーメントとしてもつ [0,1]上の確率測度の中で k次モーメントの最大値を c+
k，最小値を c−k と

書くことにすると，確率測度 µ のカノニカルモーメントは

pk =
ck−c−k
c+

k −c−k
, k = 1,2, . . . ,N

で定義される．ここで，Nは c−j+1 = c+
j+1となる最小の jで，恒に c−j+1 < c+

j+1であるならN = ∞と
する．定義より，カノニカルモーメントは 0≤ pk ≤ 1を満たす．また，カノニカルモーメントは，
モーメントのなすHankel行列式を用いて書き下すことができる．後々のために少し一般化した形
で Hankel行列式を定義しておく．モーメント列 ckが与えられたとき，c(T)

k を

cT⊎{λ}
k = c(T)

k+1−λc(T)
k , c(φ)

k = ck (2.2)

で定義する．ただし，上付き添え字は多重集合である．ここで，モーメントの変形 (2.2)は，直交
多項式のChristoffel変換，もしくは，非自励離散時間戸田方程式の時間発展に相当するものである
ことを注意しておく．また，c(T)

k のなす Hankel行列式を H(T)
k = |c(T)

i+ j |
k−1
i, j=0と書く．ただし，k≤ 0

のときは，H(T)
0 = 1，H(T)

−1 = H(T)
−2 = · · ·= 0とする．すると，カノニカルモーメントはHankel行列

式表示

p2k = −
H(φ)

k+1H({0,−1})
k−1

H({0})
k H({−1})

k

, p2k+1 = −
H({0})

k+1 H({−1})
k

H({0})
k+1 H({0,−1})

k

をもち，更に ζ0 = 0, ζ1 = p1, ζk = (1− pk−1)pk, k = 2,3, . . . ,Nで定義される量は，Hankel行列式
を用い

ζ2k =
H(φ)

k+1H({0})
k−1

H({0})
k H(φ)

k

, ζ2k+1 =
H({0})

k+1 H(φ)
k

H(φ)
k+1H({0})

k

と表すことができる．ζkがわかれば，カノニカルモーメント pkも簡単に計算できることに注意す
る．カノニカルモーメントのその他の性質などは [1]などを参照されたい．

3 離散可積分系を用いた D-optimal designの計算法

通常の多項式回帰モデルに対する D-optimal designを求める方法として，最適化問題 (2.1)の目
的関数H(φ)

2m をカノニカルモーメントで書きなおす方法がある [7]．一般に，目的関数をカノニカル
モーメントで書きなおすことにより，制約条件が簡単になり，最適化問題を解きやすくなる．通
常は，書きなおした後，数値計算で目的関数を最大化するカノニカルモーメントを求める必要が
あるが，通常の多項式回帰モデルの場合は解析的に計算できる．カノニカルモーメントから確率
測度を計算する方法は，例えば [1]に書いてある．
本節では，最初に，事前情報付き多項式回帰モデルを定義し，そのD-optimal designの計算法を

提案する．その中で，事前情報を付加することと非自励離散時間戸田方程式の時間発展が対応す
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ることを用いる．次に，重み付き多項式回帰モデルにおいて係数関数を推定する場合のMaximin

optimal design，事前情報付き多項式回帰モデルに対するロバストな D-optimal designの計算法を
提案する．

3.1 事前情報付き多項式回帰モデルに対するD-optimal design

最初に，ζkが非自励離散時間戸田方程式の行列式解 [4]と似ていることに着目し，非自励離散時
間戸田方程式の時間発展を用いて拡張する．ζ (T,s)

k を

ζ (T,s)
2k =

H(T)
k+1H(T⊎{s})

k−1

H(T⊎{s})
k H(T)

k

, ζ (T,s)
2k+1 =

H(T⊎{s})
k+1 H(T)

k

H(T)
k+1H(T⊎{s})

k

(3.1)

で定義する．ζ (φ ,0)
k = ζkであることに注意する．すると，非自励離散時間戸田方程式

ζ (T⊎{λ1},λ2)
2k +ζ (T⊎{λ1},λ2)

2k+1 +λ2 = ζ (T,λ1)
2k+1 +ζ (T,λ1)

2k+2 +λ1,

ζ (T⊎{λ1},λ2)
2k+1 ζ (T⊎{λ1},λ2)

2k+2 = ζ (T,λ1)
2k+2 ζ (T,λ1)

2k+3

(3.2)

が成り立つことがわかる．また，時間を進めて戻すことで

ζ (T,λ1)
2k +ζ (T,λ1)

2k+1 +λ1 = ζ (T,λ2)
2k +ζ (T,λ2)

2k+1 +λ2,

ζ (T,λ1)
2k+1 ζ (T,λ1)

2k+2 = ζ (T,λ2)
2k+1 ζ (T,λ2)

2k+2

(3.3)

も成り立つことがわかる．また，ζ (T,s)
k の定義 (3.1)より，Hankel行列式を ζ (T,s)

k で書き表すと

H(T)
k =

(
c(T)

0

)k k−1

∏
j=1

(
ζ (T,0)

2 j−1ζ (T,0)
2 j

)k− j
(3.4)

となる．
次に事前情報付き多項式回帰モデルと，その D-optimal designを定義する．m+S−1次多項式
回帰モデルY = ∑m+S−1

k=0 θkxk + ε において，S個の値

dk

dxk g(x)|x=β j
, 1≤ j ≤ l , 0≤ k < b j (3.5)

が既知の場合を考える．ただし，g(x) = E[Y|x] = ∑m+S−1
k=0 θkxk，S= ∑l

j=1b j であり，β1,β2, . . . ,βl は
相異なる l 個の実数である．事前情報付き多項式回帰モデルを線形回帰モデルとして定式化する
方法は一意ではないが，線形回帰モデルに対するD-optimal designは基底関数 fk(x)のはる空間の
みに依存することから，D-optimal designは一意に定まることがわかる．具体的には，D-optimal

designは以下の定理で定義される．

定理 1 事前情報付き多項式回帰モデルの D-optimal designは最適化問題

maximize H(T)
m (µ) s.t. µ ∈ P[0,1]

の最適解である．ただし，T は βkをちょうど 2bk個だけ含むような多重集合である．
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この定理は事前情報 (3.5)を多項式回帰モデルに代入し，変数変換することで得られる．
次に，D-optimal designを計算するために，目的関数H(T)

m をカノニカルモーメントで書きなおす
ことを考える．目的関数は，(3.4)により，c(T)

0 と ζ (T,0)
k で書き表すことができる．ζ (T,0)

k を ζ (φ ,0)
k ，

つまり ζkで書きなおすには，非自励離散時間戸田方程式 (3.2)，(3.3)を繰り返し用いれば良い．ま
た，c(T)

0 に関して，漸化式

ζ (T,s)
1 =

c(T⊎{s})
0

c(T)
0

(3.6)

を用いることで，同様に ζkで書きなおすことができる．
まとめると，事前情報付き多項式回帰モデルに対する D-optimal designは以下の方法で計算で

きる．

Step 1. (3.4)を用いて，目的関数を c(T)
0 と ζ (T,0)

k で書き表す．

Step 2.非自励離散時間戸田方程式 (3.2)，(3.3)と，漸化式 (3.6)を用いて，目的関数を ζkで書きな
おす．

Step 3.目的関数をカノニカルモーメントで書きなおし，目的関数を最大化するカノニカルモーメ
ントを求める．

3.2 重み付き多項式回帰モデルにおいて係数関数を推定する場合の Maximin optimal
design

事前情報付き多項式回帰モデルは，D-optimal designを考える上では，重み付き多項式回帰モデ
ルとみなすこともできる [6]．事前情報付き多項式回帰モデルは定式化の際に未知係数を変数変換
しており，係数関数を推定する場合には意味づけがわかりにくくなってしまうため，本項では，重
み付き多項式回帰モデルとして考える．
本項で考える問題は，重み付き多項式回帰モデル

Y =
m−1

∑
k=0

θkx
k + ε,

E[ε ] = 0, V[ε] = σ2w(x), w(x) =
l

∏
k=1

(x−βk)2bk

において，係数関数 ∑m−1
k=0 gk(θk)を推定する場合の optimal designを考える．ただし，σ は 0でな

い定数，gk(θk)は 2回連続的微分可能で，g′k(θk), g′′k(θk)は有界であるとする．
このとき，推定量の分散の逆数は

γ(µ,θ) =
m−1

∑
k=0

g′k(θk)2ψ(1)
k (µ)

となり，これを最大化するのが目標である．ただし，ψ(1)
k (µ) = H(T)

k+1/H(T)
k で，Tは βkをちょうど

2bk個だけ含む多重集合である．ここで，分散は designµ だけではなく，未知係数 θkにも依存し
うることから，最適化問題

maximize inf
θ∈Θ

γ(µ,θ) s.t. µ ∈ P[0,1]
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の最適解で定義されるMaximin optimal designを求めることを考える．ただし，Θは未知係数の取
りうると思われる値からなる集合で，ここではΘ = {θ | sk ≤ θk ≤ tk}とする．
ここで，[2, Theorem 3.1]を用いると，最適化問題

maximize
∫

Θ
γ(µ,θ)pdπ(θ) s.t. µ ∈ P[0,1],

dπ(θ) = dθ ∏
k

d
dθk

g′k(θk)2
(3.7)

の解は，p→−∞でMaximin optimal designに弱収束することがわかり，十分小さな pに対し，最
適化問題 (3.7)を解けば良いことになる．ただし，dπ の定義の右辺の積は，g′k(θk)2が定数となら
ない全ての kに対する積である．最適化問題 (3.7)の目的関数の積分は解析的に可能であり，目的
関数に含まれる ψ(1)

k (µ) = H(T)
k+1/H(T)

k は，3.1項と同様の方法によりカノニカルモーメントで書き
なおすことができる．

3.3 事前情報付き多項式回帰モデルに対するロバストなD-optimal design

最初に，いくつか記号の定義をする．確率測度 µ(x) ∈ P[0,1]に対して，変数変換 x = y2により，
原点について対称な確率測度 µ ′(y) ∈ P[−1,1]が一意に定まる．µ ′の k次モーメントを c′kと書く．
本項では，対象が多項式とわずかにずれている場合を考える．具体的には，回帰モデル

Y =
m+S−1

∑
k=0

θkx
k +xm+Sψ(x)+ ε,

E[ε] = 0, V[ε ] = σ2

において，S個の値

dk

dxk g(x)|x=−β j
,

dk

dxk g(x)|x=β j
, 1≤ j ≤ l , 0≤ k < b j

が既知の場合を考える．ただし，g(x) = ∑m+S−1
k=0 θkxk，S= ∑l

j=12b jで，β1,β2, . . . ,βl は相異なる l個
の正定数，ψ(x)は未知関数である．また，今回は，観測点の取りうる範囲を [0,1]ではなく，[−1,1]
とする．事前情報は原点について対称に与えられていることに注意する．事前情報がない場合の
D-optimal designの定式化については [3]でやられており，同様に定式化してやると，事前情報付
き多項式回帰モデルに対するロバストな D-optimal designは最適化問題

maximizeH(T ′)
m

s.t. µ ′ ∈ P[−1,1],

|ψ(x)| ≤ |x|α となる任意の連続関数 ψ(x)に対し (r(ψ)(T ′))T(B(T ′)
m )−1r(ψ)(T ′) ≤ d

(3.8)

の最適解として定義される．ただし，T ′は±βkがちょうど 2bk個ずつ含む多重集合で，

B(T ′)
m = (c′(T

′)
i+ j )

m−1
i, j=0,

r(ψ)(T ′) =
∫ 1

−1
(1 x · · · xm−1)Txmψ(x)

(
l

∏
j=1

(x−β j)(x+β j)

)
dµ(x),

α は与えられた非負整数，dは与えられた正定数である．この D-optimal designの正確な意味や，
α,dの意味については，[3]を参照されたい．
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最適化問題 (3.8)の最適解は，モデルの対称性と，最適化問題の凸性より，原点について対称な
確率測度となることがわかる．その事実を用いて，最適化問題 (3.8)の目的関数と制約条件をカノ
ニカルモーメントで書きなおしてやる．それは，事前情報がない場合は，[3]でやられており，事
前情報がある場合は，似たような計算と，3.1項と同様の方法により達成される．目的関数を書き
なおすのは簡単なので，制約条件を書きなおした結果のみ以下に述べておく．S(T)

i, j を漸化式
S(T)

i, j = 0 ( j < i)

S(T)
i, j = 1 (i = 0, j > 0)

S(T)
i, j = S(T)

i, j−1 +ζ (T)
j−i+1S(T)

i−1, j (otherwise)

で定義すると，

sup
φ (T′)

(r(ψ)(T ′))T(B(T ′)
m )−1r(ψ)(T ′) = (c(T)

0 )−1
⌊(m+α)/2⌋

∑
i=⌊α/2⌋+1

(S(T)
i,m+α−i)

2
m+α−2i

∏
j=1

ζ (T)
j

が成り立つ．ただし，T は β 2
k をちょうど 2bk個だけ含む多重集合であり，c(T)

0 ，ζ (T)
k は x = y2で

変数変換された確率測度 µ(x) ∈ P[0,1]に対する量である．

4 まとめ

カノニカルモーメントと非自励離散時間戸田方程式を用いた，事前情報付き多項式回帰モデル
の D-optimal designの計算法を提案した．また，カノニカルモーメントを用いて計算されていた
様々な D-optimal designに対し，計算可能なモデルのクラスを広げることができ，その例として，
重み付き多項式回帰モデルにおいて係数関数を推定する場合のMaximin optimal design，事前情報
付き多項式回帰モデルに対するロバストな D-optimal designの計算法を提案した．

参考文献

[1] Dette H., Studden W.: The Theory of Canonical Moments with Applications in Statistics, Probability

and Analysis, Wiley, New York, 1997.

[2] Dette H., Haines L. M., Imhof L. A.: Maximin and Bayesian optimal designs for regression models,

Statistica Sinica17 (2007), 463–480.

[3] Fang Z., Wiens D. P.: Robust regression designs for approximate polynomial models, J. Stat. Plann.

Inference117, (2003) 305–321.

[4] Hirota R.: Conserved quantities of ”random-time Toda equation”, J. Phys. Soc. Japan66, (1997)

283–284.

[5] Pukelsheim F., Optimal Design of Experiments, Wiley, New York, 1993.

[6] Sekido H.: An algorithm for calculatingD-optimal designs for polynomial regression through a fixed

point, J. Stat. Plann. Inference (2011), doi:10.1016/j.jspi.2011.10.014.

[7] Studden W. J.:Ds-optimal designs for polynomial regression using continued fractions, Ann. Stat.8
(1980), 1132–1141.

6


