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界面成長とランダム行列の不思議な関係～液晶乱流が示す実験証拠～

東京大学理学系研究科物理学専攻 竹内一将 (TAKEUCHI Kazumasa A.)

概 要 液晶乱流を舞台に、成長界面の揺らぎがランダム行列理論や可積分系の数理に関わる様々

な統計則に従うという実験結果を紹介する。ランダム行列の最大固有値分布や Airy過程が、スケー

ル不変性のために成長界面の普遍的性質としてロバストに現れる様は極めて非自明である。

1 はじめに

本稿で扱うテーマは界面成長である。具体的には、例えば紙の端をインク溜めに浸し、凸凹の
界面をなしてインクが染み上がっていく様子を思い浮かべれば良い。このような局所的なプロセ
スからなる界面成長は自然界に偏在し、森林火災のフロントやバクテリア集団の成長から原子蒸
着まで例の枚挙に暇がない [1]。こうした成長界面では、少なくとも理論的・数値的には普遍的な
スケーリング則が成り立つことは以前から知られていた [1, 2]が、ここ 10年ほどの数理物理の進
展により、スケーリングだけでなく揺らぎの分布や相関といった詳細な統計的性質にも普遍性が
現われ、しかもそれがランダム行列理論や可積分系の数理と直接関係をもつという驚くべき成果
が相次いで報告された（最近のレビューは文献 [3, 4]を参照）。本稿では、著者が行った液晶乱流
の界面成長実験の結果 [5–7]を軸に、近年注目を集めている界面普遍揺らぎの中心的成果の概観を
試みる1。
界面の普遍揺らぎに関する一連の研究の背景にはスケール不変性という概念がある。冒頭で紹
介した成長界面は、多くの場合まさにスケール不変であり、一部分を拡大しても全体と同じ統計則
が成り立つ。こうしたスケール不変な現象の物理学は、臨界現象やブラウン運動に代表されるよ
うに平衡系では大変よく調べられており、スケール不変性から系の詳細に依らないマクロな普遍
性がいかにして生まれるかよく理解されている。その普遍性が非平衡系でどれだけ有効か、また
非平衡固有の興味深い性質は存在するのか—こうした素朴な疑問に答えるべく活発に研究され、
かつ近年劇的に理解が進んでいるのが、界面の普遍揺らぎなのである。

2 実験系

本稿で紹介する実験は、ある種のネマチック液晶を薄い対流セルに封入し、垂直に電圧を印加し
たときに観察される、液晶電気対流 [8]と呼ばれる現象である。高い電圧を印加した状態でセルに
紫外パルスレーザーを打ち込むと、DSM1と呼ばれる乱流状態から DSM2という新たな乱流が核
生成し、それが周りのDSM1乱流を侵食して成長していく（図 1および文献 [6]の Supplementary

Movies 1, 2）。この際、レーザーを一点に照射すれば円形界面が［図 1(a)］、線状に照射すれば平
面界面が作れる［図 1(b)］ので、界面成長のスケーリング則および普遍揺らぎが界面形状にどう
依存するかも調べることが可能である。

DSM1と DSM2の違いは、disclinationと呼ばれる、液晶配向の位相欠陥ループの密度にある。
DSM2はこの位相欠陥が大量に密集した状態であり、系に十分な電圧が印加されていれば、この

1なお、図を含む本稿の基本的内容は原著論文 [6]を基にしており、著作権規定の下に転載していることを断ってお
く。また、ページ制限の都合で詳細を省いた箇所も多々あるので、詳しくは原著論文 [5–7]を参照されたい。ただし、
引用文献については、本稿で最新の理論的成果も含めるように努めた。
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図 1: 円形界面 (a)および平面界面 (b)をもつDSM2成長クラスター（黒）。時刻はレーザー照射か
らの経過時間を指す。界面高さ h(x, t)は、界面の平均的形状に沿って定義した座標 xの関数であ
る。文献 [6]の Supplementary Movies 1、2も参照。

位相欠陥が周りの乱流場によって伸ばされ、ちぎられ、輸送されることで、数を増やしながら周
辺に拡がっていく。このことから、DSM2の界面成長は局所的な成長過程であり、また系が至る
所乱流状態であるから、セルの不均一性などの quenched disorderは働かない。さらに、電圧のオ
ンオフでいつでも初期状態に戻し、レーザーを打ち込んで界面成長を始められることから、同一
の実験状況で多数回の測定が可能である。以上の特長により、本系では自然界や先行研究 [1]にお
ける他の様々な界面成長よりも遙かに理想的な環境で、また統計的に精確な結果が得られると期
待できる。
以下では、無電圧状態で液晶分子がセル面に垂直に配向するよう表面処理した対流セル（大き
さ 16 mm×16 mm×12 μm）にネマチック液晶MBBAを封入したものを用い、温度を 25 ◦C、電
圧を 26 V、250 Hzで一定に保って、波長 355 nmの紫外レーザーパルスを照射して生成した界面
成長について報告する。界面サンプルの数は円形界面が 955個、平面界面が 1128個であり、以下
の解析はこれを全て用いて得たものである。

3 スケーリング則

実験的に得られた界面（図 1）を観察すると、界面には無数の凹凸があり、確かに荒い界面成長
が実現していることがわかる。そこで荒さを定量化するため、まず界面高さ h(x, t)を界面の成長方
向（円形界面なら動径方向）に、横座標 xの関数として定義する（図 1）。そして、横向きの長さ l

の断片に対して h(x, t)の標準偏差 w(l, t) ≡ 〈
√
〈[h(x, t)−〈h〉l]2〉l〉を測ることで、界面の幅 w(l, t)を

定義する。ここで、〈· · ·〉l は長さ lの断片内での平均を表し、〈· · ·〉は界面全体および全サンプルを
用いた平均を意味する。この w(l, t)が界面荒さの指標となる [1]。
円形界面と平面界面のそれぞれについて、いくつかの時刻 tで測定した界面の幅w(l, t)を図 2(a,b)
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図 2: Family-Vicsekスケーリング。(a,b)いくつかの時刻 t における界面の幅 w(l, t)の様子［(a)円
形界面、(b)平面界面］。４つのデータは、下から上へ、t = 2.0 s,4.0 s,12.0 s,30.0 s［円形界面 (a)］
および t = 4.0 s,10.0 s,25.0 s,60.0 s［平面界面 (b)］で得られたものである。挿図には、同じデー
タがリスケールによって互いに重なるさまが示されている。(c)界面全体を用いて計算した界面幅
W (t) ≡

√
〈[h(x, t)−〈h〉]2〉の時間変化。図 (a-c)で破線はKPZクラスの特徴指数 α ,β の値を示して

いる。

に示す。各時刻毎に界面幅w(l, t)を見ると、長さスケール lの小さいところでは冪的に成長w ∼ lα

し、長さ lが大きくなると時刻毎に異なる一定値に収束していることがわかる。このマクロな界面
幅の時間依存性を調べるため、界面全体に対する幅W (t) ≡

√
〈[h(x, t)−〈h〉]2〉を定義して測定した

ものが図 2(c)であり、今度は時刻に対して冪則W ∼ tβ を示す。以上の振る舞いは Family-Vicsek

スケーリング [9]と呼ばれており、正確には

w(l, t) ∼ tβ F(lt−1/z) ∼
⎧⎨
⎩

lα for l � l∗,

tβ for l 	 l∗,
(3.1)

と書かれる。ここで、α ,β は特徴指数、F(·)はスケーリング関数、l∗はクロスオーバー長であり、
動的指数 z ≡ α/β を用いて l∗ ∼ t1/zのようにスケールする。実際に実験データ［図 2(a,b)］を見る
と、クロスオーバー長 l∗が時刻 tとともに増大する様が確認できる。
ここで界面のスケール不変性から、これら冪則を特徴付ける指数 α ,β が系の詳細によらず普遍
的ではないかと期待できる。事実、Kardar、Parisi、Zhang (KPZ)は成長界面が一般に従うと期待
される連続体方程式（KPZ方程式）

∂
∂ t

h(x, t) = ν∇2h+
λ
2

(∇h)2 +ξ (x, t), (3.2)

〈ξ (x, t)〉 = 0, 〈ξ (x, t)ξ (x′, t ′)〉 = Dδ (x− x′)δ (t − t ′). (3.3)

を提唱し、それに動的繰り込み群の手法を使って解析した結果、(1+1)次元の界面、すなわち二次
元平面内での界面成長では α = 1/2、β = 1/3を得た [1, 2]。この値は実際に数多くの数理モデル
で解析的・数値的に確認されており、KPZユニバーサリティクラスと呼ばれている [1,2]。そして、
我々の実験データにおいても、図 2の冪則は空間方向で指数 α = 1/2、時間方向で β = 1/3となっ
ている（図 2の破線）。さらに、Family-Vicsekスケーリング (3.1)の関数形を念頭に、図 2(a,b)に
示した界面の幅 w(l, t)を縦軸 wt−β、横軸 lt−1/zにリスケールしてプロットし直すと、異なる時刻
のデータが一本の曲線 F(·)上に重なることが確認できる。以上から、DSM2界面成長のスケーリ
ング則もKPZクラスに属することが確認された。また、スケーリング指数の値は円形界面でも平
面界面でも同一であることがわかる。
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なお、KPZクラスは理論的・数値的には様々なモデルや（界面成長にとどまらない）現象で広
く確認されているが、実験的にはむしろ例外的にしか見られていないことを注記しておく。冒頭
で紹介した紙へのインクの染み込みなど、多くの実験ではKPZクラスとは有意に異なる指数が得
られている [1] 2。著者の知る限り、KPZクラスの指数が直接見られている実験は、変異種バクテ
リア [10]またはベロ細胞（真核細胞）[11, 12]のコロニー成長と紙の遅い燃焼 [13, 14]、そして本
実験 [5–7]だけである。中でも本実験は、前節で紹介したとおり統計精度の高いデータが得られ、
理論的に強い関心を集めている、スケーリング則を超えた詳細な普遍法則 [3,4]を検証できる希少
な系である。それが次節のテーマである。

4 界面揺らぎの普遍分布と界面形状依存性

前節で見たスケーリング則の結果から、本実験における界面高さ hは、次式のように、一定速
度の線形成長項と t1/3に比例する確率的な揺らぎ項からなるものと考えられる：

h � v∞t +(Γt)1/3χ. (4.1)

ここで、v∞とΓは定数パラメータ、χは界面揺らぎを表す確率変数である。著者らは実験的に二つの
パラメータ v∞とΓの値を決定し [5–7]、それを用いてリスケールした界面高さ χ = (h−v∞t)/(Γt)1/3

のヒストグラムを作成した。その結果が図 3(a)である。驚くべきことに円形界面と平面界面は明ら
かに異なる揺らぎ分布を示しており、いずれも中心がゼロからずれ、対称でもない。定量化のため、
界面高さの 2次から 4次までのキュムラント 〈hn〉c、具体的には、δh≡ h−〈h〉として、〈h2〉c ≡ 〈δh2〉、
〈h3〉c ≡ 〈δh3〉、〈h4〉c ≡ 〈δh4〉−3〈δh2〉2を測定し、それから歪度 〈h3〉c/〈h2〉3/2

c と尖度 〈h4〉c/〈h2〉2
cを

計算する。これら振幅比は界面揺らぎ χ のキュムラントを用いて計算したものと等しく、従って
パラメータの値には依存しない統計量であるが、それをプロットしたものが図 3(b)である。円形
界面（青色記号）と平面界面（赤色記号）の歪度（○）と尖度（×）はいずれも、十分時間が経
過した後ではゼロから有意に異なり、また互いにも別個の値を取る。従って円形界面と平面界面
は別種の非ガウス揺らぎを示していることがわかる。
実は、図 3(a)で見た実験データは、個別のフィッティングパラメータなしに、破線・点線で示した、
ランダム行列理論 [15,16]におけるガウシアン・アンサンブルの最大固有値分布、別名Tracy-Widom

分布 [17,18]（次節参照）とほとんど一致している。Tracy-Widom分布にはアンサンブルの種類に
よって何種か存在するが、円形界面のデータ（中塗り記号）は Gaussian unitary ensemble (GUE)、
すなわち複素エルミート行列の最大固有値分布（破線）に、平面界面のデータ（中抜き記号）は
Gaussian orthogonal ensemble (GOE)、つまり実対称行列の最大固有値分布（点線）と一致してい
る。実験データと Tracy-Widom分布の理論曲線との一致は、僅かな横方向のずれを除けば、確率
分布の値にして 10−5付近にまで及ぶ。
次に、図 3(a)で確認された僅かな横方向のずれを検討するため、界面揺らぎの実験値 χとTracy-

Widom分布に従う確率変数 χGUE、χGOEを比較して、n次キュムラントにおけるずれの時系列を
とったものが図 3(c,d)である（それぞれ円形、平面界面に対応）。これを見ると、双方とも、2次
から 4次のキュムラントは実験開始後まもなく一致しているのに対し、1次キュムラント、すなわ
ち平均のずれは大きく、ヒストグラムで見られた横方向のずれに対応する結果となっている。し
かし、ずれの大きさは時間と共に減少しており、同じデータを両対数プロットで表示してみると
実ははっきりと t−1/3 に比例して冪的に減衰していることがわかる［図 3(c,d)挿図］。すなわち、
t → ∞では、円形界面の揺らぎ分布は GUE Tracy-Widom分布に、平面界面の揺らぎ分布は GOE

2原因としては quenched disorderや長距離的な相互作用などが議論されているが、KPZクラスにならない理由がはっ
きりとはわからない実験も多い。

4



0 20 40
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

t (s)

〈χ
n 〉

c –
 〈
χ G

U
E

n
〉 c

0 20 40 60 80
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

t (s)

〈χ
n 〉

c –
〈χ

G
O

E
n

〉 c
10

0
10

1
10

210
-1

10
0

10
0

10
1

10
210

-1

10
0

傾き -1/3 傾き -1/3

0 20 40 60
0

0.1

0.2

0.3

t (s)

振
幅
比

GOE 歪度

GUE 歪度

GOE 尖度

GUE 尖度

-5 0 5

100

10-2

10-4

界面揺らぎ χ

ρ(
χ)

GUE

GOE

n = 1
n = 2

n = 3
n = 4

n = 1
n = 2

n = 3
n = 4

(a) (b)

(c) (d)

平面界面

円形界面

図 3: 界面の普遍揺らぎ。(a)リスケールした界面高さ χ = (h−v∞t)/(Γt)1/3のヒストグラム。青と
赤の中塗り記号（●と◆）は t = 10 sと 30 sにおける円形界面の揺らぎを、水色と紫の中抜き記
号（△と▽）は t = 20 sと 60 sにおける平面界面の揺らぎを表す。破線と点線はそれぞれ GUE、
GOEの Tracy-Widom分布を示す。なお、GOE Tracy-Widom分布の曲線は、可解数理モデルの予
言 [21]に従い、2−2/3 倍されて描かれている。(b)界面揺らぎの歪度（○）と尖度（×）。破線と
点線は、GUEおよび GOE Tracy-Widom分布の歪度と尖度 [21]を表す。(c,d)界面揺らぎの n次
キュムラント 〈χn〉cの実験値［(c)円形界面、(d)平面界面］と、比較対象の Tracy-Widom分布の値
〈χn

GUE〉c,〈χn
GOE〉cとの差。挿図は 1次キュムラントの時系列を両対数プロットしたものである。破

線は傾き−1/3を示す。

Tracy-Widom分布に、少なくとも 4次のキュムラントまでは完全に一致するのである。また、本
結果により、分布関数の有限時間効果によるずれは 1次キュムラントにおけるものが特に大きく、
それは t−1/3に比例することも判明した。
冒頭で示唆したとおり、成長界面の揺らぎにTracy-Widom分布を発見したのは本研究が初めてで
はなく、完全非対称単純排他過程（TASEP）3の円形（一般には曲率付き）界面に対して Johansson

が 2000年に厳密に示したのが最初である [19]。その後同様の結論が多核成長（PNG）モデル [21]、
部分的非対称単純排他過程（PASEP）[22]、さらにはKPZ方程式 [23–27] 4でも厳密に示されてい
る [3, 4]。また、平面界面に対しては、Prähoferと Spohnが PNGモデルに対して証明した [21]の

3ASEPは一般には交通流等のモデルと言うことができるが、各格子点における粒子の有無を界面の上り坂・下り坂
に対応させることで界面成長のモデルととらえることもできる [20]。

4ただし、文献 [26, 27]の導出では Bethe仮説を用いているので、全キュムラントの一致を分布関数の一致とみなす
などの仮定を要する。
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を皮切りに、TASEP [28]と KPZ方程式 [29]についてやはり証明されている。界面の揺らぎ分布
が漸近的にランダム行列の最大固有値分布に一致し、それが普遍的であること、さらにそれが界
面形状、言い換えれば初期条件によって異なる分布に漸近することは、(1+1)次元 KPZクラスで
判明した極めて非自明な結果である。その普遍性が数理モデルだけでなく、現実の実験系におい
ても明確に現われたのは特筆すべき事実と言える。

5 Tracy-Widom分布

最後に、界面揺らぎを記述する Tracy-Widom分布について簡単に説明しておく。上で述べたよ
うに、これは純粋にランダム行列理論で導入され [17, 18]、議論されてきた分布である [15, 16]。
まず、N×Nの複素エルミート行列Aを考える。すなわち、行列要素Ai jは Āi j = Ajiを満たす。ここ
で各要素Ai jをガウス分布から独立に生成することで、Aをランダム行列とする。具体的には、平均
はゼロ（〈Ai j〉= 0）、また分散は対角要素は 〈A2

ii〉= N、非対角要素は 〈(ReAi j)2〉= 〈(ImAi j)2〉= N/2

(i 
= j)ととる5。これにより、確率変数の重み分布は Boltzmann分布 exp(− 1
2N TrA2)によって簡潔

に表現できる。以上がGUEの定義である。GOEも、Aを実対称行列とすれば全く同様にして定義
される。
ここで行列 Aは、GUEにせよ GOEにせよ N個の実固有値を持ち、それもやはり確率変数であ
る。特に最大固有値 λmaxは、十分大きい Nに対して

λmax � 2N +N1/3χ (5.1)

のようにスケールする。ここに現われる確率変数 χの N → ∞での確率密度関数こそが、図 3(a)で
理論曲線として描かれた、GUEおよび GOE Tracy-Widom分布である6。上の式 (5.1)と界面揺ら
ぎの表式 (4.1)を比較すると、最大固有値 λmaxが界面高さ hに、行列サイズ N が界面成長の経過
時刻 t に対応することがわかるだろう。また、こうして定義された Tracy-Widom分布は非常に豊
かな数学的構造を持っている。GUEの場合 χ ≡ χGUEを例に説明すると、まず、その積算分布関数
は、Airyカーネル K(x,y) ≡ ∫ ∞

0 dλ Ai(x+λ )Ai(y+λ )（x,yは実数、Ai(·)は通常の Airy関数）を
用いて、

Prob(χGUE ≤ s) = det(1−PsKPs), (5.2)

のように表される。ここで、Psは [s,∞)への射影であり、PsKPsは s ≤ x,yにおいてカーネルK(x,y)
に一致するが、それ以外ではゼロとなる。式 (5.2)はFredholm行列式と呼ばれており、ランダム行列
理論や界面成長の数理モデルの解析計算において重要な役割を果たしている。また、Tracy-Widom

分布は、特殊関数や可積分系の数理で登場する Painlevé方程式とも直接的な関係を持つ。例えば、
GUE Tracy-Widom分布の積算分布関数 Prob(χGUE ≤ s)は、Painlevé II方程式 u′′(s) = 2u3 + su+a

で a = 0としたものの大域的正値解を u(s)として、g′′(s) = u(s)2、s → ∞で g(s) → 0となる関数
g(s)を用いて、Prob(χGUE ≤ s) = e−g(s)と表現される [21]。GOE Tracy-Widom分布についても、よ
く似た Fredholm行列式や Painlevé II方程式との関係を持つことが知られている [18]。
以上で紹介した Tracy-Widom分布は、ランダム行列理論や界面成長問題の他にも、ランダム順
列の単調増加部分列の最大長さ分布、不均一なポテンシャル中での異方的ポリマーの基底状態エ
ネルギー分布など、数学、物理の様々な問題で登場することが近年わかってきており、その普遍
性について大変興味が持たれている [30]。

5本稿では界面揺らぎとの対応をより明確にするため、分散を N に比例するよう定義している。これにより固有値
間の平均的間隔が 1のオーダーとなり、最大固有値の表式 (5.1)と界面揺らぎの表式 (4.1)をより比較しやすくなる。

6ただし、GOE Tracy-Widom分布については、成長界面の可解モデルの予言 [21]に従い χ を 2−2/3 倍した分布関数
を表示している。
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6 むすびに

本稿では、液晶乱流の界面成長の実験結果を中心に、成長界面がなすスケール不変な揺らぎが
極めて非自明かつ詳細な普遍性を示すことを紹介した。本稿では紙面の都合上、その揺らぎ分布
がランダム行列の最大固有値分布に従うことのみを示したが、空間相関関数に関しても、数理モ
デルでも [31, 32]本実験系でも [5, 7]、Airy過程と呼ばれるプロセスの時間相関関数に一致するこ
とがわかっている。この相関関数も円形界面と平面界面とで異なる結論が得られる。円形界面の
場合に対応する Airy2 過程は GUEランダム行列の Dysonブラウン運動 [15]における最大固有値
のダイナミクスと一致するので、円形界面におけるランダム行列との対応は確率分布関数にとど
まらない7。これらは単に関数形が定量的に異なるだけではなく、距離の離れた 2点の相関が、円
形界面では冪的減衰C(l) ∼ l−2、平面界面では指数関数より速い減衰となり、質的な違いを伴うも
のである [33]。同様の質的な違いは、界面揺らぎの時間相関など、解析的には未だ解かれていな
い統計量についても本実験系で観測されている [7]。
成長界面の形状揺らぎにこれ程の奥深い統計則が隠れており、それがKPZクラスにおいて普遍
的に現われるということ、またランダム行列や Painlevé II方程式の数理とも密接に関連すること
は、驚くべき事実と言って良いだろう。円形界面と平面界面が、スケーリング指数が同じでも、分
布関数や相関関数のレベルでは異なる、しかも普遍的な形を取るということも、直感に反する不
思議な、しかし数理モデルに対しては証明されている結果である。円形界面は時間の経過と共に
曲率が小さくなっていくが、それでも初期条件に曲率があったという記憶は失われず、t → ∞にお
いても分布や相関に決定的な違いを与えるのである。

(1+1)次元 KPZクラスの界面成長における普遍揺らぎの一連の数理研究と実験研究を通して—

まさに「現象と数理の相互作用」によって—、界面成長だけでなく、スケール不変な非平衡現象
一般の普遍法則に関して、更に深い理論的・実験的理解が得られることを願うばかりである。
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