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𝑹II 格子と対応する箱玉系について

京都大学大学院情報学研究科 前田一貴 (MAEDA Kazuki)
京都大学大学院情報学研究科 􀄃本　諭 (TSUJIMOTO Satoshi)

概 要 これまでの研究により，直交多項式のスペクトル変形の両立条件として非自励離散戸田格子が導出

され，それを超離散化して有限格子境界条件を課すことで運搬車付き箱玉系の時間発展方程式が得られることが

わかっている．本稿では 𝑅II 有理関数と呼ばれる双直交関数に対して同様にスペクトル変形の両立条件を考え，

導出される非自励離散可積分系に対してその超離散化を考える．さらに対応して現れる箱玉系について考察を

行う．

1 はじめに

箱玉系は離散 KdV方程式の超離散化として得られるソリトン・セルオートマトンである．箱玉系につい
てはいくつかの拡張が知られており，そのうちの 1つである運搬車付き拡張と呼ばれるものの時間発展方
程式は次で与えられる [5]:

𝑈(𝑡+1)
𝑛 = min (1 − 𝑈(𝑡)

𝑛 ,
𝑛−1

∑
𝑗=−∞

(𝑈(𝑡)
𝑗 − 𝑈(𝑡+1)

𝑗 )) + max (0,
𝑛

∑
𝑗=−∞

𝑈(𝑡)
𝑗 −

𝑛−1

∑
𝑗=−∞

𝑈(𝑡+1)
𝑗 − 𝑀𝑡+1) , (1.1)

ここで 𝑈(𝑡)
𝑛 ∈ {0, 1}は時刻 𝑡における 𝑛番目の箱に入っている玉の数，𝑀𝑡+1 は時刻 𝑡から 𝑡 + 1への時間発

展における玉の運搬車の容量である．(1.1)は途中に補助変数𝑈(𝑡)
𝑛 , 𝑍(𝑡)

𝑛 を差し挟むことで，次のように書く

こともできる [1]:

𝑈(𝑡+1)
𝑛 = min(1 − 𝑈(𝑡)

𝑛 , 𝑍(𝑡+1)
𝑛 ), (1.2a)

𝑍(𝑡+1)
𝑛 = min(𝑍(𝑡+1)

𝑛−1 + 𝑈(𝑡)
𝑛−1 , 𝑀𝑡+1) − 𝑈(𝑡+1)

𝑛−1 , (1.2b)

𝑈(𝑡+1)
𝑛 = 𝑈(𝑡)

𝑛 + 𝑍(𝑡+1)
𝑛 − 𝑍(𝑡+1)

𝑛+1 . (1.2c)

ここで導入した補助変数 𝑈(𝑡)
𝑛 は，通常の運搬車付き箱玉系のルールである「運搬車容量を超えた玉は元の

箱に戻す」を変更し，「運搬車容量を超えた玉は消滅する」というルールで時間発展させた時の各箱に入っ

ている玉の数を表し，𝑍(𝑡+1)
𝑛 はこのルールの下での運搬車に積まれている玉の数を表す．

筆者らはこれまでに，箱玉系とその拡張系について，有限超離散戸田格子とその拡張系をそれらの時間発

展方程式とみなす観点からの研究を行ってきた．運搬車付き箱玉系については，次の方程式がその「有限戸

田表現」を与えることがわかっている [2]:

𝑄(𝑡+1)
𝑛 = min(𝐸(𝑡)

𝑛+1 , 𝐷(𝑡+1)
𝑛 ), (1.3a)

𝐸(𝑡+1)
𝑛 = 𝐸(𝑡)

𝑛 − 𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 + 𝑄(𝑡)

𝑛 , (1.3b)

𝐷(𝑡+1)
𝑛 = min(𝐷(𝑡+1)

𝑛−1 − 𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 + 𝑄(𝑡)

𝑛 , 𝑀𝑡+1), (1.3c)

𝑄(𝑡+1)
𝑛 = 𝑄(𝑡+1)

𝑛 + 𝐷(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝑄(𝑡+1)

𝑛−1 + 𝑄(𝑡)
𝑛 − 𝐷(𝑡+1)

𝑛 , (1.3d)

𝐸(𝑡+1)
𝑛 = 𝐸(𝑡+1)

𝑛 − 𝐷(𝑡+1)
𝑛−1 + 𝑄(𝑡+1)

𝑛−1 − 𝑄(𝑡)
𝑛 + 𝐷(𝑡+1)

𝑛 , (1.3e)

ただし境界条件は

𝐸(𝑡)
0 = 𝐸(𝑡)

𝑁 = 𝐸(𝑡)
0 = 𝐸(𝑡)

𝑁 = +∞, 𝐷(𝑡+1)
0 = min(𝑄(𝑡)

0 , 𝑀𝑡+1) ∀𝑡 ∈ ℤ. (1.3f)

各変数は次の量を表す:
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∙ 𝑁: ソリトンの数;

∙ 𝑄(𝑡)
𝑛 : 時刻 𝑡における 𝑛番目のソリトンの長さ (𝑛 = 0, 1, …, 𝑁 − 1);

∙ 𝐸(𝑡)
𝑛 : 時刻 𝑡における 𝑛番目の空き箱列の長さ（𝑛−1番目と 𝑛番目のソリトン間の距離）(𝑛 = 1, 2, …, 𝑁−1);

∙ 𝐷(𝑡+1)
𝑛 : 時刻 𝑡から 𝑡 + 1への時間発展において𝑄(𝑡+1)

𝑛 の玉を入れる直前に運搬車に積まれている玉の数

(𝑛 = 0, 1, …, 𝑁 − 1);

∙ 𝑄(𝑡)
𝑛 , 𝐸(𝑡)

𝑛 : それぞれ 𝑄(𝑡)
𝑛 , 𝐸(𝑡)

𝑛 と同じであるが，(1.2)における 𝑈(𝑡)
𝑛 の状態に対応する．

なお，先に出てきた「有限戸田表現」という語は，本稿ではこのようにソリトンと空き箱列の長さを従属変

数としてとった場合の時間発展方程式のことを指すものとする．例を図 1に示す．ここで，運搬車容量は
次のように選んでいる:

𝑀𝑡 =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

+∞ if 𝑡 ≤ 1,

4 if 2 ≤ 𝑡 ≤ 3,

3 if 4 ≤ 𝑡.
𝑄(𝑡)

0 𝐸(𝑡)
1 𝑄(𝑡)

1 𝐸(𝑡)
2 𝑄(𝑡)

2

t=0: .11111.....1111...11..................... 5 5 4 3 2
  1: ......11111....111..111.................. 5 4 3 2 3
  2: ..........11111...11...1111.............. 5 3 2 3 4
  3: ..............1111..111....1111.......... 4 2 3 4 4
  4: .................111..1111....1111....... 3 2 4 4 4
  5: ....................11..11111....1111.... 2 2 5 4 4
  6: ......................11...11111....1111. 2 3 5 4 4

𝑄(𝑡)
0 𝐸(𝑡)

1 𝑄(𝑡)
1 𝐸(𝑡)

2 𝑄(𝑡)
2

t=0: .11111.....1111...11..................... 5 5 4 3 2
  1: ......11111....111..111.................. 5 4 3 2 3
  2: ...........1111...11...1111.............. 4 3 2 3 4
  3: ...............111..111....1111.......... 3 2 3 4 4
  4: ..................11...111.....111....... 2 3 3 5 3
  5: ....................11....111.....111.... 2 4 3 5 3
  6: ......................11.....111.....111. 2 5 3 5 3

図 1: 箱玉系の有限戸田表現の例．左側が箱玉系の状態で，1が玉の入った箱，. が空き箱を表す．右側の

数字の列が対応する非自励の有限超離散戸田格子の変数の値である．上の図でボールド体で示されている

玉は運搬車容量を超過した玉．下の図では超過した玉は消えている．

運搬車付き箱玉系の有限戸田表現 (1.3)は，次の非自励の有限離散戸田格子

𝑞(𝑡+1)
𝑛 + 𝑒(𝑡+1)

𝑛 = 𝑞(𝑡)
𝑛 + 𝑒(𝑡)

𝑛+1 + 𝜇𝑡+1, 𝑞(𝑡+1)
𝑛−1 𝑒(𝑡+1)

𝑛 = 𝑞(𝑡)
𝑛 𝑒(𝑡)

𝑛 , (1.4a)

𝑞(𝑡+1)
𝑛 + 𝑒(𝑡+1)

𝑛+1 = 𝑞(𝑡+1)
𝑛 + 𝑒(𝑡+1)

𝑛+1 − 𝜇𝑡+1, 𝑞(𝑡+1)
𝑛 𝑒(𝑡+1)

𝑛 = 𝑞(𝑡+1)
𝑛 𝑒(𝑡+1)

𝑛 , (1.4b)

𝑒(𝑡)
0 = 𝑒(𝑡)

𝑁 = 𝑒(𝑡)
0 = 𝑒(𝑡)

𝑁 = 0 ∀𝑡 ∈ ℤ, (1.4c)

に補助変数 𝑑(𝑡+1)
𝑛 ≔ 𝑞(𝑡+1)

𝑛 − 𝑒(𝑡)
𝑛+1を導入して減算を除去した上で超離散化することで得られる．そして非自励

の有限離散戸田格子は直交多項式のスペクトル変形の両立条件として得られることが知られている [3]. そ
こで，有限戸田表現からの箱玉系の拡張法の 1つとして，

より一般の双直交関数のスペクトル変形から導出される離散可積分系を考え，それを超離散化

することで得られる系を有限戸田表現として読む

という方針をとることが考えられる．本稿では，実際に 𝑅II有理関数と呼ばれる双直交関数，もしくはそれ

に関連して現れる 𝑅II多項式と呼ばれる多項式列に対するスペクトル変形から議論を始めることで，箱玉系

の新しい拡張系を導出することを試みる．
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2 𝑹II 多項式とそのスペクトル変形，𝑹II 格子

（モニックな）𝑅II 多項式とは次の三項間漸化式で定められる 𝜙𝑛(𝑥)のことをいう:

𝜙𝑛+1(𝑥) ≔ ((1 − 𝑤𝑛)𝑥 + 𝑣𝑛)𝜙𝑛(𝑥) + 𝑤𝑛(𝑥 + 𝜅𝑛−1)(𝑥 + 𝜆𝑛)𝜙𝑛−1(𝑥), 𝑛 = 0, 1, …,

𝜙−1(𝑥) ≔ 0, 𝜙0(𝑥) ≔ 1,

ただし 𝑤𝑛 ≠ 0．定義より deg 𝜙𝑛(𝑥) = 𝑛である．こうして定義された {𝜙𝑛(𝑥)}+∞
𝑛=0 に対して，ある線型汎関数

L で，次のある種の直交関係式

L
[

𝑥𝑚𝜙𝑛(𝑥)
∏𝑛−1

𝑖=0 (𝑥 + 𝜅𝑖)∏𝑛
𝑗=1(𝑥 + 𝜆𝑗) ]

= ℎ𝑛𝛿𝑚,𝑛, 𝑚 = 0, 1, …, 𝑛, (2.1)

を満たすものが存在することを示すことができる．ただし ℎ𝑛 ≠ 0で，𝛿𝑚,𝑛は Kroneckerのデルタである．そ
こで，有理関数列 {𝑅𝑛(𝑥)}+∞

𝑛=0, {𝑆𝑛(𝑥)}+∞
𝑛=0 を

𝑅𝑛(𝑥) ≔
𝜙𝑛(𝑥)

∏𝑛−1
𝑗=0(𝑥 + 𝜅𝑗)

, 𝑆𝑛(𝑥) ≔
𝑤𝑛+1𝜙𝑛+1(𝑥)

∏𝑛+1
𝑗=1 𝑤𝑗(𝑥 + 𝜆𝑗)

− (1 − 𝑤𝑛)𝜙𝑛(𝑥)
∏𝑛

𝑗=1 𝑤𝑗(𝑥 + 𝜆𝑗)
− 𝜙𝑛−1(𝑥)
∏𝑛−1

𝑗=1 𝑤𝑗(𝑥 + 𝜆𝑗)

で導入すると，(2.1)で定めた線型汎関数について次の双直交関係式

L [𝑅𝑚(𝑥)𝑆𝑛(𝑥)] = (ℎ1 − (1 − 𝑤0)ℎ0)𝛿𝑚,𝑛

が成立する．このように，𝑅II 多項式が与えられればそれから双直交関数（𝑅II 有理関数）を作り出すこと

ができる．

以下では，時間変数 𝑡 ∈ ℤを独立変数として加えた 2系列のモニックな 𝑅II 多項式を考える:

𝜙(𝑡)
𝑛+1(𝑥) ≔ ((1 − 𝑤(𝑡)

𝑛 )𝑥 + 𝑣(𝑡)
𝑛 )𝜙(𝑡)

𝑛 (𝑥) + 𝑤(𝑡)
𝑛 (𝑥 + 𝜅(𝑡)

𝑛−1)(𝑥 + 𝜆(𝑡)
𝑛 )𝜙(𝑡)

𝑛−1(𝑥), 𝑛 = 0, 1, …,

𝜙(𝑡)
𝑛+1(𝑥) ≔ ((1 − 𝑤(𝑡)

𝑛 )𝑥 + 𝑣(𝑡)
𝑛 )𝜙(𝑡)

𝑛 (𝑥) + 𝑤(𝑡)
𝑛 (𝑥 + 𝜅(𝑡)

𝑛−1)(𝑥 + 𝜆(𝑡)
𝑛 )𝜙(𝑡)

𝑛−1(𝑥), 𝑛 = 0, 1, …,

𝜙(𝑡)
−1(𝑥) = 𝜙(𝑡)

−1(𝑥) = 0, 𝜙(𝑡)
0 (𝑥) = 𝜙(𝑡)

0 (𝑥) = 1.

ただし，𝜅(𝑡)
𝑛 , 𝜆(𝑡)

𝑛 には次の関係が成り立つことを要請しておく:

𝜅(𝑡+1)
𝑛−1 = 𝜆(𝑡)

𝑛 , 𝜆(𝑡+1)
𝑛 = 𝜅(𝑡)

𝑛 . (2.2)

2つの系列では，一般に 𝑡が等しくても 𝑣(𝑡)
𝑛 ≠ 𝑣(𝑡)

𝑛 , 𝑤(𝑡)
𝑛 ≠ 𝑤(𝑡)

𝑛 であるが，𝜅(𝑡)
𝑛 , 𝜆(𝑡)

𝑛 は共通であることに注意す

る．そして，これらの多項式の間に以下の関係式（スペクトル変形）が成立していると仮定する:

𝑥𝜙(𝑡+1)
𝑛 (𝑥) = 1

1 + (𝜅(𝑡)
𝑛 )−1𝑞(𝑡)

𝑛
𝜙(𝑡)

𝑛+1(𝑥) + (𝜅(𝑡)
𝑛 )−1𝑞(𝑡)

𝑛

1 + (𝜅(𝑡)
𝑛 )−1𝑞(𝑡)

𝑛
(𝑥 + 𝜅(𝑡)

𝑛 )𝜙(𝑡)
𝑛 (𝑥), (2.3a)

𝜙(𝑡)
𝑛 (𝑥) = 1

1 + (𝜆(𝑡)
𝑛 )−1𝑒(𝑡)

𝑛
𝜙(𝑡+1)

𝑛 (𝑥) + (𝜆(𝑡)
𝑛 )−1𝑒(𝑡)

𝑛

1 + (𝜆(𝑡)
𝑛 )−1𝑒(𝑡)

𝑛
(𝑥 + 𝜆(𝑡)

𝑛 )𝜙(𝑡+1)
𝑛−1 (𝑥), (2.3b)

(𝑥 + 𝜇𝑡)𝜙
(𝑡+1)
𝑛 (𝑥) = 1

1 + (𝜅(𝑡)
𝑛 − 𝜇𝑡)−1𝑞(𝑡)

𝑛
𝜙(𝑡)

𝑛+1(𝑥) + (𝜅(𝑡)
𝑛 − 𝜇𝑡)−1𝑞(𝑡)

𝑛

1 + (𝜅(𝑡)
𝑛 − 𝜇𝑡)−1𝑞(𝑡)

𝑛
(𝑥 + 𝜅(𝑡)

𝑛 )𝜙(𝑡)
𝑛 (𝑥), (2.3c)

𝜙(𝑡)
𝑛 (𝑥) = 1

1 + (𝜅(𝑡)
𝑛 − 𝜇𝑡)(𝜅

(𝑡)
𝑛 𝜆(𝑡)

𝑛 )−1𝑒(𝑡)
𝑛

𝜙(𝑡+1)
𝑛 (𝑥) + (𝜅(𝑡)

𝑛 − 𝜇𝑡)(𝜅
(𝑡)
𝑛 𝜆(𝑡)

𝑛 )−1𝑒(𝑡)
𝑛

1 + (𝜅(𝑡)
𝑛 − 𝜇𝑡)(𝜅

(𝑡)
𝑛 𝜆(𝑡)

𝑛 )−1𝑒(𝑡)
𝑛

(𝑥 + 𝜆(𝑡)
𝑛 )𝜙(𝑡+1)

𝑛−1 (𝑥). (2.3d)

L (𝑡), L (𝑡)
をそれぞれ {𝜙(𝑡)

𝑛 (𝑥)}+∞
𝑛=0, {𝜙(𝑡)

𝑛 (𝑥)}+∞
𝑛=0 に対応する線型汎関数であるとすると，相互の関係は

L (𝑡+1)[∙] = L (𝑡)
[

𝑥
𝑥 + 𝜅(𝑡)

0

∙
]

= L (𝑡)

[
𝑥 + 𝜇𝑡

𝑥 + 𝜅(𝑡)
0

∙
]
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で与えられる．(2.3)の両立条件（無矛盾であるための条件）として導出されるのが 𝑅II 格子 [4]であり，

𝑞(𝑡+1)
𝑛 + (𝜅(𝑡+1)

𝑛 − 𝜇𝑡+1)(𝜆
(𝑡+1)
𝑛 − 𝜇𝑡+1)

𝜅(𝑡+1)
𝑛 𝜆(𝑡+1)

𝑛
𝑒(𝑡+1)

𝑛
1 + (𝜅(𝑡+1)

𝑛 − 𝜇𝑡+1)−1𝑞(𝑡+1)
𝑛

1 + (𝜅(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝜇𝑡+1)−1𝑞(𝑡+1)

𝑛−1

= 𝜆(𝑡+1)
𝑛 − 𝜇𝑡+1

𝜆(𝑡+1)
𝑛

𝑞(𝑡)
𝑛

1 + (𝜆(𝑡)
𝑛+1)

−1𝑒(𝑡)
𝑛+1

1 + (𝜆(𝑡)
𝑛 )−1𝑒(𝑡)

𝑛
+ 𝜅(𝑡+1)

𝑛 − 𝜇𝑡+1

𝜅(𝑡+1)
𝑛

𝑒(𝑡)
𝑛+1 + 𝜇𝑡+1(1 + (𝜅(𝑡)

𝑛 )−1𝑞(𝑡)
𝑛 )(1 + (𝜆(𝑡)

𝑛+1)
−1𝑒(𝑡)

𝑛+1), (2.4a)

(𝜅(𝑡+1)
𝑛 )−1(𝜅(𝑡+1)

𝑛 − 𝜇𝑡+1)
(𝜅(𝑡+1)

𝑛−1 )−1(𝜅(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝜇𝑡+1)

𝑞(𝑡+1)
𝑛−1 𝑒(𝑡+1)

𝑛
1 + (𝜅(𝑡+1)

𝑛 − 𝜇𝑡+1)−1𝑞(𝑡+1)
𝑛

1 + (𝜅(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝜇𝑡+1)−1𝑞(𝑡+1)

𝑛−1

= 𝑞(𝑡)
𝑛 𝑒(𝑡)

𝑛
1 + (𝜆(𝑡)

𝑛+1)
−1𝑒(𝑡)

𝑛+1

1 + (𝜆(𝑡)
𝑛 )−1𝑒(𝑡)

𝑛
, (2.4b)

𝜅(𝑡+1)
𝑛 − 𝜇𝑡+1

𝜅(𝑡+1)
𝑛

𝑞(𝑡+1)
𝑛

1 + (𝜆(𝑡+1)
𝑛+1 )−1𝑒(𝑡+1)

𝑛+1

1 + (𝜆(𝑡+1)
𝑛 )−1𝑒(𝑡+1)

𝑛
+

𝜆(𝑡+1)
𝑛+1 − 𝜇𝑡+1

𝜆(𝑡+1)
𝑛+1

𝑒(𝑡+1)
𝑛+1

= 𝑞(𝑡+1)
𝑛

1 + (𝜅(𝑡+1)
𝑛+1 − 𝜇𝑡+1)(𝜅

(𝑡+1)
𝑛+1 𝜆(𝑡+1)

𝑛+1 )−1𝑒(𝑡+1)
𝑛+1

1 + (𝜅(𝑡+1)
𝑛 − 𝜇𝑡+1)(𝜅

(𝑡+1)
𝑛 𝜆(𝑡+1)

𝑛 )−1𝑒(𝑡+1)
𝑛

+
(𝜅(𝑡+1)

𝑛+1 − 𝜇𝑡+1)(𝜆
(𝑡+1)
𝑛+1 − 𝜇𝑡+1)

𝜅(𝑡+1)
𝑛+1 𝜆(𝑡+1)

𝑛+1

𝑒(𝑡+1)
𝑛+1

− 𝜇𝑡+1(1 + (𝜅(𝑡+1)
𝑛 )−1𝑞(𝑡+1)

𝑛 )(1 + (𝜆(𝑡+1)
𝑛+1 )−1𝑒(𝑡+1)

𝑛+1 ), (2.4c)

𝑞(𝑡+1)
𝑛 𝑒(𝑡+1)

𝑛
1 + (𝜆(𝑡+1)

𝑛+1 )−1𝑒(𝑡+1)
𝑛+1

1 + (𝜆(𝑡+1)
𝑛 )−1𝑒(𝑡+1)

𝑛
= 𝑞(𝑡+1)

𝑛 𝑒(𝑡+1)
𝑛

1 + (𝜅(𝑡+1)
𝑛+1 − 𝜇𝑡+1)(𝜅

(𝑡+1)
𝑛+1 𝜆(𝑡+1)

𝑛+1 )−1𝑒(𝑡+1)
𝑛+1

1 + (𝜅(𝑡+1)
𝑛 − 𝜇𝑡+1)(𝜅

(𝑡+1)
𝑛 𝜆(𝑡+1)

𝑛 )−1𝑒(𝑡+1)
𝑛

(2.4d)

という形で与えられる．

3 𝑹II 格子の減算除去と超離散化

𝑅II 格子 (2.4)には時間発展方程式の形に書き直しても減算が含まれるために，このままでは超離散化す
ることはできない．そこで，非自励の離散戸田格子 (1.4)を超離散化するときと同様に，補助変数を導入す
ることで減算を除去する．実際に，

𝑑(𝑡+1)
𝑛 ≔

𝑞(𝑡+1)
𝑛 − (𝜅(𝑡+1)

𝑛 − 𝜇𝑡+1)(𝜅
(𝑡+1)
𝑛 )−1𝑒(𝑡)

𝑛+1

1 + (𝜆(𝑡)
𝑛+1)−1𝑒(𝑡)

𝑛+1

, 𝑐(𝑡+1)
𝑛 ≔ 𝑑(𝑡+1)

𝑛 − 𝜇𝑡+1

を導入し，パラメータの条件 (2.2)に注意して計算することで，(2.4)は次のように書き換えられる:

𝑞(𝑡+1)
𝑛 = 𝑒(𝑡)

𝑛+1(1 + (𝜅(𝑡+1)
𝑛 )−1𝑐(𝑡+1)

𝑛 ) + 𝑑(𝑡+1)
𝑛 , (3.1a)

𝑒(𝑡+1)
𝑛 = 𝑒(𝑡)

𝑛
𝑞(𝑡)

𝑛

𝑞(𝑡+1)
𝑛−1

1 + (𝜅(𝑡+1)
𝑛−1 )−1𝑐(𝑡+1)

𝑛−1

1 + (𝜅(𝑡+1)
𝑛 )−1𝑐(𝑡+1)

𝑛
, (3.1b)

𝑐(𝑡+1)
𝑛 = (𝑑(𝑡+1)

𝑛−1 + 𝜇𝑡+1

𝜅(𝑡)
𝑛

𝑒(𝑡)
𝑛 (1 + (𝜅(𝑡+1)

𝑛−1 )−1𝑐(𝑡+1)
𝑛−1 ))

𝑞(𝑡)
𝑛

𝑞(𝑡+1)
𝑛−1

, (3.1c)

𝑑(𝑡+1)
𝑛 = 𝑐(𝑡+1)

𝑛 + 𝜇𝑡+1, (3.1d)

𝑞(𝑡+1)
𝑛 = 𝑞(𝑡)

𝑛+1
𝑐(𝑡+1)

𝑛

𝑐(𝑡+1)
𝑛+1

, 𝑒(𝑡+1)
𝑛 = 𝑒(𝑡+1)

𝑛
𝑑(𝑡+1)

𝑛 𝑞(𝑡+1)
𝑛−1

𝑑(𝑡+1)
𝑛−1 𝑞(𝑡)

𝑛

. (3.1e)

ここでは 𝜅(𝑡)
𝑛 だけを用いて書いたので，以降パラメータは 𝜅(𝑡+2)

𝑛−1 = 𝜅(𝑡)
𝑛 を満たすように選べばよく，𝜆(𝑡)

𝑛 のこ

とは忘れてもよい．次に

𝑞(𝑡)
𝑛 = e−𝑄(𝑡)

𝑛 ∕𝜀, 𝑒(𝑡)
𝑛 = e−𝐸(𝑡)

𝑛 ∕𝜀, 𝑞(𝑡)
𝑛 = e−𝑄(𝑡)

𝑛 ∕𝜀, 𝑒(𝑡)
𝑛 = e−𝐸(𝑡)

𝑛 ∕𝜀, 𝑐(𝑡)
𝑛 = e−𝐶(𝑡)

𝑛 ∕𝜀, 𝑑(𝑡)
𝑛 = e−𝐷(𝑡)

𝑛 ∕𝜀,

𝜅(𝑡)
𝑛 = e−𝐾(𝑡)

𝑛 ∕𝜀, 𝜇𝑡 = e−𝑀𝑡∕𝜀

と変数変換し，𝜀 → +0の極限を取ることで (3.1)は超離散化され，

𝑄(𝑡+1)
𝑛 = min (𝐸(𝑡)

𝑛+1 − max(0, 𝐾(𝑡+1)
𝑛 − 𝐶(𝑡+1)

𝑛 ), 𝐷(𝑡+1)
𝑛 ), (3.2a)
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𝐸(𝑡+1)
𝑛 = 𝐸(𝑡)

𝑛 − 𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 + 𝑄(𝑡)

𝑛 − max(0, 𝐾(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝐶(𝑡+1)

𝑛−1 ) + max(0, 𝐾(𝑡+1)
𝑛 − 𝐶(𝑡+1)

𝑛 ), (3.2b)

𝐶(𝑡+1)
𝑛 = min (𝐷(𝑡+1)

𝑛−1 , 𝐸(𝑡)
𝑛 − max(0, 𝐾(𝑡+1)

𝑛−1 − 𝐶(𝑡+1)
𝑛−1 ) + 𝑀𝑡+1 − 𝐾(𝑡)

𝑛 ) − 𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 + 𝑄(𝑡)

𝑛 , (3.2c)

𝐷(𝑡+1)
𝑛 = min(𝐶(𝑡+1)

𝑛 , 𝑀𝑡+1), (3.2d)

𝑄(𝑡+1)
𝑛 = 𝑄(𝑡)

𝑛+1 + 𝐶(𝑡+1)
𝑛 − 𝐶(𝑡+1)

𝑛+1 , (3.2e)

𝐸(𝑡+1)
𝑛 = 𝐸(𝑡+1)

𝑛 − 𝐷(𝑡+1)
𝑛−1 + 𝑄(𝑡+1)

𝑛−1 − 𝑄(𝑡)
𝑛 + 𝐷(𝑡+1)

𝑛 (3.2f)

となる．ただし，パラメータの条件は𝐾(𝑡+2)
𝑛−1 = 𝐾(𝑡)

𝑛 ．箱玉系と対応させるために，以下では有限格子境界条件

𝐸(𝑡)
0 = 𝐸(𝑡)

𝑁 = 𝐸(𝑡)
0 = 𝐸(𝑡)

𝑁 = +∞, 𝐶(𝑡+1)
0 = 𝑄(𝑡)

0 ∀𝑡 ∈ ℤ, (3.2g)

を課す．

4 有限超離散 𝑹II 格子によって記述される箱玉系

まずは (3.2)を有限戸田表現として見たときに箱玉系がどのような振る舞いを示すかを観察してみよう．

𝑄(𝑡)
0 𝐸(𝑡)

1 𝑄(𝑡)
1 𝐸(𝑡)

2 𝑄(𝑡)
2

t=0: .111111......1111......11........................................... 6 6 4  6 2
  1: .......111111....1111.....11........................................ 6 4 4  5 2
  2: .............1111....11111....111................................... 4 4 5  4 3
  3: .................1111.....1111...1111............................... 4 5 4  3 4
  4: ......................1111.....11....111111......................... 4 5 2  4 6
  5: ..........................1111....11.......111111................... 4 4 2  7 6
  6: ...............................111....111........111111............. 3 4 3  8 6
  7: ..................................111....111...........111111....... 3 4 3 11 6
  8: .......................................11....1111............111111. 2 4 4 12 6

図 2: 有限超離散 𝑅II 格子が記述する箱玉系: 𝑀𝑡 = +∞.

𝑄(𝑡)
0 𝐸(𝑡)

1 𝑄(𝑡)
1 𝐸(𝑡)

2 𝑄(𝑡)
2

t=0: .111111......1111......11........................................... 6 6 4  6 2
  1: .....111111......1111.....11........................................ 6 6 4  5 2
  2: .........111111.......1111.....11................................... 6 7 4  5 2
  3: .............111111.......1111....11................................ 6 7 4  4 2
  4: .................111111........111....111........................... 6 8 3  4 3
  5: .....................111111.......111....111........................ 6 7 3  4 3
  6: .........................111111........11....1111................... 6 8 2  4 4
  7: .............................111111.......11.....1111............... 6 7 2  5 4
  8: .................................111111........11.....1111.......... 6 8 2  5 4

図 3: 有限超離散 𝑅II 格子が記述する箱玉系: 𝑀𝑡 = 4.

𝑄(𝑡)
0 𝐸(𝑡)

1 𝑄(𝑡)
1 𝐸(𝑡)

2 𝑄(𝑡)
2

t=0: .111111......1111......11........................................... 6 6 4  6 2
  1: ...111111......1111.......11........................................ 6 6 4  7 2
  2: .....111111.......1111.........11................................... 6 7 4  9 2
  3: .......111111.......1111..........11................................ 6 7 4 10 2
  4: .........111111........1111............11........................... 6 8 4 12 2
  5: ...........111111........1111.............11........................ 6 8 4 13 2
  6: .............111111.........1111...............11................... 6 9 4 15 2
  7: ...............111111.........1111................11................ 6 9 4 16 2

図 4: 有限超離散 𝑅II 格子が記述する箱玉系: 𝑀𝑡 = 2.

図 2–4は実際に適当な初期値から有限超離散 𝑅II格子の時間発展を計算し，それを有限戸田表現として読ん
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だ時に対応する箱玉系の状態を描いたものである．ここで，パラメータ𝐾(𝑡)
𝑛 は制約を満たすように

𝐾(𝑡)
𝑛 =

{
3 if 𝑡 + 2𝑛 is odd,

5 if 𝑡 + 2𝑛 is even,

と選び，𝑀𝑡 は各図で変えている（同じ図中では 𝑡に依らず一定値）．

∙ 図 2では𝑀𝑡 = +∞としている．このとき，時刻 𝑡の 𝑛番目のソリトンの長さが𝐾(𝑡+1)
𝑛 未満ならば，そ

のソリトンの速度が𝐾(𝑡+1)
𝑛 となっていることがわかる．一方，長さが𝐾(𝑡+1)

𝑛 以上の場合は通常の箱玉

系と同じく長さと速度が一致している．

∙ 図 3では𝑀𝑡 = 4としている．長さ 6のソリトンを見ると，非自励の有限超離散戸田格子の場合と同
じく𝑀𝑡 が運搬車容量として働いていることがわかる．

∙ 図 4では𝑀𝑡 = 2としている．長さ 4のソリトンに注目すると，𝐾(𝑡)
𝑛 が 3 → 5 → 3 → 5 → … と変わる

と，対応して速度が 2 → 3 → 2 → 3と変わっていることがわかる．つまり，ソリトンの長さが𝐾(𝑡+1)
𝑛

未満かつ𝑀𝑡+1 より大きいときは，これらのパラメータとソリトンの長さから定まるある速度で動い

ていると考えられる．

以下では，有限超離散 𝑅II 格子によって記述される箱玉系の時間発展ルールの理解を目指そう．そのた

めに，

𝐾̃(𝑡)
𝑛 ≔ 𝐾(𝑡)

𝑛 − (𝐸(𝑡)
𝑛 − max(0, 𝐾(𝑡+1)

𝑛−1 − 𝐶(𝑡+1)
𝑛−1 ) − 𝑄(𝑡+1)

𝑛−1 ) (4.1)

という量を導入し，(3.2c)を次のように書き換えてみよう:

𝐶(𝑡+1)
𝑛 = min(𝐷(𝑡+1)

𝑛−1 , 𝑀𝑡+1 − 𝐾̃(𝑡)
𝑛 + 𝑄(𝑡+1)

𝑛−1 ) − 𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 + 𝑄(𝑡)

𝑛

= min(𝐷(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝑄(𝑡+1)

𝑛−1 + 𝐾̃(𝑡)
𝑛 , 𝑀𝑡+1) + 𝑄(𝑡)

𝑛 − 𝐾̃(𝑡)
𝑛 . (4.2)

この書き換えにより，まず ({𝑄(𝑡)
𝑛 }𝑁−1

𝑛=0 , {𝐸(𝑡)
𝑛 }𝑁−1

𝑛=1 ) ↦ ({𝑄(𝑡+1)
𝑛 }𝑁−1

𝑛=0 , {𝐸(𝑡+1)
𝑛 }𝑁−1

𝑛=1 )の時間発展ルールを次のよ
うに理解することができる（図 5も参照）．

𝑡

𝑡 + 1

𝑄(𝑡)
𝑛−1 𝐸(𝑡)

𝑛 𝑄(𝑡)
𝑛

max(0, 𝐾(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝐶(𝑡+1)

𝑛−1 ) 𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 𝐾(𝑡)

𝑛

𝐾̃(𝑡)
𝑛

𝑄(𝑡+1)
𝑛

図 5: 有限超離散 𝑅II 格子が記述する箱玉系の時間発展ルール．

1. 時刻 𝑡から 𝑡 + 1への時間発展において，玉の運搬車が時刻 𝑡の 𝑛 − 1番目のソリトンの玉までを取り，
運搬車容量制限をかけた直後の状況を考える．ここでは，運搬車容量を超過した玉は消滅するルール

で考える．したがって，この時点での運搬車に積まれている玉の数を 𝐷(𝑡+1)
𝑛−1 とすれば，その値は高々

𝑀𝑡+1 である．

2. 通常ならば運搬車は続く空き箱に玉を入れていくが，今回の場合は最初の max(0, 𝐾(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝐶(𝑡+1)

𝑛−1 )個の
空き箱には蓋がされており，入れることができない．ここで，𝐶(𝑡+1)

𝑛−1 はある時点で運搬車に積まれて

いる玉の数である（後述）．蓋がされた空き箱を通過したあとは，通常通り空き箱に玉を入れていく．

これが (3.2a), (3.2b)の式の意味である．
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3. 運搬車は空き箱列に玉を入れられるだけ入れ，積まれた玉が無くなるか玉が入った箱（次のソリトン
の先頭）のところまで来たら，まずはそこから数えて𝐾(𝑡)

𝑛 個の箱に入っている玉を取り，その時点で

一旦運搬車容量制限をかける．このとき取る玉の数は，(4.1)で定義された 𝐾̃(𝑡)
𝑛 で与えられる．運搬車

容量制限をかけた後，残る 𝑄(𝑡)
𝑛 − 𝐾̃(𝑡)

𝑛 個の玉を取り，この時点で運搬車に積まれている玉の数を 𝐶(𝑡+1)
𝑛

とする．そしてもう一度運搬車容量制限をかけ，運搬車に積まれている玉の数を 𝐷(𝑡+1)
𝑛 とする．これ

が (4.2), (3.2d)の式の意味である．以降は 1に戻って同様のルールで玉の運搬車を動かしていく．

残る式 (3.2e), (3.2f)が定める時間発展 ({𝑄(𝑡+1)
𝑛 }𝑁−1

𝑛=0 , {𝐸(𝑡+1)
𝑛 }𝑁−1

𝑛=1 ) ↦ ({𝑄(𝑡+1)
𝑛 }𝑁−1

𝑛=0 , {𝐸(𝑡+1)
𝑛 }𝑁−1

𝑛=1 )は，非自励の
有限超離散戸田格子の場合と同じく運搬車容量制限で消えた玉を元に戻すルールである．ただし，3の手順
において，最初の 𝐾̃(𝑡)

𝑛 個の玉を取った時に消えた玉は 𝑛−1番目のソリトンの右側の箱に戻し，次の𝑄(𝑡)
𝑛 −𝐾̃(𝑡)

𝑛

個の玉を取った時に消えた玉は 𝑛番目のソリトンの左側の箱に戻す．実際に，前者で消えた玉の数は (4.2)
より 𝐷(𝑡+1)

𝑛−1 − 𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝐶(𝑡+1)

𝑛 + 𝑄(𝑡)
𝑛 ，後者で消えた玉の数は (3.2d)より 𝐶(𝑡+1)

𝑛 − 𝐷(𝑡+1)
𝑛 で与えられるから，

𝑄(𝑡+1)
𝑛 = 𝑄(𝑡+1)

𝑛 + (𝐶(𝑡+1)
𝑛 − 𝐷(𝑡+1)

𝑛 ) + (𝐷(𝑡+1)
𝑛 − 𝑄(𝑡+1)

𝑛 − 𝐶(𝑡+1)
𝑛+1 + 𝑄(𝑡)

𝑛+1) = 𝑄(𝑡)
𝑛+1 + 𝐶(𝑡+1)

𝑛 − 𝐶(𝑡+1)
𝑛+1 ,

𝐸(𝑡+1)
𝑛 = 𝐸(𝑡+1)

𝑛 − (𝐷(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝑄(𝑡+1)

𝑛−1 − 𝐶(𝑡+1)
𝑛 + 𝑄(𝑡)

𝑛 ) − (𝐶(𝑡+1)
𝑛 − 𝐷(𝑡+1)

𝑛 ) = 𝐸(𝑡+1)
𝑛 − 𝐷(𝑡+1)

𝑛−1 + 𝑄(𝑡+1)
𝑛−1 − 𝑄(𝑡)

𝑛 + 𝐷(𝑡+1)
𝑛

と (3.2e), (3.2f)が得られる．
以上のルールが理解できれば，相互作用がない場合のソリトンの速度を定める式を与えることができる．

相互作用がない場合とはソリトン間の距離が十分に離れている場合，つまり 𝐸(𝑡)
𝑛 が十分に大きい場合なの

で，(4.1)より 𝐾̃(𝑡)
𝑛 < 0であり，このとき (3.2a), (4.2), (3.2d)より 𝐶(𝑡+1)

𝑛 = 𝑄(𝑡)
𝑛 , 𝑄(𝑡+1)

𝑛 = 𝐷(𝑡+1)
𝑛 = min(𝑄(𝑡)

𝑛 , 𝑀𝑡+1)
が成立する．これより，相互作用がない場合の時刻 𝑡から 𝑡 + 1への時間発展における 𝑛番目のソリトンの
速度は

max(0, 𝐾(𝑡+1)
𝑛 − 𝐶(𝑡+1)

𝑛 ) + 𝑄(𝑡+1)
𝑛 = max(0, 𝐾(𝑡+1)

𝑛 − 𝑄(𝑡)
𝑛 ) + min(𝑄(𝑡)

𝑛 , 𝑀𝑡+1)

で与えられることがわかる．この結果は本節冒頭の観察と合致している．

なお，本稿で与えたルールでは 𝐾(𝑡)
𝑛 が大きい場合に箱に入っている玉の数以上に運搬車が玉を取得して

しまう場合が出てくるが，この場合に𝑀𝑡 が小さいと 𝑄(𝑡)
𝑛 や 𝐸(𝑡)

𝑛 に負の値が出てきてしまい，有限戸田表

現での解釈ができなくなってしまうことがある．この点をどう捉えるかは今後の課題である．

5 結論

本稿では，箱玉系と有限離散戸田格子，直交多項式の 3者の関係に着目し，この観点から得られる箱玉
系の拡張系について議論した．具体的には，𝑅II有理関数と呼ばれるある種の双直交関数に対するスペクト

ル変形の両立条件として 𝑅II格子なる戸田型の非自励離散可積分系を導出し，その超離散化によって得られ

る系と対応する箱玉系を得た．また，得られた箱玉系に対してその時間発展ルールを調べることで，運搬車

容量に加えてソリトンの速度の下限にあたるパラメータが導入された拡張系となっていることがわかった．

今後の課題としては，今回導出した箱玉系のソリトン性の証明に加えて，Euler表現，すなわち運搬車付
き箱玉系に対する (1.2)のように各箱に入った玉の数を従属変数としてとったときの時間発展方程式を与え
る問題がある．通常の箱玉系のレベルでも Euler表現と有限戸田表現の間を行き来する系統的な方法は確立
されておらず，有限超離散 𝑅II 格子に対応する箱玉系の Euler表現を与えることができれば，Euler表現と
有限戸田表現の関係を理解するための一助となると期待される．
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