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Cauchy双直交多項式のスペクトル保存変形

京大情報学,(独)日本学術振興会特別研究員 DC1 三木啓司 (MIKI Hiroshi)

京都大学大学院情報学研究科 辻本諭 (TSUJIMOTO Satoshi)

概 要 Cauchy双直交多項式は，Degasperis-Procesi方程式の逆散乱問題に付随する Padé近似問
題を解く際にあらわれる多項式列である．本報告では，Cauchy双直交多項式に対してスペクトル保
存変形を導入し，そこから非線形な方程式系が導出できることを示す．

1 はじめに

半無限格子上における戸田方程式の Lax対を考えると,波動関数に直交多項式があらわれる,と
いうのはよく知られた事実である [4].このとき,戸田方程式の時間発展が直交多項式のスペクトル
変形と自然に対応がついている.このような関係は戸田方程式と直交多項式だけにとどまらず,様々
な可積分系と直交関数系との対応が知られている (表 1).

表 1: 直交関数系と可積分系の対応

直交関数系 可積分系

直交多項式 戸田分子方程式
対称な直交多項式 Lotka-Volterra方程式

Laurent双直交多項式 modified-KdV方程式
行列型直交多項式 Hungry戸田方程式

この観点から,近年では直交関数系のスペクトル変形から新しい可積分系を導く動きも見られて
いる.例えば, FST chain, RII-chain等が主な結果である [3, 5].

本報告では, 2009年に Peakon解を持つ可積分な方程式である Degasperis-Procesi方程式

ut −uxxt +4uux = 3uxuxx +uuxxx (1.1)

の逆散乱問題に附随した Hermite-Padé近似問題において導入された直交関数系である Cauchy双
直交多項式に着目する [2]. 特に, Cauchy双直交多項式のスペクトル変形を新たに構築し,対応する
可積分系の導出を行う.

2 Cauchy双直交多項式

2.1 基礎事項

本節では [1]に基づいて, Cauchy双直交多項式に関する基本的な説明を行う.まず, Cauchy双直
交多項式に関する定義を与える.
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定義 2.1. 以下の表記を持つ双線型二次形式 〈·, ·〉 : R[x]×R[x]→ Rを考える:

〈 f (x),g(y)〉=
∫∫ f (x)g(y)

x+ y
dρ1(x)dρ2(y). (2.1)

この双線型二次形式 〈·, ·〉に対して,双直交関係式ならびに多項式性

〈pm(x),qn(y)〉= hnδmn (∃hn �= 0), (2.2a)

deg(pn(x)) = deg(qn(y)) = n (2.2b)

を満足する多項式列の組 ({pn(x)}∞
n=0,{qn(y)}∞

n=0)を Cauchy双直交多項式と呼ぶ.但し,積分領域な
らびに, Stieltjes関数 dρ1,dρ2は,

• モーメント 〈
xi,y j

〉
が有限の値で確定する

• det(
〈
xi,y j

〉
)N

i, j=0 �= 0

を満足するようなものを仮定しておく.

注意 2.2. モーメントを
Ii, j :=

〈
xi,y j〉 (2.3)

で定めたとき,上記の (2.1)の定義は,通常の双線型二次形式に対して,モーメントの拘束条件:

Ii+1, j + Ii, j+1 = αiβ j ∃αi,β j　 R (2.4)

を課したものとみなすこともできる.

双直交多項式に関する一般論から, Cauchy双直交多項式列に対してmonicity条件

pn(x) = xn +(lower term), (2.5a)

qn(y) = yn +(lower term) (2.5b)

を課せば, Cauchy双直交多項式列は一意に定まる.従って,以降では Cauchy双直交多項式はmonic

なものを考えることにする.さらに,対称性から双直交多項式列の中でも {pn(x)}∞
n=0についてのみ

議論をすすめていく.

Cauchy双直交多項式は四項間漸化式を満足することが知られている:

命題 2.3. Cauchy双直交多項式 {pn(x)}∞
n=0は次の四項間漸化式を満足する1.

x(pn+1(x)+an pn(x)) = pn+2(x)+bn pn+1(x)+ cn pn(x)+dn pn−1(x) n ≥−1, (2.6a)

p0(x) = 1, p−1(x) = p−2(x) = 0 (2.6b)

ここで, an,bn,cn,dnはある定数であり,特に

an =−
∫

pn+1(x)dρ1(x)∫
pn(x)dρ1(x)

. (2.6c)

1この形の漸化式が Cauchy双直交多項式を特徴付けるものであるかどうかは明らかにされていない
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証明. n ≤ 1の時は自明. n ≥ 2の時のみ示す.

x(pn+1(x)+an pn(x)) = pn+2(x)+
n+1

∑
k=0

αn
k pk(x)

を仮定する ({pk(x)}∞
k=0はR[x]の基底をなすのでこの仮定は適切である). ここで,任意の r(y)∈R[y]

に対して,

〈x(pn+1(x)+an pn(x)),r(y)〉=
∫∫ x(pn+1(x)+an pn(x))r(y)

x+ y
dρ1(x)dρ2(y)

=
∫∫ (

1− y
x+ y

)
(pn+1(x)+an pn(x))r(y)dρ1(x)dρ2(y)

=−
∫∫

(pn+1(x)+an pn(x))yr(y)
x+ y

dρ1(x)dρ2(y)

= 〈pn+1(x)+an pn(x),−yr(y)〉

が成立する.したがって, r(y) = qk(y)と選べば,双直交性より,

αn
k hk = 〈pn+1(x)+an pn(x),−yqk(y)〉= 0 (k = 0, · · · ,n−2)

となるので,所望の式が得られる.

2.2 連続的なスペクトル保存変形

前節では Cauchy双直交多項式列が四項間漸化式を満足することを紹介した.つまり,Cauchy双
直交多項式がとあるスペクトル問題の固有関数になっている.従って,これに対してスペクトル保
存変形を与えることで Lax対が構成できる.

本節ではモーメントの連続的な変形を考えることでCauchy双直交多項式の連続的なスペクトル
変形を与えることにする. Cauchy双直交多項式は双直交多項式の特別な場合であることに留意し
て,ここではモーメントの連続的な変形を

d
dt

Ii, j = Ii, j+1 (2.7)

で与える.ここで, Ii, jは式 (2.3)で定義したもの.これは双直交多項式と二次元戸田方程式の場合と
同様の与え方である2.これに対して次が成り立つ.

定理 2.4. Cauchy双直交多項式に対してモーメントの変形を式 (2.7)で与えると,

d
dt

pn(x) =
dn

an
pn−1(x) (2.8)

が成り立つ.但し, an,dnは式 (2.6)の四項間漸化式の係数である.

証明. 双直交多項式の一般論から pn(x)は行列式表示

pn(x) =
τn,x

τn

2今回は localな関係式を与える時間方向を選んでいる
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を持つ.但し,

τn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

I0,0 · · · I0,n−1

I1,0 · · · I1,n−1

...
. . .

...

In−1,0 · · · In−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, τn,x =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

I0,0 · · · I0,n−1 1

I1,0 · · · I1,n−1 x
...

. . .
...

...

In,0 · · · In,n−1 xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

従って,

hn = 〈pn(x),qn(y)〉= 〈pn(x),yn〉= τn+1

τn
.

ここで,モーメントの変形 (2.7)から,

d
dt

pn(x) =
d
dt

τn,x

τn
=

τn ·∂t(τn,x)−∂tτn · τn,x

τ2
n

=−τn+1τn−1,x

τ2
n

=−τn+1τn−1

τ2
n

pn−1(x)

=− hn

hn−1
pn−1(x).

ここで,途中の式変形において Plücker関係式を用いた.

一方,命題 2.3の証明から,

hn−1dn = 〈pn+1(x)+an pn(x),−yqn−1(y)〉=−anhn

が成立する.従って,
d
dt

pn(x) =
dn

an
pn−1(x)

が導かれる.

これで, Cauchy双直交多項式のスペクトル問題及びスペクトル保存変形

x(pn+1(x)+an pn(x)) = pn+2(x)+bn pn+1(x)+ cn pn(x)+dn pn−1(x) (2.9a)

d
dt

pn(x) =
dn

an
pn−1(x) (2.9b)

が得られた.これを Lax対とみなすことで,両立条件から非線形な方程式を得ることができる.

定理 2.5. 式 (2.9)の両立条件から次の非線形な方程式が導かれる:

d
dt

an =
dn

an−1
− dn+1

an+1
, (2.10a)

d
dt

bn =
dn

an−1
− dn+2

an+2
, (2.10b)

d
dt

cn =
bn−1dn

an−1
− bndn+2

an+1
, (2.10c)

d
dt

dn = dn

(
cn−1

an−1
− cn

an

)
, (2.10d)

(境界条件) a−1 = c−1 = d−1 = d0 = 0. (2.10e)
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2.3 離散的なスペクトル保存変形

前節では,連続的なスペクトル保存変形をモーメントの連続的な変形により与えた.そこで,本節
では離散的なモーメントの変形を導入する.離散的なモーメント変形を前節と同様の議論から,あ
る定数 λ ∈ Rを用いて

It+1
i, j = It

i+1, j −λ It
i, j (2.11)

で与える.ここで,モーメント It
i, j は時刻 t における双線型二次形式 ( 〈·, ·〉t と書く)に対するモーメ

ント
〈
xi,y j

〉t とし,対応する Cauchy双直交多項式は pt
n(x)と書くことにする.このとき,次が成り

立つ.

定理 2.6. Cauchy双直交多項式系列 pt
n(x)並びに pt+1

n (x)の間に関係式

(x−λ )pt+1
n (x) = pt

n+1(x)+At
n pt

n(x) (2.12)

が成り立つ.但し,

At
n =− pt

n+1(λ )
pt

n(λ )
. (2.13)

証明. 離散的なモーメントの変形 (2.11)は双線型二次形式の間の変形

〈·, ·〉t+1 = 〈(x−λ )·, ·〉t

に読みかえることができる.従って,式 (2.12)で Cauchy双直交多項式 pt
n(x)から新しい多項式列

pt+1
n (x)を決めてやれば,

〈
pt+1

n ,yn〉t+1
=
〈

pt
n+1(x)+At

n pt
n(x),y

n〉t �= 0 (n = 0, · · · ,n−1).

従って, pt+1
n (x)もまた 〈·, ·〉t+1に対する双直交多項式であり,一意性から定理が成立する.

式 (2.12)は Cauchy双直交多項式から別の Cauchy双直交多項式を作る変形とも思うことができ,

これは直交多項式の理論における Christoffel変換と呼ばれるものに相当する.直交多項式の理論で
は Christoffel変換の逆変換に相当するものとして Geronimus変換と呼ばれるものが知られている
が, Cauchy双直交多項式の場合でも類似物が導かれる.

定理 2.7. Cauchy双直交多項式系列 pt
n(x)並びに pt+1

n (x)の間にさらに,関係式

pt
n+1(x)+Bt

n pt
n(x) = pt+1

n+1(x)+Ct
n pt+1

n (x)+Dt
n pt+1

n−1(x) (2.14)

が成り立つ.ここで, Bt
n,C

t
n,D

t
nはある定数であり,特に

Bt
n =−

∫
pt

n+1(x)dρ t
1(x)∫

pt
n(x)dρ t

1(x)
. (2.15)

証明. n ≥ 2の時のみ示す (それ以外は自明).

pt
n+1(x)+Bt

n pt
n(x) = pt+1

n+1(x)+
n

∑
k=0

αn,k pt
k(x)

を仮定する.このとき,定理 2.3および 2.6の証明での議論から,

〈
pt

n+1(x)+Bt
n pt

n(x),q
t+1
k (y)

〉t+1
=
〈
(x−λ )(pt

n+1(x)+Bt
n pt

n(x)),q
t+1
k (y)

〉t

=
〈

pt
n+1(x)+Bt

n pt
n(x),−(y+λ )qt+1

k (y)
〉t
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が成立する.従って,双直交性から

αn,kht
k =

〈
pt

n+1(x)+Bt
n pt

n(x),−(y+λ )qt+1
k (y)

〉t
= 0 (k = 0, · · · ,n−2)

が成り立ち,題意が示された.

従って,離散的なモーメント変形に附随して, Cauchy双直交多項式の離散的なスペクトル変形お
よびその逆変換に相当する,式 (2.12)および式 (2.14)が導かれた.これを離散 Lax対とみなすこと
で,両立条件から次の非線形な離散方程式が導かれる:

定理 2.8. 式 (2.12)および式 (2.14)の両立条件から,次の非線形な離散方程式が導かれる:

At
n+1 −Bt

n+1 +Ct
n+1 = At+1

n+1 −Bt+1
n +Ct+1

n (2.16a)

Dt
n+1 +At

n+1Ct
n +Bt

n+1Ct
n = Dt+1

n +At+1
n Ct+1

n +Bt+1
n Ct

n (2.16b)

At
n+1Dt

n +Bt+1
n Dt

n = At+1
n−1Dt+1

n +Bt
n+1Dt

n (2.16c)

Bt
n(A

t
n+1 −Bt

n+1) = Bt+1
n (At

n −Bt
n) (2.16d)

(境界条件) At
−1 = Bt

−1 =Ct
−1 = Dt

0 = Dt
−1 = 0 (2.16e)

3 結論

本報告では, Cauchy双直交多項式に附随する連続ならびに離散的なスペクトル保存変形を構成
し,対応する非線形な方程式をそれぞれ導出した.本報告では詳しく述べていないが,得られた方程
式は特徴的な行列式解を持つ.しかしながら,双線型形式の構造等いまだ明らかにされていない部
分が多い.そのため,既存の可積分系との対応,特に Cauchy双直交多項式の出自から, Peakon解を
持つような可積分系のクラスとの対応関係を調べていく必要があると考えられる.
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