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概 要 本報告では，2種類の離散ハングリーロトカ・ボルテラ系 (dhLV-I，dhLV-II)および離散
ハングリー戸田方程式 (dhToda)の間の Bäcklund変換を示す．まずは，差分間隔 δ(n) → ∞とした
dhLV-Iと，dhTodaをそれぞれ行列の LR変換と対応づけ，異なる 2種の LR変換に含まれる行列を
相似変形によって結ぶ．続いて，相似変形において行列の成分レベルで成り立つ関係式から，dhLV-I

と dhTodaの間の Bäcklund変換を導く．同様の議論により，δ(n) → ∞とした dhLV-IIと dhToda

の間の Bäcklund変換も導出し，3種の可積分な離散ハングリー系の関係を明らかにする．

1 はじめに

離散ロトカ・ボルテラ系 (dLV: discrete Lotka-Volterra):⎧⎨
⎩u

(n+1)
k (1 + δ(n)u

(n+1)
k−1 ) = u

(n)
k (1 + δ(n)u

(n)
k+1), k = 1, 2, . . . , 2m − 1,

u
(n)
0 := 0, u

(n)
2m := 0, n = 0, 1, . . .

(1.1)

と離散戸田方程式 (dToda):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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(n)
k , k = 1, 2, . . . ,m,
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(n)
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, k = 1, 2, . . . ,m − 1,

e
(n)
0 ≡ 0, e

(n)
m ≡ 0, n = 0, 1, . . .

(1.2)

に対して，両者の変数の間に次の関係が成り立つ．⎧⎨
⎩

q
(n)
k =

1
δ(n)

(
1 + δ(n)u

(n)
2k−2

)(
1 + δ(n)u

(n)
2k−1

)
, k = 1, 2, . . . ,m,

e
(n)
k = δ(n)u

(n)
2k−1u

(n)
2k , k = 1, 2, . . . ,m − 1, n = 0, 1, . . . .

(1.3)

(1.3)は dLV (1.1)と dToda (1.2)を結ぶBäcklund変換の 1つであり，Miura変換として知られて
いる．ここで，dLV (1.1)は個々の生物種に対する捕食種と被食種を 1種ずつと想定した数理生物
モデルの時間離散版であり，u

(n)
k は離散時間 nにおける生物番号 kの個体数を，δ(n)は離散時間 n

における差分間隔を表す．個々の生物種の捕食範囲を拡大させた数理生物モデルの離散版として，
次に示す 2種類の離散ハングリーロトカ・ボルテラ系 (dhLV: discrete hungry Lotka-Volterra)が
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ある [2, 4]．⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

u
(n+1)
k

M∏
j=1

(1 + δ(n+1)u
(n+1)
k−j ) = u

(n)
k

M∏
j=1
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u
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(n)
0 ≡ 0, u

(n)
Mm+1 ≡ 0, . . . , u

(n)
Mm+M ≡ 0, n = 0, 1, . . . ,

(1.4)⎧⎪⎪⎨
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v
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k (1 + δ(n)

M∏
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v
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k+j), k = 1, 2, . . . ,Mm + M − 1,

v
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1−M ≡ 0, . . . , v

(n)
0 ≡ 0, v

(n)
Mm+M ≡ 0, . . . , v

(n)
Mm+M+(M−1) ≡ 0, n = 0, 1, . . . .

(1.5)

ただし，Mm := (m − 1)M + mであり，u
(n)
k , v

(n)
k , δ(n)の意味は dLVと同様である．以降，区

別のために (1.4)，(1.5)をそれぞれ dhLV-I，dhLV-IIと呼ぶことにする．M = 1の場合，dhLV-I
(1.4)，dhLV-II (1.5)はともに dLV (1.1)と一致する．
一方，dTodaの拡張版として，次の離散ハングリー戸田方程式 (dhToda: diacrete hungry Toda)
が知られている [3]．⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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(1.6)

本報告では，dhLV-I (1.4)，dhLV-II (1.5)，dhToda (1.6)をそれぞれ行列の LR変換と対応づける
ことにから始め，異なる LR変換を結ぶ相似変形を導くことで 3種の可積分な離散ハングリー系
の間の Bäcklund変換を導出する．ここで，LR変換とは LRアルゴリズムの 1ステップで行われ
る行列演算のことである．LRアルゴリズムは，行列を下三角行列 Lk と上三角行列 Rk に LU分
解する，それらの逆順の積 RkLk を求めるという 2種類の行列演算を繰り返す固有値計算アルゴ
リズムである．

2 dhTodaと dhLV-Iの間のBäcklund変換

本節では，dhToda (1.6)と dhLV-I (1.4)のそれぞれの Lax表示を考察し，対応づく行列の LR
変換を通じて，dhToda (1.6)と dhLV-I (1.4)の間の Bäcklund変換を導く [1]．

[3]において dhToda (1.6)は Lax表示

L(n+M)R(n+1) = R(n)L(n), n = 0, 1, . . . , (2.1)

L(n) :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

Q
(n)
1

1 Q
(n)
2

. . . . . .

1 Q
(n)
m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , R(n) :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 E
(n)
1

1
. . .
. . . E

(n)
m−1

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (2.2)

を満たすことが示されている．ここで，dhToda (1.6)の Lax行列 L(n), R(n)によって行列A(n)を
次のように定める．

A(n) := L(n)L(n+1) · · ·L(n+M−1)R(n). (2.3)
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このとき，R(n)によるA(n)の相似変形は，(2.1)より，

R(n)A(n)(R(n))−1 = R(n)L(n)L(n+1) · · ·L(n+M−2)L(n+M−1) (2.4)

= L(n+M)R(n+1)L(n+1) · · ·L(n+M−2)L(n+M−1)

...

= L(n+M)L(n+M+1)L(n+M+2) · · ·L(n+2M−1)R(n+M)

= A(n+M) (2.5)

となる．すなわち，dhToda (1.6)の時間発展 n → n + M によって行列の LR変換がM 回行われ，
A(n)からA(n+M)への相似変形が得られる．

dhLV-I (1.4)に対する従属変数変換U
(n)
k = u

(n)
k

∏M
j=1(1+δ(n)u

(n)
k−j) (k = 1, 2, . . . ,Mm), V

(n)
k =∏M

j=0(1 + δ(n)u
(n)
k−j) (k = 1, 2, . . . ,Mm + M) を施すと，⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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k+M+1, k = 1, 2, . . . ,Mm − 1,

V
(n)
k U

(n+1)
k = V

(n)
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(n)
k , k = 1, 2, . . . ,Mm + M, n = 0, 1, . . . ,

U
(n)
1−M ≡ 0, . . . , U

(n)
0 ≡ 0, U

(n)
Mm+1 ≡ 0, . . . , U

(n)
Mm+M ≡ 0,

V
(n)
1−M ≡ 1

δ(n)
, . . . , V

(n)
0 ≡ 1

δ(n)
, V

(n)
Mm+M+1 ≡ 1

δ(n)
, . . . , V

(n)
Mm+2M ≡ 1

δ(n)
.

(2.6)

となる．(2.6)の Lax表示に関して次の定理が得られる．

定理 2.1 δ(n) → ∞のとき，(2.6)の Lax表示は，

L(n+1)R(n+M) = R(n)L(n), n = 0, 1, . . . , (2.7)

L(n) :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

Q(n)
1

1 Q(n)
2

. . . . . .

1 Q(n)
m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , R(n) :=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 E(n)
1

1
. . .
. . . E(n)

m−1

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (2.8)

となる．ただし，n = 0, 1, . . . に対し，

Q(nM)
k = U

(n)
Mk

, k = 1, 2, . . . ,m,

Q(nM+p)
k = V

(n)
Mk+p, k = 1, 2, . . . ,m, p = 1, 2, . . . ,M,

E(nM+p−1)
k = U

(n)
Mk+p, k = 1, 2, . . . ,m − 1, p = 1, 2, . . . ,M.

(2.6)の Lax行列 L(n), R(n)によって

A(n) := L(n)R(n+M−1)R(n+M−2) · · ·R(n) (2.9)

と定めれば，

(L(n))−1A(n)L(n) = R(n+M−1)R(n+M−2) · · ·R(n+1)R(n)L(n)

= R(n+M−1)R(n+M−2) · · ·R(n+1)L(n+1)R(n+M)

...

= L(n+M)R(n+2M−1)R(n+2M−2) · · ·R(n+M)

= A(n+M) (2.10)
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となる．dhToda (1.6)同様，(2.6)の時間発展によるM 回の LR変換は，A(n)からA(n+M)の相
似変形を与えることが分かる．
ここで，Lax行列 (2.2)と Lax行列 (2.8)について次の補題が得られる．

補題 2.2 Lax行列 (2.2)と (2.8)について，

L(n) := (D(0))−1(R(n))�D(M), (2.11)

R(n+p) := (D(p+1))−1(L(n+p))�D(p), p = 0, 1, . . . ,M − 1 (2.12)

となる対角行列D(p) = diag(d(p)
1 , d

(p)
2 , . . . , d

(p)
m ), d

(p)
i > 0が存在する．D(p)の各成分は具体的に

d
(0)
j =

j−1∏
i=1

E
(n)
i Q

(n)
i Q

(n+1)
i · · ·Q(n+M−1)

i ,

d
(p)
j =

(
j−1∏
i=1

E
(n)
i Q

(n)
i Q

(n+1)
i · · ·Q(n+M−1)

i

)
(Q(n)

j Q
(n+1)
j · · ·Q(n+p−1)

j ) (2.13)

と定められる．

(2.11)，(2.12)を (2.9)に代入すると，

A(n) = (D(0))−1(A(n))�D(0)

となる．よって，成分が dhToda変数からなる行列A(n)と (2.6)の変数からなる行列A(n)は相似
であることがわかる．(2.11)および (2.12)において両辺の行列成分を比較すると，

Q(n)
k = Q

(n)
k Q

(n+1)
k · · ·Q(n+M−1)

k , k = 1, 2, . . . ,m, (2.14)

E(n+p)
k = E

(n)
k (Q(n+p+1)

k Q
(n+p+2)
k · · ·Q(n+M−1)

k ), k = 1, 2, . . . ,m − 1, p = 0, 1, . . . ,M − 1
(2.15)

が得られる．離散時間が増加したときの Lax行列 (2.2)と (2.8)の関係については次の補題に示す．

補題 2.3 離散時間nにおいて，Q(n)
j , E(n+p)

j がそれぞれ (2.14), (2.15)を満たすとき，p = 0, 1, . . . ,

M − 1に対し，

L(n+p+1) = (D(p+1))−1(R(n+p+1))�D(M)L
(0; p)
d , (2.16)

R(n+M+p) = (D(M)L
(0; p)
d )−1(L(n+M+p))�D(M)L

(0; p−1)
d (2.17)

が成り立つ．ただし，L
(0; p)
d :=

∏p
i=0 diag(Q(n+M+i)

1 , Q
(n+M+i)
2 , . . . , Q

(n+M+i)
m ) であり， L

(0;−1)
d

はm次単位行列とする．

(2.16)，(2.17)において p + 1 = 0とすると，それぞれ (2.11), (2.12)となることに注意する．し
たがって，dhToda (1.6)と dhLV-I (1.4)に関する本節の主定理が得られる．

定理 2.4 dhToda (1.6)と δ(n) → ∞とした dhLV-I (1.4)の間の Bäcklund変換は，

Q(n)
k = Q

(n)
k Q

(n+1)
k · · ·Q(n+M−1)

k ,

E(n)
k = E

(n)
k (Q(n+1)

k Q
(n+2)
k · · ·Q(n+M−1)

k ).
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ただし，� = 0, 1, . . . に対し

Q(n+M�)
k = U

(n+�)
Mk

= u
(n+�)
Mk

M∏
i=1

(1 + δ(n+�)u
(n+�)
Mk−i), k = 1, 2, . . . ,m,

E(n+M�+p−1)
k = U

(n+�)
Mk+p = u

(n+�)
Mk+p

M∏
i=1

(1 + δ(n+�)u
(n+�)
Mk+p−i), k = 1, 2, . . . ,m − 1, p = 1, 2, . . . ,M.

3 dhTodaと dhLV-IIの間のBäcklund変換

本節ではまず，dhLV-II (1.5)に対応づく LR変換を明らかにする．2節と同様に，dhToda (1.6)
と dhLV-II (1.5)に対応づく異なるLR変換を相似変形によって結びつけ，dhToda (1.6)と dhLV-II
(1.5) の間の Bäcklund変換を導く．さらに，2節で示した dhToda (1.6)と dhLV-I (1.4)の間の
Bäcklund変換と組み合わせ，dhLV-I (1.4)と dhLV-II (1.5)の間の Bäcklund変換を導出する．

dhLV-II (1.5)に対する従属変数変換ω
(n)
k = v

(n)
k (1+δ(n)

∏M
j=1 v

(n)
k−j) (k = 1, 2, . . . ,Mm +M −1)

および γ
(n)
k = δ(n)

∏M
j=0 vk+j (k = 1, 2, . . . ,Mm − 1)によって，

⎧⎨
⎩ω

(n+1)
k + γ

(n)
k−M = ω

(n)
k + γ

(n)
k , k = 1, 2, . . . ,Mm + M − 1,

ω
(n+1)
k γ

(n)
k+1 = ω

(n)
k+M+1γ

(n)
k , k = 1, 2, . . . ,Mm − 2.

(3.1)

が得られる．このとき，(3.1)に関して次の定理が得られる．

定理 3.1 δ(n) → ∞のとき，(3.1)の Lax表示は次で与えられる．

L̄(n+1)
i+1 R̄(n)

i+1 = R̄(n)
i L̄(n)

i+1, i = 0, 1, . . . ,M − 1, (3.2)

L̄(n)
i =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ω
(n)
M1+(i−1)

1 ω
(n)
M2+(i−1)

. . . . . .

1 ω
(n)
Mm+(i−1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , R̄(n)

i =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 γ
(n)
M1+i

1
. . .
. . . γ

(n)
Mm−1+i

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

(3.3)

ここで，Lax行列 (3.3)によって行列 Ā(n)を次のように定める．

Ā(n) := L̄(n)
1 L̄(n)

2 · · · L̄(n)
M R̄(n)

0 . (3.4)

このとき，(3.2)を用いれば，

R̄(n)
0 Ā(n)(R̄(n)

0 )−1 = R̄(n)
0 L̄(n)

1 L̄(n)
2 · · · L̄(n)

M (3.5)

= L̄(n+1)
1 R̄(n)

1 L̄(n)
2 · · · L̄(n)

M

...

= L̄(n+1)
1 L̄(n+1)

2 · · · L̄(n+1)
M R̄(n)

M (3.6)

となる．(3.6)の右辺に含まれる R̄(n)
M について次の補題が得られる．

補題 3.2 δ(n) → ∞のとき，R̄(n)
M = R̄(n+1)

0 ．
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補題 3.2より，δ(n) → ∞のとき R̄(n)
0 Ā(n)(R̄(n)

0 )−1 = L̄(n+1)
1 L̄(n+1)

2 · · · L̄(n+1)
M R̄(n+1)

0 = Ā(n+1)

となる．すなわち，(3.1)によるM 回の LR変換は，Ā(n)から Ā(n+1)の相似変形を与える．Lax
行列 (2.2)と Lax行列 (3.3)については次の補題が得られる．

補題 3.3 離散時間 nにおいて，L(n+i) = L̄(n)
i+1 (i = 0, 1, . . . ,M − 1), R(n) = R̄(n)

0 とする．この
とき，

L(n+M+i) = L̄(n+1)
i+1 , R(n+i+1) = R̄(n)

i+1, i = 0, 1, . . . ,M − 1.

補題 3.3 で得られた行列の関係式を成分レベルで書き下すと，次の定理のように dhToda変数
と dhLV-II変数を対応づけることができる．

定理 3.4 δ(n) → ∞のとき，dhToda (1.6)と dhLV-II (1.5)の間の Bäcklund変換は,

E
(n)
k = γ

(n)
Mk

, k = 1, 2, . . . ,m − 1,

Q
(n+i)
k = ω

(n)
Mk+i, k = 1, 2, . . . ,m, i = 0, 1, . . . ,M − 1.

となる．ただし，

γ
(n)
Mk

= δ(n)
M∏
�=0

v
(n)
Mk+�, k = 1, 2, . . . ,m − 1,

ω
(n)
Mk+i = v

(n)
Mk+i(1 + δ(n)

M∏
�=1

v
(n)
Mk+i−�), k = 1, 2, . . . ,m, i = 0, 1, . . . ,M − 1.

また，定理 2.4と定理 3.4を組み合わせると，dhLV-Iと dhLV-IIに関して次の定理が得られる．

定理 3.5 δ(n) → ∞のとき，dhLV-I (1.4)と dhLV-II (1.5)の間の Bäcklund変換は，

U
(n)
Mk+j =

M−1∏
i=0

ω
(n)
Mk+j+i, k = 1, 2, . . . ,m, j = 0, 1, . . . ,M

となる．ただし，

U
(n)
Mk+j = u

(n)
Mk+j

M∏
�=1

(1 + δ(n)u
(n)
Mk+j−�), k = 1, 2, . . . ,m, j = 0, 1, . . . ,M,

ω
(n)
Mk+j = v

(n)
Mk+j(1 + δ(n)

M∏
�=1

v
(n)
Mk+j−�), k = 1, 2, . . . ,m, j = 0, 1, . . . ,M.
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